A
@ 0 Creny = A4 yzfg v 3l

Wektor dhugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0.0],7 = [w],l% =
10,0, 1] wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowczas zapis @ = [uy, u,, u,] oznacza d =

Pu Ng 1K /\@ddw VL(/’W\.

~
k

A
U

wé‘ Ponadto [u] = \/u2 + u2 + u?.

Wiasnosci dtugoéci: @] =0 < @ =0, |\ =|A|-|d],

P

Wersorem niezerowego wektora @ nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co
1. Oznaczamy go 4. Oczywiscie 1 = i U

% (#0 =
Jesli @ = [ug, uy, u,], to 4 = [‘%,%,% oraz %
/\

=

N
(W (10 {z\'“mJ i = ug%—u%%—u‘%’ _ Juitui4+u=1 N
- IR e TR T G
Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqgtami kierunkowymi, zas wspolrzedne wersora

u, czyli liczby cosa = %, cosff = %’l, cosy = I%ZI nazywamy costnusami kierunkowymsi

|l

O% b= &L 4()\1%\15\\“)

. |
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Iloczyn skalarny o~ @WC\N\&

Oznaczamy przez £ (i, ) kat miedzy wektorami i, 7,.

Przyjmujemy, ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].

Definicja 5.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektoréw u, v nazywamy liczbe

\/ il - |7 - cos £(@, V). Oznaczamy ja symbolem @ o ¢. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

¥ Twierdzenie 5.1.2. Jesli @ = [uy, uy, u.], T = [vg,vy,0.], to wowcezas @ o T = u,v, +
UyVy + ULV, 0> < < )
Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,-1,1]=1-24+4-(-1)+0-1=-2<0

Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.
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Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) ToT=0od NI (z oie_{- wr koo )

BN _ - 7 |
dotu =4 (‘Z WX (\Ao(\zi(\ky &(\Ag;(\/\%

—

U+ V) ow = (dow)+ (Vo w) £— Wz‘bdf.\v\mc \ﬂ.ﬁ( 4+

v ’ﬁoﬁ|<’u| |V WP\@.MN V4 ’\KCJA\LPE‘\K}(
vi) T#0,7#0,0007=0 =
70,0720 bos (=0
Dowdod. Wynika wprost z definicji.  [J £ = h
(=

Uktad wspélrzednych

Uktad wspotrzednych w R3 - trojka wzajemnie prostopadtych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ Z
e
y X

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow ( U, ) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

Uy Uy Uy
Vg vy v | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy // T _—

Dwa wektory w, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas @ || ¥.

N -

Definicja 5.1.6. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow ) ? 7:\)/
i, U nazywamy wektor w taki, ze: W

4
!

TR k{uuww\\ |
i) [ = Ja] - |7] - sin (i, ), |
O € Jou 47
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iii) orientacja trojki (ﬁ, U, fLU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Wektor w oznaczamy symbolem o X v.
Jesli « = 0 lub v = 0, to przyjmujemy « x v = 0.

~

Przyklad517A i=jxj=kxk=0 A
1 X j =k, Xk=1i, kxi=j, Jjxi=—-k, kxj=—1, ixXk=—j

1 et ant
Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [ug, uy, u,], U= [y, vy, v;], to wOwczas _ [mv\/(“(wvo

N \A\/)\A”’-‘ N
\)\ M\u\ j
1

L
Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3],7 = [3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

i1k

ixia=|12 -3|=:i 2 2| ;L B4l = [22, —14, —2]
4 5 3 5 3 4

34 5 f\\ N \

lub metody Sarrusa X““\\’U,\ N
GxT=|1 2 —3|=10i +4k —9) — 6k + 121 — 5 = 221 — 14j — 2k.
34 5

Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

‘\U
)\ﬂn . -
‘%\N UXT=—0x
. — — :<

1) AU X V)
+U) x W

Reguta prawej dtoni:




Wﬂ R?\ . Sn <

\
Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegtoboku rozpietego na wektorach u, v rowne jest |t x 9.

TIloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u,], T = [vg, vy, 0,0 = [wy, wy, w,]. lloczynem
mieszanymluporzadkowanej Jtrojki wektorow @, ¢/, w nazywamy liczbe (/x¥)ow. Oznaczamy

ja symbolem (ﬁ,m/ ;;W‘_’ suclavr

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [uy, uy, u,], U= [z, vy, v:],0 = [wy, wy, w,]. Wowczas

/7 7 Uy, uy Uy, A A Q
0 © K\f %\J (ﬁ, U, zﬁ) Uy Uy Uy |- L\A " (VAR
Wy Wy W, » ‘J\\NZB 0| vy \/D (2

) -
Uy Uy Uy ir‘*’)a UD Ll.",\
. Uy U, Uy Uy Uy Uy - -
Dowdd. | vy, vy, v, | =w, — Wy + w, =
vy U, Vp U, Uy Uy
Wy Wy W,
Uy U Uy U Uy U
_ Yy z xX z xX Yy I 4 — >
= [wy, wy, w,] o , , =wo(uxv) O
P Uy U Uy U, Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objeto$é¢ réwnolegtoscianu rozpietego na wektorach u, v, w rowna jest
U, v, 117)|

Dowdd. Niech o = £(u x ¥, %). Poniewaz V = Pp@ |t x 9] - h ora zatem
V. L —
V=|uxv|-|dcosa=wo(dxv) O

Przyklad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej ptaszczyznie?

ok

Punkty leza w jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$é¢ czworoscianu
—
rozpietego na wektorach AB, AC, AD jest rowna zero.

— — —
AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0, 3, 3]

o 4 13
(AB,AC,AD): 29 1 0|=-12+18-6=0
0 33

Punkty sa wspolptaszczyznowe (komplanarne).
et

Twierdzenie 5.1.16 (Wlasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréow . ¢, 117_176 prawdziwe sa nastepujace rownosci.
v Ve A

ii) )\(71’, ,’LU) = ()\ﬁ, U, 15) = (f[[, U, u_)') = (27, U, )\u_f)
iii) (ﬁ+ U, W, c_i) = (ﬁ, W, c_i) + (_’, w, 6)
i) |(@,7,@)| < |dl - 0] - [
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5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3 /
q

Roéwnanie ogoélne i normalne plaszczyzny

e 5
Niech( Py = (%o, ¥0,20))€ R? bedzie ustalonym punktem, za$ 7 = [A, B,C] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior ~

T={P=(z,y,2) € R?
=

jest ptaszczyzna przechodzaca przez punkt Fy i prostopadiy do wektora 7. Wektor 71
nazywamy wektorem normalnym glaszcz%zny .
=3 ?;(YM&)' ?;?P =% Yy z-z
PEW@P@POTL:()(:}A(Z‘—J?Q)-FB(@/ y0)+C’(z—zo):O . \ \ ")
- — o =LA B, ()

Réwnanie normalne: 7 : A(z — x) + B(y =) + C(z — 29) =0
Réwnanie ogolne: w: Ar+ By + Cz 0, D=—Axq— Byy— Cz

Przyklad 5.2.1. By =(1,2,5),i=[1,-1,3], hem i Lx, m="
-, U

wo %2:=0

m:1-(x—1)+(-1)-(y—2) +3- (2 — 5) = 0 rownanie normalne T

m: x—y+ 3z — 14 = 0 rownanie ogdlne

Roéwnanie parametryczne ptaszczyzny % 0

Niech Py = (z0,v0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas$ @ = |a,, ay,a,] # 0,
b= by, by, b,] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ Jf b. Wowczas zbior
M
r={P=(zy2) eR: Tt scR (PP =td+sb} Covnhrn oo\ A— rro-d
- = e \'-\?

jest plaszczyzng przechodzaca przez punkt Py i rownolegly do wektorow a, b. Mowimy, ze

wektory @, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzneg .
. B | [k by it Shyshy \A“”“EIAJJ
PoP =ti+ sb & [x- t[al,,ay,az —I—Sb ,by, ]

x—a:0+t al+ st b,
y=1yo+tlay+sib,|,t,seR
z—zo+t al+ st b,

Przyklad 5.2.2. Napisz rownanie parame‘%’I]yczne plaszczyzny 7 przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

0N ZACAN A

Roéwnanie parametryczne: 7 :

140||7r 7=100,1,0] | Oy = j || =, Aenw

x_l—l— =1+t
T y—1+4t —1—1—4t+s , t,seR
z =4

o 50
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Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci m :f £ + % 4 2 = 1, | gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne
przechodzaca przez p v (a,0,00,1(0,0,0),(0,0,c). Jest to tzw. réwnanie odcinkowe

ptaszczyzny.

Rownanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy nlewsEolhmowe punkty
Pr = (21,41, 21), P = (72, Y2, 22), (3, Y3, 2’3 ma postac

'3?/ N\\ 5/ T@:ﬁ@ 22—21 =0. ]/

?g\\ 1 Y3s— Y1 Z3— 2

Istotnie, ponlewaz P1P2 [Ty — 1,92 — Y1, 20 — 21], P1P3 =[rs—a1,y3— 1,23 —21] | 7
—

oraz 1 = PPy X P1P3 1, zatem

™= {P: (xayaz> : Pl-P 1 ﬁ} = {P: (%,y,Z) : [x_xl)y_ylaz_zl] _»_

5.3 Prosta w przestrzeni R? /4\[
Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej
Niech Py = (%o,90,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [a, ay,a 0

] #
ustalonym wektorem. Wowcezas zbior Yo = ./‘;'7//9/
| ={P=(z,y,2) eR*: RP| a}

apm—\
jest prosta przechodzaca przez punkt Py i réwnoleglta do wektora a. Wektor a nazywamy
wektorem kierunkowym prostej [.

s /
Pel, & 3teR: RP=ti /
Qe n meen RO a::xO#M " —

Do gm0, 220 )7 L0 ke g )7 5 0

\

Rownanie postaci [ : y=1yoHtla, ,t € R nazywamy réwnaniem parametrycznym
z=2zoHtfa, 3
' - €\R
prostej [. L= ol ,@
R oL

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢, otrzymujemy réwnanie postaci [ :

R = = = A ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej [.
T Yy z

Roéwnanie krawedziowe prostej

Niech m : Aix + Biy+ Ciz+ Dy = 0, my @ Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie
A+ B + C} # 0, A3 + B3 + C3 # 0 beda dwiema nier6wnoleglymi plaszczyznami. Ich
czescig wspolng jest prosta [ = mp N .

Pel & (Pem ANPeEm)

A1$+Bly+C’12+D1:O

Roéwnanie krawedziowe: [ : { Ao+ Boy+ Coz+ Dy =0 °

o1




Przyklad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i

rownoleglej do plaszezyzn m : 6 —y+2—-2=0,m: 2+ 3y —2z2+1=0.

Oznaczmy 71y = [6,—1,1] L m, 7y =[1,3,—-2] L m oraz @ =1y X 7iy || [.

PNt
i j k r=2—-1
Wowezas @ =|6 —1 1 |=[-1,13,19)orazl: ¢ y=3+13t ,teR.
1 3 -2 z=1419¢

5.4 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech m : Ajx +Biy + Ciz+ Dy =0, ny = [A1, By, C1] # 0,
Ty 0 Agx + Boy 4 Coz + Dy = 0, 1y = [Ag, By, Co] # 0.
- -

-’

Szukanie punktéw wspolnych m; oraz me polega na rozwiazaniu uktadu réwnan

{A1x+B1y+C’12+D1=0 |:A1 By Ol} ! :{_Dl]
z

A2$+Bgy+CQZ+D2:O A2 BQ C2 —D2 ’ %
. (A B G (A B C -D 4
NleChA‘{fb B, 02]’U“[A2 By G —DQ}' N/

Ptaszczyzny moga by¢ rownolegle. m|m & nilne & ny xny = 0

Woéweczas albo m = my & i—; :B—;:g—; :g—;, gdy r(U) =r(A) =1
albom Nm =90 & 4 =5 :g—;#g—;,gdyr([f):Zr(A):l.

A~ Bs

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny w1 Jf mo przecinaja sie wzdtuz prostej.
W szczegblnosci moga byé prostopadte.

mLm e n Lng & njony,=0

& - =

Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b

wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.
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Proste moga by¢ rownolegte. Lk & dl b dxb=0.
Woéwcezas albo [ =k, albo Nk =9

Gdy [ }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste I i k leza w jednej Dlaszczyzme co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory

PP ad, b leza w jednej plaszczyzme Woéwczas | i k maja jeden punkt wspoélny tj.
[Nk ={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
—_— =
stwierdzeniu, ze wektory P, Ps,d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [ Nk = @

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy Png, a, I;) #0. E

g&/ /7]

Katy —

/

Definicja 5.4.1. i) Kgtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi
tychze prostych.

ii) Kagtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy plaszczyzny
sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze
plaszczyzn.

Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt
P’ € 7 taki, ze PP 1 .

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq [ nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ 1 |.

—_—
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Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora. /‘\ ‘__L) \J

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora v §f 7:

-
=0
-
-
-
-t
-
e
-
=
-

Rzut punktu P na prosta | w kierunku wektora ¢, o ktorym zaktadamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz I:

~)

Przykltad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

e ;:fig?ﬁ t,s € R. ‘?Zﬂ 2. u?):_,?
‘?A(/“ z:3+,tt+8_

Niech k bedzie prosta taka, ze k L w, P € k.
i=12,01 [ =, 7=][1,3,1 A=(2,1,3)en

I'n ‘
=uxv Lw, 7= %é? :wkj_ﬂﬁm “t‘ X/
} 3 2/ - 7 M ‘

P O o @A ||

\\ \ eV \.t/\‘ A




2
(2pm)eTd  dlat=5=0

(A
,teR, m: 3(“7_2)_@_1”6(2_3):Og,ounam"Of‘;‘W

n:3r+y—6z+11=0 {P}=knnm="
3(4—3t)+5—t—6(— 3+6t —0=t=1, P =(1,4,3)

’————y

Definicja 5.4.4. Kqtem mz@dzy plaszczyzng a prostg hazywamy kat

o mierze § — «a, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy X = ‘1’5’- /
prosta i plaszczyzna sa réwnolegle) miedzy odpowiednio zwroconym ~5-A- (4
wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptlaszczyzny. /9

\,/‘)/ﬂ)
A7 &

Przyklad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1

a plaszczyzna 7 : 3z +y+z2+1=0.

e Cd
Mamy @ = [-1,0.2] || /, @=]3.1,1] L 7. Oznaczmy L(n,ad), a =% — .
Obl nodl |—340+2] 1 1 ;2/—
iczamy cos = R ‘/QHHF T = 5 — arccos T
albo sina = cos f = a = arcsin = \ 0 (K;&
7oz -\wlal
N oov = I

Odlegtosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny 7, nazywamy dtugos$é odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na w. Oznaczamy ja d(P, 7). dl‘NLﬁvf\L(/

ii) Odlegtosciq punktu P od prostej |, nazywamy dlugosé odcinka PP’ gdzie P’ jest

rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,[). //
i \
AR °
\

1
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Wzér na odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (o, y0,20) oraz m: Az + By+Cz+ D =0,1n=[A,B,C| # 0. Wowczas

A B D
d(PO,T(-):| ‘TU+ y0+020+ |

\ 7]
Y\Q’i o Lednnal
T =x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Wowcezas k : y=1yo+ Bt
2 =29+ Ct
{P}} =knm=7

Azg+ At) + B(yo + Bt) + C(2+Ct) + D=0, t= —f%—fgjﬂ’B -
d(P,7) = |PyPy| = \/(At)? + (Bt + (Ct)? = |t|v/AZ + B? + C? = Uzt Bwe ol D)

Wzér na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (xq, yo, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze

kierunkowym a. Wowczas
Yo\ € >

—_—
- |P1P0 X Cﬂ \)\l\
Ta o<

D= g
&" &/(?O(b
v

Odlegtosé prostej od plaszcezyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegtodcia prostej [ od plaszczyzny
m nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

A

o .

—

Definicja 5.4.7. Odlegtosciq dwdch ptaszczyzn (prostych) ro’wnolegfych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn rownolegtych m @ Ax + By + Cz + D; = 0,
Tyt Az 4+ By+ Cz+ Dy =0, my = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor d(m, my) = 22221

|7

o6



