Wzér na odlegtos¢ punktu od ptlaszczyzny

Niech Py = (zo,yo0,20) oraz m: Az + By+Cz+ D =0,1n=[A,B,C| # 0. Wowczas

|AIEO + Byo + CZO + D|

d(P07 )_
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Y\Q’i o Lednnal
T =x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Wowcezas k : y=1yo+ Bt
2 =29+ Ct
{P}} =knm=7

Azg+ At) + B(yo + Bt) + C(2+Ct) + D=0, t= —f%—fgjﬂ’B -
d(P,7) = |PyPy| = \/(At)? + (Bt + (Ct)? = |t|v/AZ + B? + C? = Uzt Bwe ol D)

Wzér na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (xq, yo, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas
\eF

|P1P0><C_i‘

[ 4 R

d(Py, 1) = o)
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Odlegtosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegtodcia prostej [ od plaszczyzny
m nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.
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Definicja 5.4.7. Odlegtosciq dwdch plaszczyzn (prostych) réownolegtych nazywamy odlegtosé

dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.
D/t “ P Vd
Mozna wykaza¢, ze—dla plaszczyzn rownoleglych m @ Az + By + Cz % =0, Y
Ty Aa: + By + C’z “ 0, 13 = [A, B, C] # 0 zachodzi wzor d(m;, m,) = EALL)
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Definicja 5.4.8. Odlegtosciq dwdch prostych skosnych nazywamy odlegtos¢ dwoch plaszezyzn L % L
rownoleglych zawierajacych te proste. ( ZANSTE DT TAVIE 3t AS 20 TR 2 AN
LUBRA € o \Cc\ng

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b }/
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P. Zatézmy ze proste te sa _ |
skosne. Wowcezas ﬂf““’””‘j”

PFRED Oorckws ( (omodud
O \Q Ux,,m\'www(o)

oL ¢ v Mo

=L f K R

\ fhagod ¢

@dm}ofaz

padat

- \Jl,w%m(ou

N

Symetrie _[EDKJ ov v\o

Definicja 5.4.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalona prosta oraz 7 ustalona
plaszczyzna.

i) l_D_ll_l’)lkt Py jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
SP;.

ii) Punkt P; jest pﬂl}ktem_s%fmetryc_zr)lym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.

iii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem ptaszezyzny 7, jezeli /
— - —
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA | 7. \
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TEMAT: Przestrzenie liniowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie cialem, gdzie K = R lub K = C, zas§ V # & zbiorem.
Niech dane bedzie dziatanie wewnetrzne @ : V x V' 3 (u,v) — u @ v ELoraz dziatanie
zewnetrzne © : K x V 3 (a,v) — aGuv e V. W Oabo

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V,®, K, ®) taki, ze

i) (V,®) jest grupa abelowa,
( ) Sy & We/{’wf’\‘)rob

i) Vu,o eV Vae K a®(udv)=(adu)®(adwv)

)
) S 0
iii) Vo €V Va,B €K a+6)@u{;m_r(va@u) ®(BO) l@ozd’b WQC
)
)

iv) WweV Va,eK (a-f)Ov=ae(Bov) |
(W\\OJ{&AA bﬁbﬁlr\m ¢

weV lov=u /\GK \}SW

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzenig liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V nazywamy wektorami, za$ elementy ciata K skalarami. K

A%

Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R"=(R",®,R,®)
Dla u = [ug, ..., uy},v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujemy
UuBv="_[u +v1,...,u, + 0], ¢ ©u=[auy,...,qu,.

\/\\ &\ (K", &, K,®), gdzie K = (K, +, ) to dowolne ciato
LN Dla u=[up,...,uy],v="_[v1,...,0,] € K" oraz a € K definiujemy

&\ u@v:[u1+v1,...,un+vn],a@u:[a-ul,...,a-un].

i) (%, +,R, ), gdme L {f| f:R—R}
Dla fi : R —> R, f57R — R oraz o € R definiujemy M
fs = J1 & > takie, ze Vl‘ €R fi(z) = (fi & fo)(2) := fi(z) + fo(x)

oraz f1 = a® fi takie, ze Vr € R fy(x) = (@ ® f1)(x) := - fi(x) 9) _ Moo /\./

Elementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale réwna zero. o { A= }

V) Mpsn(R) = (Mpxn(R), +, R, ), gdzie dziatania +, - to dziatania dodawania ma01erzy
1’'mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej z =

o wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia

wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +,-)

i dzialania w przestrzeni wektorowej V = (V. +, K -). —
u+4v  suma wektorow

a + [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, a,f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzeniag wektorowa. Niech 0
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatai w ciele
K. Woéwczas:

1) VoeV VaeK O0-v=a-0=0

i) YveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0) /Q
)
L/i

jj (Vv =5in X
210

iv) vveV —1-v=-v

v) YveV VYa,pe K (a—p8)v=(a-v) A/ \_’/’—L—’

vi) Vo €V VYae K a-(u—v)=(a-u)—(a-v) %J @\(S\N‘\% A

Niech V = (V,@®, K, ®) bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

)
)
i) Vo eV VaeK (—a)-v=a-(-v)=—(a-v)
)
)
)

Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dzialaniami

Sluxv : UxU 3 (u,v) — udv € U, Olgxv : KxU 3 (a,v) — a@v € U jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K, to U = (U, ®|u v, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowg
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V,
to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

Vur,ups €U YaeK ui@uelUANa®u €U
lub réwnowaznie
Vu,ug €U Vo, € K (a@up) ®(BOuy) €U.
Dowdd. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z

faktu, ze U jest podgrupa grupy V. O
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Uwaga 6.1.7. Niech V' = (V,@®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie
U =V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami
niewta$ciwymi.

Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowdad. Jedli U jest podprzestrzenia liniowa, to Yuj,us € U Va € K wu; Guy € U A
a®@u; € U. W szezegolnosei —1 Qup = —uy € U oraz uy & (—uy) =0€ U. O

Whiosek 6.1.9. Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, zas U C V podzbiorem
V. e_sh/Oﬁl.L, to U nie Jest podprzestrzenlq liniowa przestrzeni V.

LO /}) ]? 2boioe ﬁﬁun\«/C\V
Przyktad 6.1.10. < o 3 k@ % 7 ,
i) V= (ROU, 4 R, é/o 1), WL{MCV\ PRI " mf*’@cfﬁ

V= : LO\A) — }Eb
U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciadglac oraz
iloczyn funkcji ciagtej przez liczbe jest funkcja ciggla.
) deg {  pk 16
i) V= (R[z], +R,), U={f €Rlz]: deg f — parzysty}

—— fl OKCprCC ! »

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = z* + 2? oraz g(z Wowczas { kﬂ € (./L/
(f—i—g)(m)—ﬂv‘3 Zatem f,ge U, ale f+g¢g ¢ U. ~
i) V = (R4,+,R ), U={(z,y,2,t) ER*: 20+ 2—3t =0 y—O}

IR AR AR = L (g2t ) m

U jest podprzestrzemad hmox@}‘/ SkOIlO z = 3t — 2x oraz y = 0, zatem dowolny element

u € U jest posta01 u = (20 aFQx,t). ezmy uy = (21,0,3t — 2x1,t1) € U, uy =
(1,0, 3ty — 2x2,t2) U oraz ¢ € R, wowczas
U + U = (.1’1 + $2‘3(t1 + tg) — 2(371 -+ .TQ),h + tg) elU
oraz auy = (axy, 0, 0(3t, — 2Z7), aty) = (azy, 0, 3at; — 2axy, aty) € U o —
iv) V= (R[z],+,R,:), U =R,[z] :={p € R[z] : degp < n}. J -
Przyjmujemy, ze deg0 = —o3. Wowczas U jest podprzestrzenig liniowa V. Z 0( f(i\\/\ \ﬁ(/I v

Podprzestrzenie wektorowe R? i R3

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0,0).
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6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektorow, baza i wymiar przestrzeni
liniowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a,...q,, € K,

V1,..., Uy, € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.2.1. i) Wektor aqv; + ... + apvy, € V nazywamy kombinacjg liniowq
wektorow v, ..., v, € V o wspoétczynnikach aq, ... a,, € K.

i) Jesli aqvg + ... + apvy, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy oy =0,...,q,, = 0.

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk ag,...ap € Kwy, oo, wp €W kGN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skonczonych uktadow

wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq liniowg zbioru W i oznaczamy symbolem
ling W lub krétko linWW.

Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}.
Czyli lin{wy, ..., wy,} ={oqwi + ... + apwy, : aq,...q, € K}. N At
?00\ RZ, .

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linlV
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)

podprzestrzen V' zawierajaca zbior W,

W€ Und a, Ve T
Whniosek 6.2.3. Jesliu = A1 +. ..+ v, dlapewnych vy, ...,v,, € VA, A\, € K
oraz A\; # 0, to wowczas li@ Va, ..., U} = linfulvg, ..., v}

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linWW, zas
podprzestrzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W.

Przyklad 6.2.5. Wersory i = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzen R2, bowiem dla
dowolnego @ = (uy, uy) € R? mamy @ = u,(1,0) + 1y (0, 1) = uzt + uyJ.
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