\

"@u

Przyktad 6.2.33. R? = (R? + R, -)
B} = (e1,€2)), gdzie e; = (1,0), e,
2

1,0 = (0, 1) to baza kanoniczna.
0) cs = (1,1) to inna baza R?.

gdzie ¢ =
201 —cp =2-(2,0) — (1,1) = (3,-1) Z
(__j [ —_— l
yA v
C2
2
St .
I 5 e T 2 3
......................... u
A
\/JONtﬁ%(/

Przyklad 6.2.34. R? = (R?, +,R, ")
Bi = (e1,€2)), gdzie e; = (1,0), e
C =|(c1,¢2)), gdzie ¢; = (1,1),¢0 = (0, — 1) to inna baza
= (1,—1) oraz u = |a,
W (1,-1) = agy + Bey =
~—Stad a=1, =2 oraz u =

€2+

>/
Yo
¥

2 = (0,1) to baza kanoniczna.

R2
‘yN(/\m”\’)(kﬂ ﬂnt} 3‘/.

N /\xo‘LM

(»c[-C P) (/ 4/ \/”/‘\/760
,/r; =<

ry o =17 o=
"/i ]

L -

64 61(?3 ) (L{J‘M)
Przyklad 6.2.35. R* = (R3 +,R,-), B =B} - ba kanomczna "
B = (b}, b, bs) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),b, = (=5,2,3),0, = (1,3,0)

Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne b w bazie kanonicznej.
Piszemy b] = (4,2, 1) zamiast 0] = [4, 2, 1]13;’;'

D\\Q\/\) 5&)
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Ponadto b = [1,0,0]s

Niech v = (—=3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [a, f3, ’}/]B/ tzn. v = ab| + b, + ~bs. Otrzymujemy . ARy

(23, 15, 7= «a(4,2,1) + f(—5,2,3) +7(1,3,0) = (4da — 58 + ,2@—1—25—1—37,@—%36)
| aczyC wspoOtrzedne «, 3, v, nalezy rozwigza¢ uktad rownai >~

-3
—| 15
7
1 30| 7 1 30 1 3 o] 7
wsowi, g 9 g 15 | 222l 4 03 1| 2200 16 —12| —4
4 =5 1] =3 | ™™ |0 —17 1|-31 0 —17 1|-31
1 3 0] 7 13 0 7 )
bwa f g 1 11| 35 | el 11 | o35 | B
TR0 16 —12 | —4 0 0 —188| —564
13 0|7 100|1
1135 | 221, 1 g 1 02| 222 101 0/2] = v=[23g
00 1/3 00 13 -

- Stara fazn
Niech V' bedzie przestrzenig liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),...,1),) jej dwiema
bazami. Woéwczas istnieja skalary o,; € K, 4, j € {1, 2,...,n} takie, ze

_ _ no
b, =< on1by + corby + ... + by “4 bara

b/2 = Oélgbl + Odggbg + ...+ Odngbn

b;L M—f— Oégnbg + ...+ O‘nnbu
Definicja 6.2.36. Macierz P € M, (K) postaci

nazywamy macierzq przejscia od bazy Bado bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Pg_.z.

Macierz przejscia Ps_p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’
sa liniowo niezalezne.

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, za$ B = (by,...,b,) oraz B = (b}, ..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_.5.

Twierdzenie 6.2.37. Niech v € V, v = [z1,..., 2,5 = [2],..., 2 ]g. Wowczas X =
/
1 z,l SL&,rﬂt
x x »
PX gdre X =| 2|, x =] "2 batn o=
: : a1V
Tn, x,

N;\ﬁj& [y — ¥



Zmiana bazy

Bx=(e1,e2) » B=(b1,b2)
P=Ps%_8
yA yA
.V= (Vx,Vy) V= [G, B] B
SN lAt \ UC T
A N
v A
ez
] g -
Przyklad 6.2.35 - ciag dalszy
R? = (R* +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b, ,,b;) inna baza, gdzie b] = (4,2, 1),bgw: (1,3,0)
— -

Wyznaczymy Wspoh"zegdne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

—5 1
P=Pg_p = X' =Pix =2
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P~'= & | =3 1 10 | i obliczamy
-4 17 -—18
9 -3 17 -3 1
X=+]1-3 1 10 15 =1]2
—4 17 —-18 7 3

~ LFERLE) = deg (f) S2Y-

d\6.2.38. Rozwazmy przestrzen Ry[x| oraz jej dwie bazy (

= [, Br,mls = an(1+2) + Br(z+2?) + (1 +2?)
=
ap+y =1
Stad ¢ a1+ 1 =0 i ostatecznie ay = %, b= —=
Bi+1=0 - Ab,vO. (01/*@(73
bLatwo zauwazy¢, ze 1 4+ = = |, B2, 72)p = [1.0.0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1 + = +

9

DO [0 | Do |+




Twierdzenie 6.2.39. Niech V' bedzie przestrzenia B
liniowa skoriczenie wymiarowa, zas$ B, 5’, B” jej ba- n

wa St y a jej PBkyv ‘E@WWO%
zami. Wowczas

-1
i) Pp_p= (PB—>B’) ; B! ‘

ii) Pg_p - Pg—pr = Pp_pr.

Uwaga 6.2.40. W przypadku przestrzeni R", gdy

baza poczatkowa to baza kanoniczna Bj, tatwo /7 B
wypisa¢ macierze przejscia do nowych baz Ppp.p ¢
oraz Pgp_.p. Wypisanie macierzy Pg_.p wymaga ra- \&)N : Q ,\
nkéw. Na mocy twierdzenia 6.2.39 otrzymujemy /R ; | o ) \5“
Pgn .. WA~ 6 7 % — 7 ‘_‘% ““
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ...........

, A/

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe V

7

v — LF(W‘) = L~ (Dlulel

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wlasnosci

Niech V.= (V,+, K,-) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad

tym samym cialem K. B
Y Y Nad X9 Sgamym gl ¢
Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V — W spelniajace warunki dodam s Al ot L)
i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' o(u }iv) = o(u) ® o(v)

dvod (N7 ) \/
ii) wlasnosé¢ jednorodnosci Vo € V. Va € K <p(£oz '1\)?; a® p(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wéwcezas nastepujace warunki sa réwnowazne.
i) ¢ jest liniowe yorornagie Uatowrs
B A~
i) VuyveV Vo, € K pla-u+p-v)=a®p(u)® L6 ¢)

i) Yoy,...,v, €V Vay,...,a, € K
olag v+ ...+ a,-v) =010 p() B ... 0 a, ®p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy Ly (V, W)
lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+, K, ) oraz W = (W, +, K, -), to znaczy uzy-
wamy tych samych symboli dla dziatlann w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.

Przyklad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe? ,<k — 01[@60\

1) o : R — R, ¢p(x) = ax, gdzie a € R ustalone
Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, x1, 2o € R mamy

olaz) = a(ax) = alar) = ap(z) oraz
o(x1 + x2) = a(x1 + 12) = axy + axe = (1) + @(22).
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1

v 2) p:R =R, p(r) =ax +b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(14+1)=p(2) =2a+b# ¢(1) +¢(1) = (a+b) + (a + b) = 2a + 20.

3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz ¢(z,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych o € R, (z,y), (x1,v1), (T2, y2) € R?

¢ (a(z,y)) = plaz, ay) = (az, —ay) = a(z, —y) = ap(z, y) oraz
PRI (w2.90)) = 0l + 0,11+ 92) = (24 + 2, 01 4 ) = (1 + 22,33 — 9) =
1, ) 2) = Qp(xl7y1)+90<m27y2)' /
Odwzorowanie jest liniower————

4) R = R? o(z,y,2) = (r —y+ 2,2y + 2

\W Odwzorowanie nie jest liniowe. (-A ‘2 )= /1 -&fﬁ ”2’/'2/ +5 7
L=op(a(z,y,z )) = plar,ay,az) = (ax —ay + az,2ay + az + L=
/R\J\) P=ap(r,y,2z)=alr —z+22y+2+1) = (ax—ay+az2ay+azy(2 Xj

«\’) Na ogot L # P. Mozemy podac kontrprzyklad

@(5-(1,0,0)) =¢(5,0,0) :;) £5-0(1,0,0)=5-(1,1) = (5%

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R? — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a,b, c,d, e, f,g,h,j €
R takie, ze ¢(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, gz + hy + jz).

Przyktad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[r] — R;[z], dane wzorem
o(p)(x) = (3 — z)p"(x) + 4p/(x), dla dowolnego p € Ky |z], jest liniowe?
' <

-

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy

e(p+a)(7) = (3=2) (p+0)" (@) +4(p+0)' (@) = 3=2) (o (1) +¢"(2) ) +4(p' @)+ () ) =
o

(=2 (2) + /(@) + (3 = 2)"(2) + 44'(2)) = $(p)(x) + $la)(2),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + »(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy

plap)(z) = B—x)(ap)"(z) +4(ap)'(z) = B—z)a-p'(z) +4a-p'(z) = a- ((3 —x)p’(z) +
4p’(x)) = a - ¢(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem p(ap) = ap(p).

Niech V.= (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).
Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas

i) »(0y) = Oy,
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i) Yo € Vp(—v) = —p(v).

Dowdd. 1) Poniewaz Oy + ¢(z) = ¢(z) = p(x +0y) = p(x) + ¢(0y), zatem ¢(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0 ) = p(v—2) = ¢(v) +¢(—v). Stad

p(—v) = —p(v). O
Wnhiosek 7.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli p(0y) # O, to ¢ nie jest liniowe.
Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 7.1.7 i) na mocy prawa kontrapozycji. O

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem

fwo. ()\/\4\0 — L) %ZO

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,
\ ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,
. iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,
\—

iv) endomorfizmem, jesli V =W,
VaVas

) |
v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja, N . M 2] | i L‘
| Q N \ i "7<M('¥ I\Z& )

vi) formg liniowgq, jesli W = K.
TR T e

Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektorow. Wowcezas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe
p € LIV, W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w petni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okreéli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni

- . b= U5 < )

Przyklad 7.1.13. Podaj wzor odwzorowania liniowego ¢, jgéli \Q?«UQ —
oy 7 = o RSN
RO o Rale] w Rl o 4 0) =62 410, pleml)=4, p@o=8 .
A W przestrzeni [z] baza standardowsa jest B = (1, z,z?). Mamy \ AN ~Zé O
g —
o\WZ Z6ac+10 O 40
c=5
s —g, pla) ~4=0. p(a?) =62+ 10~ o(x) = 6 + 6. _
\QC\’\ 09\ — -_— b =

Dowolny p € Ryx] jest postaci \g(:c) = az? + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
gp(ax2+bxf\(:7_:’67g0(x2)+b () +ecp(l)=a-(6z+6)+b-4+c-0=\6ax + 6a + 4b.
k/) L f——J )
N
VnaiaC FC \Wﬂ —2 Uit WAV \\Q

Lg
;o
N
Ea \
x ¥
= &
L _——
=



7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech p € L(V, W). K‘f
Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jedrem odwzorowa-

nia liniowego ¢ i oznaczamy Kerep. Oﬂ“@lud) e (OL\/

ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {p(v) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imep lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kerp oraz Imgp
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imp. O

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Kery jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbior Imey jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

QJ\V\‘ O\,-/{/
\ Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)

i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y}, %df\s \ml/ Jw\,‘um\,\/(,

ii) @ jest surjekcja @\Img@j

Definicja 7.2.5. Jesli dim Imp < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania linio-
\ wego ¢ : V — W i oznaczamy r(p) lub rank(y).

» Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatlem K. Niech ¢ € L(V, V).
Woéwcezas ohgm Jo

7"(90\>€+ d,i\m Kery ;‘ dim V. % \/ — | ~J

N hully
Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, Wm'r\r\lggly dim Imp < dim V. lowtos v
Przyklad 7.2.8. % L g qL B

¢ :R* =R p(r,y,21) (/ 2t¢— @ ’l?

v
Wyznacz J@dro oraz obraz ¢, ich bazy i Wymlary Podaj wtasnosci .

ad? \Q W> 0(0) ty+z4+20=0 \ | ' Wl
/ p(@,y,2,1) = (0,0,0) < §—§+§+6t:o (X'Xl%)+ \ q/‘ \
r+y—z—4t=0

1 1 1 2]/o0 1 1 1 2]o
1 -1 1 6/0=22%1]10 -2 0 4|0 | == V
1 1 —1 —4lo] ™™ 0o 0 -2 =60

‘ ( . ) ‘ /\\%Ldy nit
pagl 9o R
7 y \ (z 16{/‘1) pVLr'[CW]/\(L/

(dim Iy 5



et N ‘%‘/Hﬁ

110 —1]0 100 —1]0 ) 2
010 —2[0|®™|010 20]|=4{Y" 67/24)
001 30 001 30 ng_& J(/)‘t[

-

o Kerp = {(t,2t,-3t,t), t €« R} =1in{(1,2,-3,1)}
\p\i\"ﬁ\ Uktad {(1,2,—3,1)} jest baza Kerp oraz dim Kerga‘: 1.
Zatem @ nie jest monomorfizmem. Ponadto , §m@y{ ‘[CU ﬁ“
- r(p) = dimR* — dim Kergp = 4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem. ’
0% oy Stad Imp = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. K\((L( \ / {ﬂw\n f(Wl L{

CYRRN

L1, +y(1,—-1,1) + 2(1, I, =1y F (2,6, —4)

‘NMW\S}O(%Z/,ZJ) = 'CL.( ) 4y 3
\ﬁ‘« : (11
\ Imep = lin{(1,1,1), (1, —-1,1), (3;1,=1), (2,6, —4)}
1 1 1 171 1
1 -1 1 0 -2 0 .
"Iy o1 1T 0 o2 =3 = Imy =lin{(1,1,1), (0, —2,0), (0,0, —-2)}
2 6 —4 046 |

Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep.
Imp CR3 A dimImp = 3 = dimR3 = Imp = R3.

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wy-
miarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L£(V, W) bedzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V
tworza uktad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(vq), ..., o(v,) € W réwniez tworza
uktad liniowo niezalezny.

Whniosek 7.2.10. Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wy-
miarowymi nad cialem K takimi, ze dimV = dimW = n. Niech ¢ € L(V,W) be-
dzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V tworza baze przestrzeni V. Wéwcezas wektory
o(v1),...,¢(v,) € W tworza baze przestrzeni W.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych
Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami
+: LV,IW) x L(V,W) — L(V,W), - Kx LV, W)— LV, W)
f

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = a - f(x),
jest przestrzenig liniowa nad ciatem K. i o
=V =

Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas g o f €
LU, W). o
( ) Z@O o odht - Wn. \’(/ﬁr wdwt .
11 £ 4 . .o . _1
ii) Jesli f € L(V, W) jest bijekcja, to f~1 € LIW,U). odut 0 dohne Lo,

| Lo o
Oznaczmy przez Autg (V) ={f € Lx(V,V): f —bijekcja} zbioér wszystkich automor . Malow ¢

zmoéw przestrzeni liniowej V.
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Wnhniosek 7.3.3. Zbior Autk (V) wraz z dzialaniem skladania odwzorowan jest grupa
nieprzemienna.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 7.3.2 i). Sktada-
nia odwzorowan jest laczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe
idy. Elementem symetrycznym do f € Autx (V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia

7.3.21) f € Autg(V). O

Grupa Aut (V') bywa tez oznaczana symbolem G L(V') i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R? — R3, dane wzorem
o(x1, T2, 3) = (11 + To + T3, To + T3, T1 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

olrm\/ = pry olrrm =
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By = (bl, ..., by) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni Vi

W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie linfowe ¢ : V — W. _L N
t? Nl %LL ) ﬁ

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjq macierzowg) odwzorowania szoweg _/ C v
bazach By, By nazywamy macierz A € M,,,(K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne
~wektorow @(b7), ..., ¢(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, Bw).

Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R? — R?, { ¢(z,y,2) =

(3x,2y + z),/gdy rozwazamy N ) - W/ &
Lo 2y sy o G (han)e (B 7T (0 F)
a) w R? i R? bazy kanoniczne

AN
en b0l er e, OV 0
£(1,0,0) = (3.0), £(0,1,0) = (0,2), PO.0D =01, M) - LiEat

CERE
300 v 30 ]
(%\ b) bazy B = (by = (1,2 0. = <1,1»1),63=(0,0,1))7C=(c1=(1,2>,c2=<0,1))
SCHANE

= (3,4) = [ou, Bilc, (3,4) = azcq + 61652 (a1,2a(1 ‘1)' 51){ @
3 1 2 @ bl )
(b2) = p(1,1,1) = (3,3) = [ax)fo]g, | (3,3) = Baa |= (i, 200 + f2)
’ kf Ay @ @;@}LQ_ =3, p(b2) = [3, =3¢
0,0,1)

= (0,1) = [a3, B5e, (0,1) = ager + fsca = (ag, 2a3 + Fs)
= a3 =0,03 =1, ¢(bs) =1[0,1]c

! |

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wy-
S
boru baz. e

79



L1

_ O

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R" — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,«,(R) taka, ze

X1

xXr
W wn) €RY plar,. . a) = A |

Wowczas A = M, (B, BY).

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V oraz W nad R takie, ze dimV =n
oraz dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, C baza przestrzeni W.

odwzorowanie liniowe

¢
\Y > W

d\(‘(\{\\[ W, vV b— W:(P(V)

A = M,(By, By")

ol oy A= oy

n m ‘ -
R > R R 4T
[V1,V2,...,VnJle F———— [W1,W2,...,Wn]c  hemn BAOD
z}?it/goaﬂ\/’ lﬂ Zmn//qu
° \ 0 ol CZ&h
Przyklad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — M(C), f(az + .
2+i 1 - =¢
. i
B) = gdzie A = [ 3 4

; ], wzgledem baz standardowych\danych prze-
strzeni (Cy]z], +, C, -) oraz (M(C),+,C,-). \

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + 5.
Rozwazamy baze B = (1, z) przestrzeni Cy[z]| oraz baz¢ C = (EH,Elg,Egl,Egg) prze-

9 ehéeamn .

qjo ro N acwy 'Z>< 9)

z @

strzeni My (C). : 0} /l Ly s 060 ten 2., , dleY\ (r L‘Z) _ L

JA)=0-A+1- == | [1001 §:@¥j
flz)=1-A4+0-Ihb=A=[2+1i,1,3,4— ]

-

dmC Cy[2] = 2, dimc MQ((C) =4, = M;(B,C) € Myy»(C), M;(B,C) =

)Q 0\\/0 Xy&o L@0>
ﬁi L X %MVM@S

R




Twierdzenie 7.4.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, o ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.

Niech p € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw ) Oznaczmy

I Y1

X Yy
x=|"71, v=| "7/,

T Ym

gdzie v = [zq, ..., 2,]p,, w = [y1, ... Woéwezas

—_—

» Ym B~

/\

\0\'\’0\ Uwaga 7.4.7. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach)i Macierz odwzorowania liniowego ¢ w
pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badac¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 7.4.8. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz

By, Byy. Ponadto rank(y) = rankA. ' ¥ Anl L ) = Omm 3”\'\ (LF)

Whniosek 7.4.9. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.6. Wowczas

B\,\\'\C\I\U\\W i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m, OM(W‘V = on dvov = [W
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n. OU Do M - oo, W
oM \€ =
Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy *“7 Jom 4= SN

Obhcz ©(1,2,3) Jdwoma sposobami, za pomoca macierzy M, ,(B}, B}) oraz za pomoca
M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

ba) Mnon\'mf{é 00 ~ o 0-C ka7 3 3 0 | |
i 3 2\ — — “‘ /< Y/ﬁ
1
3 00 !
[Tl
5 0 21
Sprawdzenie gp(l, 2,3) =

12245 )
W
\ ) _ - |
o Ty —(3,7) . - ﬁ/)
U r&?Dodatkowo zauwazmy, ze WA (A ) = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem. —
\J\\D Ponadto dim Kerp = 3 2 =1, wiec mrﬁzmem
o Swmo

Y 3 dioen fan k= o (A
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatém K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech a € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(Byv,Bw),
B = My(By, Bw).
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Twierdzenie 7.4.10. Przy powyzszych zatozeniach

A+ B = Mi ,(By,Bw) oraz aA= M. (Bv,Bw).
g (O 1AAO A

Twierdzenie 7.4.11. Jesli dimV = dim W, to wowczas nastepujace warunki sg réwno-

wazne. ) : 1
b \(No\\(/\/ f\\ Nﬂ/cﬁfoﬂ”w\c\ Vo= J

i) f jest izomorfizmem

xS
i) Kerf ={0y} U0 C\"O\Ob ({(O”Zno»\,a({ \v( SRSt Iy

)
i)
iii) Imf =W Sl oo
| (i = dimn | = oc(n)e Ogmjmw oy
QQL@/C
)

iv 7"( ) =dimV

A%

det O/ 1% M
Whiosek 7.4.12. Nlech f € L(V,W) bedzie izomorfizmem oraz mech A=M f(BV, By ).
Wowczas A(1 (BW, By).

Twierdzenie 7.4.13. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymia-
rowymi nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f €
LU, V), ge LV,W)oraz A= M¢(By,By), B= M,(By,Bw). Wowczas

Fgﬁ%z Mos(Bu, Bw). @0 t@ Oy

e

Przyklad 7.4.14. Dane sa odwzorowania liniowe
[iRY =R f(x,y,2) = (x —y+ 2,2y + 2), =
giRgﬁRQag(va/,Z):($—327$+y)7 (
h:R*— R% hz,y) =2z +y,z—1y). ({yﬂ
Za unku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania ‘
o =2h"toh to(f+g)fi oblicz ©(1,2,3).
3 2 3 132 I =11
fRP—>R = Mf = Mf(Bk,Bk>EM2x3(R>, Mf: 0 9 1 /ﬁ ﬂ\/
B
10 -3 ¢
g:R* > R?* = M, := M,(B},B}) € Mays(R), M, = [ 11 0 ] /K M T /)‘2/1

\_)
My y = My, o(B}, B) € Mays(R), My, L 2l
pats=ms 1 3 1 3

Czy h jest odwracalne?
BiR? R = My My(ELBD € M), My | )
detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne

A{h} = thl (Bz,Bz) S MQ(R>7 Mh*1 : %

0 :R? =R = M, := M, (B} B2) € Mys(R),
1 1]f1r 1][2 -1 =2 3 =5 =5
_ o2 —2 =3
M¢_2Mh1Mf+g_9|:1 _2:||:1 _2:||:1 3 1:| 9|:3 16 7:|

M
X\/\ 89 o Qr(ﬁ
N\




x
3x — by — bz
Mo |y :5{3x+16y—7z];‘W(f‘?’y’z):<§f—§y—§z>§$+%y—%2>
z
©(1,2,3) =?
T 1
3 =5 =5 —22
2 _ 2 /44
§|:3 16 7:| 2 _§|: 56:| :><)0(11273)_(_§>%)
3 YV ad e N

Uwaga 7.4.15. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skonczenie wymiarowa, zas B oraz
B' jej dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia Pg g jest reprezentacja macierz
odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przesty’@
_ —
owczas = ?
L p D

bz B T g

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B' = (V},....,0,).

ld(bll) = bll = allbl —+ ...+ anlbl
AL /
, skad Ps_p = Miq(B', B).

e U

7.5 Zmiana baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W bedg przestrzeniami liniowymi skoiiczenie wymiaro-
wymi nad ciatem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V' i W. Rozwazmy nowe
bazy ?.,Z’ W oraz odwzorowanie liniowe ¢ :V — W.Niech P = P, 5, Q = Py 5y,
oraz A = M,(Byv,Bw), A" = M,(Bi,, By,). Wowczas S

A =Q'AP.

Dowdd. Poniewaz X = PX'| Y =QY', AX =Y, AX' =Y/ zatem QY =Y = AX =
Ul

APX' = Y' = (Q 'AP)X'.

(V,Bv)

idv | P

-

(V,B'v)

Przyklad 7.4.2 raz jeszcze
Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
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Wyznaczymy macierz ¢ : R® — R?  o(r,y,2) = (3z,2y
= (()

(1,2,0), by = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (1

I
<

300 ,

[

P= &wa2“ O,Q%%C[

\31{3“]{ :

A'=Q AP =
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L< ART—=1IRE (Wnivy U

Przyklad 7.5.2. Endomorfizmy przestrzeni R?
Ay |

@1(e2)=e2 @2(e2)=2e>

(0.0) ¢1(e1)=e1 0.0)

@2(e1)=e1
identycznosé 10 rozciaganie 0
yCz 0 1 ze1ag 2

@s(e2)=e1te2

(0,0)

obrét (rotacja) o kat J [ (1] _01 } powinowactwo Scinajace (ang. shear) (1) 1 ]
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@7(er)=e2

@7(e2)=-e1te>

(0,0)

@s(er)=e1te2
>
X @s(e2)=-e1 X

. L . . 0 —1 . . e 1 -1
powinowactwo Scinajace 1 rotacja 1 1 rotacja 1 powlnowactwo Scinajgce 1 0

Po(e1)=2€2 @1o0(e1)=e2

(pg(eZ):'el (O’O) X (p10(e2)='2e1 (0’0) X
. . . 0 —1 . .o . 0 -2
rotacja 1 rozclgganie [ 2 0 } rozclgganie 1 rotacja [ 1 0 }

@11(e2)=0 M Pro(en)=e: X
E(Pn(V) S
WA-—X» (0,0)( X
" gu(er)=e1 P12(€2)=0
rzutowanie (projekcja) [ (1) 8 } projekcja i rotacja [ (1) 8 ]

\ guobli=t

M e tn \aw\“

Czym jest powinowactwo $cinajace, dowiesz sie tutaj.
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7.6 Uwaga na temat rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
x1,...,T, 0 wspodtczynnikach z K.

ary +a12x2—|—...+a1nazn = b1

WLy = b ) )
2171 + A22T2 + . .. + A2, T > abie K ie{l,2,...,m},j€{1,2,...,n}
A1 T1 + maZo + ...+ Gy, = by,

Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest réwnowazny z réwnaniem macierzowym
AX = B.

_——
11 Q12 A1n A by
Q21 Q22 Q2p X2 by
A= ) X = B =
Ami Am2 - Omn Ty bm,
macierz kolumna kolumna
wspolczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych ) (\/

Przy ustalonych bazach przestrzeni K™, K™ macierz A jednoznacznie wyznacza odwzoro-

wanie liniowe @4 : K" — K™. Rozwiazywanie uktadu jednorodneg‘i = 0 polega na
N

wyznaczeniu jadra Kerp, odwzorowania ¢ 4.
Whniosek 7.6.1. Zbiér rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych @ a
strukture przestrzeni liniowej nad ciatem K. Jej wymiar jest rowny n — r(A)

W szczegolnosci wektor zerowy zawsze nalezy do zbioru rozwigzan uktadu jednorod-

nego. Ponadto suma rozwiazan uktadu jednorodnego jest rozwiazaniem tegoz uktadu jed-
norodnego.

Twierdzenie 7.6.2. Niech (z7,z%,...,2%) bedzie jednym z rozwiazan niesprzecznego

niejednorodnego uktadu réwnan liniowych/AX = B. Wowczas zbidr wszystkich rozwigzan
, e — )
ukltadu AX = B ma postaé (P)%/O
{(x’{,xz, o)+ (72 ) ¢ (1,92, -+ -5 ) dowolne rozw. AX = 0}.

Po7u, /\\O‘tda /\ NN~ {;@\r\o/\
Przyklad 7.6.3. Rozwazmy raz jeszcze ukltad réwnan z przyktadu 4.4.2.

*

20 4+4y +9z -5t +6u = 13
r+2y+4z—4t4+2u = 5
3r+6y+7z—11t+2u = 18
dr +8y+ 192 — 16t + 11lu = 20
—sr—y+z2+3t+2u = -2

Jak juz wiemy, r(A) = r(U) = 3 < n = 5 1 jest to uktad nieoznaczony, posiada-
jacy nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od 2 parametréw. Rozwiazania sa postaci

87



r=1-2 0 Uy

Tt
" =3 ?i—: 8 . Réwnowaznie Wmo v
S P

(x, z,t,u) = 1M) (11 O,—3,0,3)+1—2,1,0,0,0)‘%_—7&(0,0,%,1,—§)t.

Dlaly=0it=0 %trzymmemy (11,0, -3,0, 3) jako jedno z rozwiazan rozwazanego uktadu.
ZbiorTozwig orespondujqcego uktadu jednorodnego jest przestrzenig liniowa wymiaru
2, za$ uktad wektorow {(—2,1,0,0,0), (0,0, ;, 1, —3} jest bazg tej przestrzeni. W m (o
b 1\\\0 A
ol \O(Wﬁ
?vx ANt
PO 6 T

Ao ALO
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech K =R lub K = C. %\/ﬁ\/

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) =
L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami doda-

wania odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wekto-

rowa wymiaru n?.

ii) Zbior End(V) = (End(V),+,0) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzo-
rowan ma strukture pier§cienia nieprzemiennego.

iii) Ve e R Vf,g€ End(V) «a-(fog)=(a-flog=fo(a-g) D =)
L Lk

T

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy mezmienﬁczq wzgle-
dem endomorfizmu ¢ € End(V) lub krotko p-niezmienniczq, jezeli -

3 o(U)CU, tzn. YueUp(u)eU.
=— gty o
Przyktad 8.1.3. 1) Niech V =R3 U = {(0,0,t) e R®: t € R}, o(,9,2) = (—y, z, 2)
~ ~
Z o 0 0% g
Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat £ wokol osi Qz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest ¢-niezmiennicza.

2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = Keryp

Niech u € U, wowczas p(u) = 0y. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza.

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych %

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy
o(U) C V. Gdy U jest ¢-niezmiennicza mamy o(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U,

% %M A

= ) D
e ( ok
9 XY 1N e 'kxe(jzbz




\/ Sa T J
v 3 Va0
czyli ply € End(U). \/ ) Q/t O(\,\A/t M -~y K.Q ((U) < (/(
Jesli istnieje wlasciwa ppdprzestrzeﬁ niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej /Q

bazie macierz A operatora

s wa prostsza postaé. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., k) < V_)’QKB vrL -
przestrzeni U i uzupelniai

do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dla i =
1,2,..., kwynika, ze A =
M —gyxi- Ponadto Ay to maci¢rz ¢|y : U — U.

Niech K = R lub K = C.\Miech V' = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniows oraz ¢ €
End(V).

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze ¢(v) = Av. Kazdy taki wektor nazywamy
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wtasnych
i odpowiadajacych im wektorow wilasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(p) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wtasny odpowiada doktadnie jednej wartos$ci wlasne;j.

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V') istnieja A\, A2 € R oraz
v €V, v # 0y takie, ze p(v) = \jv = Agv. Wowcezas Oy = ¢(v) — p(v) = Mo — v =
(A1 — Ag)v. Poniewaz v # Oy, zatem Ay — Ay = 0, czyli Ay = Ag. O

Przykltad 8.1.6. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o$ Ox. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora ¢. Zauwazmy, ze ¢(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam
kierunek co v, tj. p(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje:

)N =1, pv) =0, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0)

2) A2 =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)

AY _ y
V=V ) A =(.0)

u=(0,uy) A .

. oWw=00 | |
X OI=(1:0) X

0(v)=(vx,0)
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