\/ B C’(\T/‘w\ U/VOJ

czyli |y € End(U). \/ > (U ol v =5 k@ (qy) < (/(

Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej ]Q _
bazie macierz A operatoral a prostsza posta¢. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., k) < V_))K“ vt -

przestrzeni U i uzupelniay a do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dla i =

1,2,..., kwynika, ze A =
M y—)xk- Ponadto A; to 1

Niech K = R lub K = C.\Miech V' = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz ¢ €
End(V). ~
4

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A E\K nazywamy warto$cig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje niezerowy!,wektor v € V' taki, ZeKaZdy taki wektor nazywamy
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wtasnych
i odpowiadajacych im wektorow witasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(p) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

e ——
Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wlasny odpowiada dokladnie jednej wartoséci wtasne;j.
T ———
Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ e=End(V) istnieja A,
4 0y takie, ze p(v) = \v = Agu. Wécp(v) — v @ \N\a?”\
Poniewaz v # Oy, zatem A\ — Ay = 0, czylixi= X, U \Q ,/q\,c\)
-

Przykltad 8.1.6. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem.prostokatnym na o$ Ox. Rozwaz
zagadnienie wilasne dla operatora . Zauwazmy, ze gdy ©(v) ma ten sam
kierunek co v, tj. ¢(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje:

)N =1, pv)=v,gdy v || Ox, czyli v = (v,,0)

2R =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyliv = (0,v,) %V)f /“ ID\
.—..-—; \Q\og\xzﬁ\‘/ \O\“}/):O‘(O\“ﬁ\ . &ek \{( ¢

Pt

Ev:(vx,vy) ) v=(.0) 5@7& (/0\ ’ A,
5 =0u) h o=

Q
: > ¢(u)=(0,0) ; -
o(V)=(v,0) * P(V)=(vx,0) X
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Przyklad 8.1.7. Niech g € End(R?) to powinowactwo osiowe dane wzorem
g(x,y) = (z + ky,y), gdzie k € R to ustalona stata.

9(z,y)=(z+ky,y)

powinowactwo osiowe

W wyniku dziatania przeksztalcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor
nie zmienia kierunku. Zotty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz
dhugosé zottego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on warto$ci wtasnej A = 1.

Przyktad 8.1.8. 1) Niech ¢ bedzie endomorfizmem plaszczyzny danym wzorem ¢ (v) = /\9
3v._Dowolny wektor jest wektorem witasnym ¢ odpowiadajacym wartosci wlasnej A = 3.

2) Niech ¢ bedzie rotacja na plaszczyZznie (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek ﬁ

zegara) o kat 7. Zatem ¢(z,y) = (—y, x). Nie istnieja niezerowe wektory, ktore w wyniku

rotacji zachowuja swoj kierunek. Brak zatem wektoréw wtasnych dla . Soee K{ - >
J 9344 Wi C ?

3) Niech V = COO(R,IR) oraz ¢ = L tzn. dla dowolnego f € V mamy ¢(f) = L =

f'. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wtasng operatoﬁ %.

:>I§totnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

g R =R, gr(z) =a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie-ga€ C*(R,R).
Ponadto ¢(gy)(z) ~a- (e*) % )\(a . M) Zatem g jest wektorem

wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad Spec(@) = R.

Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyktad w systemach rozpoznawania twarzy.
Wiecej informacji mozna znalezé tutaj lub tutaj.

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V|
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektorow wlasnych ¢.
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Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co od-
powiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizmoéw.

Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech
p € End(V), A € Spec(p). Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektorow wlasnyc

odpowiadajacych wartodci wlasnej A, uzupetniony o wektor zerowy{ Zatem . d "f"mﬂ
o N -
fﬂ N O\/ Ey={veV: o) =} TdYMMM WV EaR

\%\NY} N (\Y

Twierdzenie 8.1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

&\\Y\ ) ZblOI‘ E)\ jest podprzestrzenia ¢-niezmienniczg.

\Q (}\\()\\\ ma E/\ = Kergéézgdzie Y= —X-idy.

Deﬁnicja 8.1.10. Przestrzen wektorowa F\ nazywamy podprzestrzeniq wtasng endomor-
fizmu ¢, odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Uwaga 8.1.11. Na mocy uwagi 8.1.5 otrzymujemy \; # Ay = FE), NE), = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy badac jego restrykcje | B, € End(Ey,)
na podprzestrzenie niezmiennicze F),, gdzie A\; € Spec(yp).

Twierdzenie 8.1.12. Niech K =R lub K = C. Niech V = (V| +, K, -) bedzie przestrze-
nia liniowa oraz niech ¢ € End(V), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w
dowolnej ustalonej bazie przestrzeni V. Woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(p) S:\¢(/ (LD = g ?/V\a( da :Ga;(:;o:/z ?
ii) Ker(p —A-idy) # {0y}

o i) det(A— M) =0 3¢ \QQEV\O\N\ Xon. \{ V-V = m\r A

Whiosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V L /]\
~N

oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,29,...,2,]p jest wektorem “dm)(ouw
wtasnym endomorfizm iadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy /\
Ao nafiC o ) =2V et/
- . Nash \\7 \Q 2 (\3)7@ dﬂ\"/\“% d"“
\om [ (A-ADX =0, gdde X=| " |. \ >\
- d\w\w ‘ \ \N7
= o (A Nogasd Lo o\
oL AUV M) K

Twierdzenie 8.1.14. Wartosci wtasne endomorﬁzmu © € End(V) flie zaleza od wyboru %
. s . ’
bazy przestrzeni V. A \’p) — [{’O‘l\f\ d N(/(,W,\.L@ c\e (_( 7)4}91 W oL~ 4 la

' Definicja 8.1.15. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazy- {A-) J )‘“/‘7
()NW wamy wielomian x, € K[] postaci x,(t) = det(A — ¢/ ), gdzie A jest reprezentacja ma- tmk talw

cierzowa odwzorowania ¢ w pewnej bazZte przestrzeni V. Réwnanie y,(¢) = 0 nazywamy SAN g
rownaniem charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x, nazywamy oo /I

pierwiastkami charakterystycznymi odwzorowania .

_ Ao (555255 ) o
oo s [4) w0723 UAICH oy 1

dek (ao = dot (A2 5] = U =€ = O
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Uwaga 8.1.16. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu y,, nalezace do ciata K
L ]

to wartosci wtasne endomorfizmu . -

.

i) Na mocy twierdzenia 8.1.14 wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dimV = n, to wowczas deg x, = n.

Niech A € M, (K), gdzie K = R lub K = C. TA¢ Spro  DLA  MACREerT

Definicja 8.1.17. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wie-
lomian x4 € K]Jt| postaci xa(t) = det(A — ¢tI). Rownanie x4(t) = 0 nazywamy
rownaniem charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu y 4 nalezacy do ciata K nazywamy wartoscig wtasng
macierzy A. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem
Spec(A) i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (x1, s, ..., x,) € K™ speliajacy rownanie

T

Hp)
AX = )X, gdzie X = |,

Ty,

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Uwaga 8.1.18. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) (lub ¢ € End(C™))
sg identyezne—z wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R) (odpowiednio
A € M,(C)), bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej
przestrzeni R” (odpowiednio C").

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(yp).

Definicja 8.1.19. i) Krotnos¢ k) liczby A jako pierwiastka wielomianu charaktery-

stycznego x, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.
ii) Wymiar dim@odprzestrzeni wlasnej E\ nazywamy krotnosciqg geometryczng war-
tosci wlasnej X & C J
[N S o,

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo skta-
dajace sie z n roznych (a zatem prostych) wartosct wlasnych nazywamy widmem
prostym. ——

i\\,\n N\ o ne fUvone -
V\(' \’v\(, \'\,C d\(,m\?“ l (M

Twierdzenie 8.1.20. Niech p € End(V') , A € Spec(y) oraz niech A bedzie reprezentacja

macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

) 1< dimEy < ki, \' \on- }({\5%@\, \Q ((\§>
T mV"‘\CM\ 0

\M\v\v\oid Ko M\'W\(/‘V“( é \I/(O)W\Onl\(\ ahg th o~

gy



o\\(w\ww (om Jom
\ O,L_ﬂ_/\ %{A Hu. ongdn €

ii) dim F\ = dim V' — rank(A — \I).
N —

Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(yp), to istnieje v € V|, v # 0Oy taki, ze v € E), zatem
1 < dim E). Rozumowanie uzasadniajace, ze dim F\ < kj mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz F) = Ker(p — A - idy), zatem

dim £y =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V' — rank(A — A\I). O

= (7\ L, &« Wr. Geo o .
5 BY)
grxns %Lw
(\90“%\%/ " 1— t
¥ xal(t) = —t[ )2 —t)(=1—1)
a\‘}\ —2 —2 1 —t W,Mom
\ Spec( ) = {)\1 = 1 A2 =2, A3 = —1} ki = k‘ widmo proste

O

> 0
0

-2 =20 z 0
%\&ﬂ 204+2y =0
& 3y =0 = x=9y=0,2€R \0 Witol n R nonv)
—2x—2y =0 T~ o Ma L= -4 ' -
METODA I a) =0

Przyklad 8.1.21. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu

_ 7
—, SF:(&(¢’

odprze-

p € End(R%), ¢(a,y,2) = (v +2y,2y, —20 — 2y — 2).

Okresdl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory whasne
strzenie wlasne i wymiary tych odprzestrzem 2

dr\O\»uwoM
2 20 T 0
0 30|lyl=1]0

Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sg postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z € R} =1in{(0,0,1)} oraz dimE_; =

METODA II: —

Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.20 ii), mozemy obliczy¢
dmFE_; =dmR* —r(A+1)=3—7r 0| =3-2=1
METODA III:

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.20 i) mamy
1 <dim E), < k3 =1, zatem dim £, = 1.
M —g

Analogicznie wyznaczamy FE), oraz E,,. Z gory wiemy, ze dim E), = dim E), =1

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad
cialem K. Niech A € M,(K), A\ € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie wek-
torem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej \. Wowcezas prawdziwe sg nastepujace
stwierdzenia.
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i) \¥ € Spec(A¥) dla kazdego k € N,k > 2, oraz v jest wektorem wtasnym odpowia-
dajacym AF.

ii) c-A € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajacym
c- A

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest meosobhwa oraz A # 0, to € Spec(A™1) oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym < 3

v) Spec(A) = Spec(AT)
vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

Twierdzenie 8.1.23. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad
cialem C. Niech A € M,(C), Spec(A) = {1, ..., \,}. Wowczas

— ——————
i) det(A) = xa(0) = A1 -...- Ay
—— "

ii) Jesli A € Spec(A), ale wielomian charakterystyczny ya macierzy A ma wspotezyn-
niki rzeczywiste, to A € Spec(A). Ponadto wektor w = (wy,...,w,) € V taki, ze
W; = v; jest wektorem wlasnym odpowiadajacym .

iii) tr(A) =\ +. rthe Ao

/% Sv\/wx M eomebos A "

iv) r(A) jest suma krotnosm niezerowych wartosci wtasnych.
n——\

bvviovo rnicd
8.2 Diagonalizacja dﬂﬁﬁ Vm = AN 0 ro N

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace C [N ZA)
ré7nym wartosciom wlasnym sg-Hiiowo niezalezne.

a—— T
Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista (zesplona) przestrzenia liniowa n-wymiarowa

oraz niech v € End(V).
4 e J \Cclf\ow:o*v"

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p ) {A1y ..., An}, to wektory whasne vy, . .., v, gdzie
v; odpowiada \;, dla 7 € {1,2,...,n}, tworzad baze przestrzeni V.

R

ii) Jesli wektory wlasne vy, ... v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
roznym wartodciom wlasnym) tworza baze przestrzeni V' oraz ¢(v;) = A\wv;, dla
i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalng

OW@O,\M””@ ;:: L B (v Ve o u,)

) "
\J\ 95 K{(“ﬁ) y/?\k\yﬁ . 0V
q Q\?A\ wne b , //72(“8‘;;1:0 ‘ to}
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Qiii) (Twierdzenie spektralne) Jesli Wielorq{ian charakterystyczny x,, rozklada si¢ na czyn- ol i
V]

zespolonej przestrzeni liniowej ma wektory wtasng.

niki liniowe Wenosc gtk . A ns€ © 70 L at
o= (E—=2A)BE—= ). (= \)k, ?,\(//u\m | \/
- — n
(tzn. \; # A;, gdy @ # j oraz ky + ko + ...+ k, = n))i ponadto]ki = dimEAia dla m//dl"‘“
i€{1,2...,p}, to wowczas istm}omna 7 WCKTOTOW ych

endomorfizmu . —

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy ist-
nieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diago-
nalna.

Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektoréw wtasnych . Doktadniej moéwiac,
m@;’m n, jest diagonalizowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian

charakterystyczny ma _n pierwiastkow w ciele K (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej

wartosci wlasnej mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektordw wlasnych, ile wynosi léf ﬂww

krotnosé¢ tej wartosci ej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego. \ /

0 1 |
Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B2, B;) = [ _ ] € My(R). e o
(A,m)t;{o 2O ¢ 10 J
al)=| L |=£41£0 T

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem

Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw wtasnych ¢. i _
TR Wi e e ke e TR0t Y wove . M bc*/“z#
Uwaga 8.2.6. 7 zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze kazdy operator liniowy na

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.7. Mowimy, ze macierze A, B € M,,(K) sq¢ podobne, jezeti

nieosobliwa C' € GL,,(K) taka, Z OFL“-(T e
——— T

Twierdzenie 8.2.8 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa

podobne, to wowczas A-/ V\\( (&\&y ?{/?%ﬂﬁ/
A\’/VW (33 plv AT

Jezeli p € End(V'), to dla dowolnych baz B, B przestrzeni V macierze M, (B, B), M (B', B')
sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobieristwa jest macierza Pg_. 5 zmiany bazy
przestrzeni V.

ii) detA = detB

iii) tr(A) = tr(B)
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Definicja 8.2.9. Mamerz A € M,(K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna
do macierzy diagonalnej, tzn. 1stn1eJe macierz nieosobliwa P € G L, (K) taka, ze macierz
\D:kalAP jest diagonalna. Mowimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Wnhiosek 8.2.10. Macierz A € M,,(K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni K" ztozona z wektoréw wlasnych A.

7 uwagi na zwigzek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Uwaga 8.2.11. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z baza kanoniczna B. Niech ¢ €
End(V') bedzie diagonalizowalny oraz niech B’ bedzie baza przestrzeni V' ztozona z wekto-
row wlasnych ¢. Oznaczmy A = M, (B, By), D = M, (B',B’) oraz P = Pg,_.pr. Wowczas

?‘?C

bara
WO boroV
L\'\Tﬁ) nj ™

A= PDPL. houdh \%‘1‘*
Ve A} w X L.,)b b\.aw‘\j‘,\ ¢
&

/( o S ba. (
przejcie od bazy przejcie od bazy
‘L wektoréw W+aspych ' kanonicznej do bazy ' B
0 do bazy kaminlcznej wektorow wiasnych 39 oba
& > macierz diagonalna
\\l \ \l v Kazda Wsp(girzedna wektora \4 ?/’ >< M boc !
‘ ‘ /R P-1X jest mnozona przez statg X 0
(bedgca wartoscig wtasna). N oY

(t Zmiana kazdej wspotrzednej zalezy tylko od \P Ao
K\‘ 3\'0 niej samej, a nie od innych wspétrzednych.

2 =3

Przyklad 8.2.12. Czy A = [ 11

] € Ms(R) jest diagonalizowalna?
2—t =3

xa(t) = 1 1_t‘:(Q—t)(l—t)+3:t2—3t+57é0, DCO

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem N ‘ ) :
Spec(A) = & 1 macierz rzeczywista A nie jest diagomatizowatrra:

2 =3
1 1

Przyklad 8.2.13. Czy A = [ ] € M, (C) jest diagonalizowalna?

xal(t) = | 1—3 =2-t)1—-t)+3=1t>*—-3t+5.
Wielomian charakterystyczny to wielomian zespolony o wspétczynnikach rzeczywistych.
Posiada zatem dwa sprzezone pierwiastki zespolone.

Mamy x4(t) = (t — Sf\Z/ﬁi)@ — 3+\2/ﬁi), Macierz zespolona A jest‘diﬁg_(mylihomalua_

2—t -3 ‘

Przyklad 8.2.14. Czy ¢ € End(]R?’) taki, ze 4 (LLl) = (=1,-1,-1), ¢(0,1,1) =
— (0,1,1), ¢(0,0,1) = (0,0,2) jest diagoratize®
= QLY 00 ~40/0,1 TUDE -1 (aan)
Gura (8 \/1 n
oA/

/3$C(0< = - ny = e Sl bo /

A= (M) s (00 1) evm=(0,9) Nidno ?eosT



Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wtasne
)\1 = _17U1 = (17 17 1)7 )‘2 = 17U1 = (07 17 1)7 )\3 = 27U1 = (0707 1)
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny.

Przyktad 8.2.15. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem
o(x,y,z) = (3x + 82,3z — ﬁ)+ 6z, —2x — 5z) jest diagonalizowalny?

gW b
A=M, B,?;,BB) 16
AL
—1—t 6

—2 0 —5—t
=—(1+t)(1+2t+t*) =—(1+1¢)>
Spec(p) = {\ =L} b =3 q < L /1
Ex =FE_ 1={v=(z,y,2): (A+1) N ¢
i [\glmd} ) €, 3

dmE_, =3-1A+)=3-r| 3 0 6 |=3-1 ky = 3.

]
dhm 1 R7 - diere o %Mj -2 0 -4
Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektorow

wlasnych ¢. ()

> b\
Przyklad 8.2.16. Wyznacz wszystkie Wartoé(?evs}asn %(;omorﬁzmu f 1 okredl ich krot-
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar_tychze dJ
podprzestrzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow WI&SHYCE te

macierz D endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
— —_—

ahy ol Yue  f € End(My(R)), f(A)=A+ AT
c > yYcEunidtat

10 0 1 0 0 0 0
B:(E11:|:O 0:|,Eg: 0 0:| E21 |:1 O:|,E22:|:O 1:|) bazaMg(]R)

1 1 0] 2 0] _ ~
f(Ell): _0 O_+_O 0_ = _0 O_ - L//Z\/;OL 0’0)5} ‘/264/14/0\640//0@P1]-
011 [oo] [o 1] i
f(Ep) = oolTl1 017110
0 01t fo 1790 N
f(@.:10+OO:<10);L'0\/I|/)L0)&
:0 O: :O O: P —
FE2) =\ 1| Tg 1|70 2
) T2 0007
0110 , 12\ =
A=MyB.B)=1 o 11110 Cﬂ\(W\ \/\9\“?‘) b\
0 0l0/2
\&(\(CM> S
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1=t \ 1—t 1
Xp(t) = det(A—tI) = (2—1)| 1 2-0 " 1_t’=(2—
00
62 ((1—1)* = Y= (2 — t)*( i
Spgc(f)z 2 = 2}, @ =3, dim(Ey = 11 1 < dim E; <3 ’%CLJ(MLJMH@\’\(
Ey, =Ey = ={B e My(R): B+ B" =0} dwoo\o \
(7\/0K Niech B = [CCL Z],gdziea,b,c,deR.
%)=0-b b 00
B+BT =0« | P14 % =
BRI

0 b 0 b
ZatemB—{_b O]OraZEO—{|:_b O}'

o B\, = Ey=Ker(f —2-idm,mw)) = {B € M>(R) :

y\“\%ﬂ’" _ { o } — labc. dlg, Ones = [0,0,0, 005

0
0
0
0

l,s\\fm\\/) ‘\m/\\“o wl i nie D P/ %\?

Przykla(\i/\rg 2.17. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem @(x,y) = (4o +2y,y — x).

N Mozemy wyliczy¢ Spec(p) = {A\; = 2, Ao = 3}.
Widmo jest proste, zatem ¢ jemm )
Uktad CJ;’?W—l),EQ = (2,—1)) jest baza wektorow wlasnych. 0(//“/1""&”
4 2 1 2

20
. -1 -1 =2 b_‘7»P/ﬁP
Obliczamy P~ = Fe 2 = 1 1 | oraz

e e e P R e it
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o= 3 353 [ 23]

: o(en)=[-2,3]c o vlosl-[iH )

przeksztatcenie wspotrzednych /2’ L \v

pierwsza wspotrzedna x2
druga wspoétrzedna x3

e1=(1,0)=-ci+co=[-1,1]c od bazy standardowej
do bazy wektoréw wiasnych —
©(e2)=[-4,3]c
= = R B
C1 4 _} 1
-1
JUUTORER . R DP /

przeksztatcenie wspotrzednych
. ' od bazy wektoréw wiasnych
4 ' N + do bazy standardowej

¢(e2)=(2,1)

= '

>
F> 1
D 4
T 1
.

T ¢(e1)=(4,-1)

8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie wartosci ztozenia endomorfizmu

Wniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne vy ..., v,

odpowiadajace wartosciom wlasnym Aq, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl e ,vn) przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N
A0 0 ... 0

0 X 0 ... 0
M, (B,B) = PD'P~', gdzsie P=Ps.c. D=| . =

0 0 W

Dowadd. Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_,c. Wowczas A" = M, (B,B
oraz D" = M,-(C,C). Ponadto D = P~'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP™')" =
(PDP~Y(PDP~Y)...(PDP™Y) = PD(P'P)D...(PP-)\DP~' = PD'P~'. [

J/

-~
r—razy

Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie warto$ci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krot-
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne i
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