Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 Iloczyn skalarny i norma

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,o,w eV Va,f €R s(au+ pv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),
i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u),
i) VYoeV s(v,o) >0 A s(v,v) =0<v=0y.
Pare (V,s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana sym-

bolem E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v).

Przyklad 9.1.2. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R” x R” — R taka, ze
Vu=(1,...,2),0 = (Y1,..,Yn) ER" wov=>3"" xy; =191 + ... + Ty
Przestrzen euklidesows (R", o) oznaczamy symbolem E™.

2) V=C_C(a,b],R), (,.):VxV =R, VfgeV (fg ff

s e . L . b .
Calka oznaczona ma wlasnosé liniowosci. Ponadto [ f2(x)dz > 0, bowiem f*(x) > 0
i catka oznaczona zachowuje nieréwnosé staba.

HV=R,[z], (,.):R,[z] xR,[z] =R,
Vp,a €V (p,q) =1 op(z:)q(x;), gdzie vg < x1 < ... < x, liczby ustalone

Rozwazmy Ro[z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) 4+ p(0)q(0) + p(1)gq(1).
Wowezas {p,p) = [p(—D)J? + [pO)? + [p(1)]? > 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(x) = ap + a1x + ... + a,2™. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zg) = p(z1) =

1 xy af ... ag 0
_ 1z, 23 ... af a 0

= p(z,) = 0, skad otrzymujemy . =
1 oz, 22 ... 2" an 0

Wyznacznik gltowny W tego uktadu, to wyznacznik macierzy Vandermonde’a.

W = [locicjen(®j — i) # 0, bowiem x; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwigzaniem jest ap = a1 = ... = a, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

D)V = Mocn(R), () 2 Mosen(R) X Myn (R) — R
VA, B € Myyn(R) (A, B) = tr(ABT)

Na mocy twierdzenia 3.1.14, méwiacego o wlasnosciach §ladu macierzy, mozna wy-
wnioskowaé, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
ii) Yoe V. s(v,0y) =0,

2
ii) Vu,v e V (s(u,v)) < s(u,u) - s(v,v)  nieréwno$é Schwarza
Niech V' = (V, +, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spetnia ona nastepujace
warunki:

) VeV |v||>0 A |lv]]=0<v=0y,
i) VvoeV VaeR |lav||=laf-|v],
iii) Yu,v € Vo [lu+v|] < |Jul] + ||v]]. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy
Przestrzeniq unormowandg.

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s
V' — R dane wzorem

YoeV |vlls =s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Moéwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Przyklad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E", tj. R" ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Dla z = (z1,29,...,7,) mamy ||z|] = /2?+ 23 + ...+ 22. Jest to tzw. norma
euklidesowa w R™.

Whniosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktérego dtugosé jest rowna
1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormo-
waé, tj. znalezé¢ wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem ||0]| = Al = % llv]| = 1.

HvH
Miara kata miedzy wektorami

W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wekto-
raml Na mocy merownosm Schwarza dla dowolnych u,v € V mamy

(u, v)| <V (u,u)/(v,v) = ||ul| - []v]] = |1§ﬁﬁv\| <l e -1< H:\LIF\EJH <1

Jesh v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ W jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako «.. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem

{u, v)

[l loll”

{u, v)

£ (u,v) = arccos .
’ [lul[ - []]]

cos L (u,v) =

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyktad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R, [z], (., .)), gdzie (p, q) = p(0)q(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — .

(u,v) = u(0)v(0) + u(l)v(l) =2-542-4 =18
lell = /T, ) = /(O 4 [a(DF = v £ 2 = 23
o]l = V/{v,0) = \/1&)(0)]2 +R =v5+42 = Vil

_ 9
£ (u,v) = arccos 375 U — AreCos

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn ska-
larny jest rowny zero. Piszemy wowczas u L v.

ii) Uklad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,je{l,2,....,n} i#j = (v,v;) =0.

ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonal-
nym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,j€{1,2,...,n} <vi,vj>={? | jfﬁ

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.
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Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R),(.,.)), gdzie (f,g) =
f f(z)g(x)dzx. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(x) = cos z sg ortogonalne /ortonormalne.

4 s

Ly =IfI= [T sin®azde = [T 1=20dy = [1x — 1sin 27|

2
Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.

(f,g) = ffﬂsinxcosxdm = %ffﬂsiandx = [—lcos2av]7r = 411( ) =0

™

Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,o €V u v & |lu+v|)? = lul]* + ||v]|*

Dowdd. ||u+v|> = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u, v) + (0,0) "L |[ul]? + [jo]|? O

Twierdzenie 9.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
niezalezny.

Whniosek 9.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uklad ortonormalny (lub uktad ortogo-
nalny nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (orto-
normalnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyktlad 9.2.9. W przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogo-
nalng jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),eo = (0,1,...,0),...,¢e, = (0,0,...,1).

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B = (% = (1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0,0, 1))

Dla dowolnego wektora v = (vg, vy, v,) mamy v, = v o1, vy =vo j’, v, =vok.

Z dokladnoscig do znaku skalary v, vy, v, to dlugoscn rzutéw ortogonalnych wektora v na
osie Ox, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v, - i LUy - ] v, - k to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, ba, . .. ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni eu-
klidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [ay, g, . . ., vy ] 5. WOWCzaS

Vie{1,2,...,n} o = S0bi)

[16:]|2
Ponadto
<u7b1><w7b1> <u7b2><w7b2> <u,bn>(w,bn>
Vu,we V' (u,w) = .
[[b1][? 162 [? [16,]]2
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Whniosek 9.2.11. Jedli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklideso-
wej (V,(.,.)) oraz V 3 v = [oq, g, . .., )3, tO WOWCZAS

Vie{1,2,....,n} a;=(v,b)

oraz

Vu,w e Vo (u,w) = (u,by)(w, by) + (u, be)(w, by) + ... + (u, b,)(w, by).
Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 9.2.10 przyjaé ||b;|| = 1. O

Whniosek 9.2.12. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ay,q9,..., ]|, w = [B1,Pa, ..., Bn]s. WoOwczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 181 + @efs . .. + apf,.

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (O, aibi, yiny Bibs) = D70 ifj(bi, by) réwna sig

S aifh wedy i tylko wedy, gdy <bi,bj>={(f A=

9.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V/ (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {b1,...b,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by, ... by} =lin{cy, ... e}

Whiosek 9.3.2. i) Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rézna od {0}
ma baze ortogonalng i ortonormalng.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupekié do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyktad 9.3.3. Rozwazmy przestrzeni E3, tj. R?® ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Dana jest baza B = (b1 = (1,-2,0),b = (5,5,1),b3 = (5,4, 4)) przestrzeni R3.
Dokonamy ortogonalizacji bazy B.

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1, —2,0). Wowezas oczywiscie lin{c; } = lin{b; }.

II KROK: Aby zagwarantowaé, ze lin{cy,co} = lin{by, by}, poszukujemy c, w postaci
co = by + acq, dla pewnego a € R. Dobierzemy a w taki sposoéb, by cs 0 ¢; = 0.
Obliczamy cyo0c¢; = (b + acy) oy =byocy +a - (¢10¢q).

Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyja¢ o = — 522

ciocy ”

W naszym przykladzie 0 = byoc; + - (c20¢y) = (5,5,1) 0 (1,-2,0) + o - (1,—2,0) o
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(1,-2,0) = =5 + bay, skad a = 1. Zatem ¢y = by + ¢; = (6,3, 1).

IIT KROK: Aby zagwarantowac, ze lin{cy, c2, c3} = lin{by, by, b3}, poszukujemy c3 w po-
staci c3 = bg + [B1¢1 + Pacs, dla pewnych 1, B2 € R. Dobierzemy (1, B2 w taki sposob, by
cgoc; =0 oraz c3ocy = 0.

Mamy 0 = czoc; = (b3+fic1+faca)oct = byoci+PBi(cioc)+Pa(caocr) = byoer +fi e 2,
skad f; = — ﬁifﬁg Analogicznie 0 = c30c¢y = (bg+ 101+ [ace) 0 co = bgoca+ fi(cr0co) +

62(02 o Cz) =bzocy+ 62H62||2’ skad [, = _ﬁi;ﬁ%

. 0= b3 o +ﬁ1”cl|‘2 = (57474> © (17 _270> +61(1 +4+0) =-3+ 561
Wnaszym przykladzie { 0= by o+ Bollcall? = (5,4, 4) 0 (6,3,1) + Bo(36 + 9 + 1) = 46 + 460,
Skad i = 2, fy = —1.
Zatem c3 = by + 21 — ¢ = (5,4,4) + 2(1,-2,0) — (6,3,1) = (-2, -1, 3).
C=(c1=(1,-2,0),c0=(6,3,1),¢3 = (—%, —%,3)) jest bazg ortogonalng.

Poniewaz ||c1|| = V5, ||ca|| = V46, ||cs|| = /42, zatem baza ortonormalna jest

_ _ ca 1 _ c2 _ 1 __ ¢33 5 2 1
¢'= (Cll =fen = v L-20, =12 =5 (6.31).6=13=1%" (_5’_5’3)>‘

Whniosek 9.3.4. Jesli B = (bl,bQ, e ,bn> jest dowolna baza przestrzeni euklidesowej

(V,{.,.)), to wowczas ciag wektoréw C = (c1, ¢, . .. ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalng tej przestrzeni.

b b b < (b, ¢
C = bl Coy = b2—< 2’012> (&1 C3 = b3—< 37612> Cl—< 37622> Cy e Cp = bn—z —< n,C;> C;
[lea ] [leal] [lez|| — |leil|

Przyktad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Ro[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z,z?).

Niech by = 1,by = x,bs = 2% Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
biob3=1-(=12+1-02+1-12=2+#£0.
Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = 1.

IT KROK: Poszukujemy ¢, = by + acy, a € R. Dobierzmy « tak, by co 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cy0cy = (byt+acy)ocy = byocy+a-(c1oc1) = (—=1-140-14+1-1)+a(1+1+1) =
3a.

Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (Moglismy to zauwazy¢ wezesniej.)

IIT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = by + [B1c1 + Baca, f1, P2 € R. Dobierzmy (4, 52
tak, by c3 0 c; = 0 oraz c3 o co = 0.
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Mamy 0 = cgoc; = (bs+Bic14fac2)oct = byoci+Pi(crocr)+Fa(c20c1) = bgoci+ i |er||* =
(1-140-1+1-1)+ 6, -3, skad f = —2.

Analogicznie 0 = c3 0 cg = (bg + f1¢1 + Paca) 0 o = bz o ca + fi(cy 0 ¢a) + Palca 0 ca) =
byoca+ Bollea|P=(1-(=1)+0-04+1-1)+ By ((—1)* 4+ 0%+ 1%) = 203, skad 8, = 0.
Zatem c3 = by — 2¢; = 22 — 2.

C= (61 =1,co=w,c3=2a>— %) jest baza ortogonalng.

el = VIFT+1=V3, ||| =VIH+0+1=V2 ||cs]| = %+%+%:¢?§

Baza ortonormalng jest uktad wektoréw

P (o — e V3 4 2 V2, 4 _ 3 _ V60,2  2y_ V6.2 6
C=la=En=%a= =306 =g = 2@ —35) =% %)

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.6. Niech uq, ..., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Niech A € M,,«»(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspolrzedne
wektorow wuq, ..., u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Woéwczas stosujac operacje ele-
mentarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna do-
prowadzi¢ ja do postaci [G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna. Wektory
wierszowe tak otrzymanej macierzy A" € M,,«,(R) sa ortogonalne w E".

Przyktlad 9.3.7. Stosujac metode macierzowsa, zortogonalizujemy uktad wektorow by =
(1,-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.

-1 20
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1 ]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 104+ 0 = —5 # 0.
1 5 5
e 5 o5
. T: —
Tl oo AT
5 5 1|-5 51 49
5 4 4|1-3 49 57
5 =5 =3|-1 2 0 5 =5 =3|—-1 2 0
[A-AT|A]=| -5 51 49| 5 5 1 ——w%”—la 0 46 46| 6 3 1 | 2™
—3 49 57| 5 4 4| wrem [0 46 20| B U 4
5 =5 =3|—-1 20
0 46 46| 6 3 1
46 | _2 _ 4
0 0 F[-5 -5 3

Uktad ortogonalny ¢; = (1,-2,0),co = (6,3,1),c35 = (—2,—%,3).
Jesli nie uzywalismy operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||ci|[|%, ||cal|?, ||cs|[*-

Zatem ||c1]] = V/5, ||eal| = VA6, [Jes| = /%
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9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V;(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym podzbiorem.

Definicja 9.4.1. Zbior S+ := {v € V : Vo € S (v,x) = 0} nazywamy dopelnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbior S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 9.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jedli U C V jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznig liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni

V.

Przyklad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
u=(1,0,1,0).

Niech v = (z,y, 2,t) € Rt Wowczas u L v & uov=0 & x+ 2z = 0. Zatem
v=(x,y,—x,t)oraz {u}*+ = {(x,y,—x,t) : z,y,t € R} =lin{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Jedli w € U+, to
mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas§ B = {by, ..., by}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V/

wlU<sVie{l,2,....k} wLlb

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U, u = [ay, ..., a,|p mamy
(wyu) = ag(w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyklad 9.4.6. Rozwazmy V = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = fol p(x)q(x)de,
podprzestrzen U = R;[z] oraz w = 622 — 6x + 1. Czy w L U?

wlU=Riz]=lin{l,z} S wllAwlzx
(w, 1) = f01(6x2 — 6x + 1)dx = 22° — 322 +3c|(1J =0
(w, ) = f01(6x3 — 62? + x)dz = 32t — 22° + %xQ‘; =0 Zatemw LU.
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Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprze-
strzeniami liniowymi. Wéwczas:

i) Uy Cc Uy = U C UL,
ii) UL = (linl)*,
i) U c (UH).

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem
YoeV n(v)=u, gdzie v—u Ll U,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U. Ob-
raz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

-

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznos$é rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = w(v) =

[y, ag, . .., ag)p, gdzie
(by,by) (b, by) ... (by,by) o (v,b1)
(by, b1)  (ba,bs) ... (bo,bg) | _ <v,‘b2> 0
bobr) (Brbs) o b ] | o (0,52)
i) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortogonalng podprzestrzeni U, wowczas
b b b
u=m) = <|rb71H12> by + <|rb’2HQ?> by + ...+ %bk.
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iii) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortonormalng podprzestrzeni U, woéwczas

u = 7T(U) = <’U, b1>b1 + <’U7 b2>b2 +...+ <’U7 bk>bk

(b1,b1)  (by,bo)y ... (by,bg)

Macierz (b, b1) {bayb2) - (b2, bi) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazy-
<bkab1> <bk7b2> ... <bk7b/€>

wamy macierzg Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Whniosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, ba, ..., bk) bedzie baza ortonormalng podprzestrzeni U, zas A €
M, «(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest
reprezentacja macierzowa projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U.

Przyktad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v =(1,1,1,0) na podprzestrzenn U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.

2 1 12
11—30}:2‘

Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r [

METODA 1

u:=my(v)=?, wi=v—ulU < wlb:=(2112) ANwlb:=(1,1,-3,0)

u € U, zatem istnieja a, f € R takie, ze u = ab; + Bby. Wowczas

w=(1,1,1,0) — a(2,1,1,2) — B(1,1,-3,0) = (1 — 2 — B, 1 —a — 3,1 — a + 38, —2q)

Otrzymujemy ukltad dwoch rownan

0= (w,b) = (1—2@—6,1—04—/8,1—a+36,—2a) (2,1,1,2) = 4 — 10a,
0= (w,by) = (1=20— 1 —a—f1—a+36,-20)0(1,1,-3,0) = ~1 — 115,
Stadda—S,/B———oraz

u=loBls =[5 —5ls =30 — b = (5,3 %8) — (G0 700) = (5, 555 5)
METODA 11

Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.
) o (1,

= (
Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) o (1,1, —3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 9.2.10 mamy
u= [<“ b {wby) } Ale (v,b;) = (u, b;), zatem u = [<U b {viba) } Obliczamy

[ [Bal foa]1”
(0,b1) = (1,1,1,0)0(2,1,1,2) = 4, (v,by) = (1,1,1,0)0(1,1,-3,0) = —1 oraz ||by||* = 10,
[[b2]* = 11. Stad u = [a, f]s.

UWAGA: Gdyby baza B := (by, b2) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-

Schmidta ja zortogonalizowa¢ i w dalszych rachunkach wykorzysta¢ znaleziona baze orto-
gonalna C := (¢y, ¢2).
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METODA III

Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’ = {b], b}, gdzie

2
R T = b 1 _ - _ | vIo
b, = o = m(2,1,1,2),b2 = o = \/ﬁ(l,l, 3,0). Niech A = | V|
V10
C2 16 -4 2 7 -39
55 55 b5 5 55
6 20 -1 1 1 17
o 55 110 110 5 1 55
rza projekcji jest AAT = . Stad AAT =
-4 -9 101 1 1 37
55 110 110 5 0 55
2 1 2 4
L 5 5 5 5 L 5

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta

. Macie-

|
o555

Rozwazmy przestrzeni E3 i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢z, ¢3) bedzie szukana

baza ortogonalna.

KROK I:
(&1 Z:bl
KROK II: by, 1)
C1
Cyi=by — ~ 2 Y — TMindery (b
I e = e (0
.bZ

KROK III:

<b3,C1> <b3,02>
C3 1= b3 - 1 — Co = b3 — Tin{e; (bS) — TMin{csy (b%) = b3
flea 27 Tleel? o o
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9.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe

1 2 3 1 1
Przyklad 9.5.1. | 6 5 4 0|=16
089 0 0

Wektor (1,0,0) ma dlugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé +/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R”™ za pomocg macierzy przej$cia mozemy zmie-
ni¢ ich dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktore pozostawia
powyzsze wielkosci niezmienione.

Definicja 9.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng,
jesli ATA=ATA=1,.

-1 2 2
Przyklad 9.5.3. Macierz A = % 2 —1 2 | jest ortogonalna.
2 2 -1

Twierdzenie 9.5.4. Zbior wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dziata-
niem mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy sym-

bolem O(n).
Whniosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego w R™). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe
dla kolumn.

iii) Niech (V(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonor-
malne tej przestrzeni. Wowczas macierz przejécia Ps_.p jest macierza ortogonalng.
I odwrotnie, dowolna macierz ortogonalna jest macierza przejscia miedzy dwiema
bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z réwnosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)2. O

Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa, skoniczenie wymiarowa. Rozpatrujemy
norme zadang przez iloczyn skalarny.

Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy

i) ortogonalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest
macierzg ortogonalna,

ii) izometrig liniowg, jesli zachowuje on odlegtosé, tzn. spetniony jest warunek

Vu,v eV lp(u) — ()| = [lu = vl].
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Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza
ortogonalng, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalne;j
przestrzeni V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejscia mie-
dzy dwiema bazami ortonormalnymi jest macierza ortogonalna oraz z faktu, ze macierze
ortogonalne tworza grupe. Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowa-
nie liniowe, ktore przeprowadza pewna (kazda) baze ortonormalna przestrzeni V' na baze
ortonormalna.

Uwaga 9.5.7. Niech ¢ € End(V) bedzie izometria liniowa. Wowczas
i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem.
ii) Spec(yp) C {—1,1}
Twierdzenie 9.5.8. Niech ¢ € End(V'). Nastepujace warunki sa réwnowazne.
i) @ jest izometrig liniowa.
ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yo € V' ||o(v)|| = [|v]|.
iii) ¢ zachowuje iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V' (u,v) = (p(u), p(v)).

v

)
)
) © jest operatorem ortogonalnym
Whniosek 9.5.9. Izometrie liniowe zachowujq kqty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u
i v wynosi «, to kat pomiedzy wektorami ¢(u) i p(v) rowniez wynosi .

Przyktad 9.5.10. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomor-
fizm ¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometria liniowa?

Baza standardowa jest baza ortonormalng, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny.
Wyznaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

_(1) 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

=[] =[]

Zatem ¢ nie jest izometrig liniowa.

Otrzymujemy A = [

Uwaga 9.5.11. Jesli rozpatrujemy niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie
musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanonicznej.

118



Izometrie liniowe przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym

Jesli v = (vg, vy, v,) jest wektorem w R?, to symbolem v” oznaczamy odpowiadajacy
Uy
mu wektor kolumnowy | v,
v,

n=1

¢ : R — R jest linowe, zatem p(z) = az, a € R

¢ jest izometria, zatem |x| = |ax| = |a| - |x| oraz a = +1.

Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢ = idg, czyli p1(z) = = oraz ¢, takie, ze po(x) =
—.

n=2
Orientacja plaszczyzny

Jesli obroét osi Ox dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia
Oy odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to méwimy, ze uktad
jest prawoskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
to lewoskretny. O plaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze
zostata zorientowana.

AY A

N N

»

y

=<V

uktad prawoskretny uktad lewoskretny

Ponizej rozwazamy plaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia ¢ : R? — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie

standardowej A = [ @

b d
+1. .
Zr()wnoécilz[lo}:ATA:{a b}{a C}:{G+b ab + cd

} € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA =

01 c d b d ab+cd *+d?
a?+b* =1
otrzymujemy uklad réwnan { ¢ +d? =1
ab+cd=0

Punkty (a,b), (c,d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat «,
ze a = cos a oraz b = sin . Woéwczas na mocy warunku ortogonalnosci ab+ cd = 0 mamy,
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ze ¢ = cos (5 +a) = —sina, d = sin(§ +a) = cosa lub tez ¢ = cos (37 + ) = sina,
d = sin (37 + o) = — cos a. Podsumowujac,

A:[cosoz —sinoz}:[a —b} lub A:[cosa sina}:[a b}
a .

sin o COS « b sinoe —coso

1) W pierwszym przypadku detA = a? + b?> = 1. Niech v = (z,y) = (rcos 3, rsin j3).
Obliczamy ¢(v).

A [ x] _ [cosoz —sina} [rcosﬁ} _, [ cosacosﬁ—sinasinﬁ}

Y sina  cosa rsin sin v cos 3 + cos asin 3

= [l

Mamy do czynienia z rotacjg (obrotem) o kgt o wokéot punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli
kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R,

lub R(«).

Macierza obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek
zegara (obrotu o kat —a) bedzie

14T cosa  sino
A=A = [ —sina  cosa ]
Zauwazmy jeszcze, ze det(A—tI) = (a—t)?+b* i Spec(A) = @.
Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacji uktadu wspot-

rzednych.

Uwaga 9.5.12. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzed-
nych i obracaliémy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). GdybyS$my zmienili
uktad na lewoskretny, ruch odbywaltby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrot osi o ten sam kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

AY
______________ P
v/
______________ r P
L
o :
-
X
Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.
potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspolrzedne.
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Wspolrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspolrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat a nazywamy obrot bez zmiany poczatku uktadu
oraz bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

YA

Vi=(X1,Y1)

V=

o(v1) = (21 cos a—y; sin a, x1 sin a+y; cos a)

Przyktad 9.5.13.

: (1) (1) ] [ '; ] = [ ; ] identycznosé, tj. rotacja o kat miary 0
(1) _é} ?:j} = [ _g] rotacja o kat miary &
: ~1 _(1) { ;ﬁ } _ { :z } rotacja o kat miary 7
: 1 (1) ] _ g ] = [ _i ] rotacja o kat miary %w
1 V3
Przyktad 9.5.14. Dana jest macierz A = | 2 ] € My(R).
2 2

Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje rotacje.
Znajdziemy kat obrotu.
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Poniewaz cosa = —3, zatem o ma miarg %7? lub %m Ponadto sin %7‘(‘ = ‘/73, za$ sin %7‘(‘ =

—\/75. Zatem jest to obrot w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kat %77 lub
(rownowaznie) obrot w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara o kat %7?.

1

Przyklad 9.5.15. Wyznaczymy réwnanie prostej I’ powstalej przez obrot prostej [ o
réwnaniu y = mwz, m € R o kat 7.

Obliczamy 2’ = xcos § —ysin = %i(x —y), ¥ =wxsinT 4+ ycos§ = L(z+y). Dodajac
i odejmujac rownania stronami, obliczamy z = ¥2(2/ + /), y = ¥ (—a'+¢/). Wstawiajac
do réwnania y = max, otrzymujemy —a’ +y' = m(a’ +y'). Zatem (1 —m)y’' = (1 + m)x’.

Rownaniem prostej obroconej jest (m + 1)z + (m — 1)y = 0.

2) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy

a—t b

det(A —tI) = b ot

‘:—(a—t)(a+t)—b2:t2—a2—b2:t2—1.

Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektorow wlasnych
1

0 _(1) ] . Niech v = (z,y). Obliczamy wspolrzedne

macierz operatora ¢ jest postaci D = [

¢(v) w bazie wektorow wlasnych.

THEEIHE

Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A =
P~1DP, gdzie P to macierz przejécia do bazy wektoréw wlasnych. Zmiana bazy ozna-
cza zmiane uktadu wspotrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspoétrzednych (bo

przeksztalcenie jest liniowe). Zatem A [ z ] jest symetrig ortogonalng wzgledem pewnej

prostej przechodzacej przez punkt (0,0). Jaka to prosta?

Podejscie algebraiczne

Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu y = tgf - x. Aby znalezé odbicie wektora v
wzgledem [ postuzymy sie inng baza ortonormalna. Pierwszy wektor bazowy b, bedzie
wersorem lezacym na prostej [, a drugi by bedzie wersorem do niego prostopadlym. Zatem
by = (cos ,sin ), by = (—sin 3, cos [3). Istnieja skalary ¢, co € R takie, ze v = ¢1by + ¢bs.
Obliczamy

szcl[cosﬁ]+62 [ —sinﬁ] _ [clcosﬂ—@sinﬁ} _ [cosﬁ —sin/B] {01}

sin 8 cos 3 ¢y 8in B + ¢o cos 8 sinff  cosf Co

Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by — cabs.

o) = [ Z?Eg }_02 [ —sinﬁ] _ |:01COS/3+CQSinﬁ:| _ [(;?Eg sinﬂ} {cl ]

cos 3 c1sin 8 — cycos 3 —cos 8 Ca
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Stad
CP(U>T:|:COSﬁ sinﬁ} [cosﬁ —sinﬁ}_l T

sinf —cospf sinf  cosf

| cosp sin 3 cosS sinf | cos2p sin 23
| sinf8 —cosf —sinf cosf | sin28 —cos283

COS «v sin «v
) re-
sinaw — cosa

prezentuje odbicie wzgledem prostej o rownaniu

y=tgsg

Czyli a = 2/ i macierz

Podejscie geometryczne

y=tgp-x |
®P e
BTt L P
B - et R .
X =
- P y=tgp-
St = ‘__X._th X
e B‘ ..... :P - B\ P .
pr X X
1) Obracamy punkt o kat —f.
cosf —sinf3 ! B cosf3 sinf
sinff cosf3 | —sinf cosf
2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0. [ (; ]

3) Obracamy punkt o kat . [ cos S —sinf ]

sinf3  cosf3

[cosﬁ —sinﬁ} {1 O}[ cos 3 smﬁ}
0

4) Otrzymujemy sinf cosf —1 —sinf cosf
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| cosp sin 3 cosf sinf8 | | cos2f sin 203
~ | sinf8 —cospf —sinf cosfB | | sin28 —cos28 |

Wnhniosek 9.5.16. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokol punktu
(0,0) o pewien kat lub symetria ortogonalna (odbiciem) wzgledem pewnej prostej prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyklad 9.5.17. Macierzg symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —x jest macierz
0 -1 Otrzymujem; 0 -1 o I
-1 0 ymyemy- - g y | | - |
Ay
L] .J:r) 2
x
ﬂ 2
* y=_x 1

Przyklad 9.5.18. Wyznaczymy macierz izometrii liniowe]j ptaszczyzny bedacej symetria
ortogonalng wzgledem prostej y = 2.

METODA I: Jesli tgB = 2, to wowczas sin § = \%, cosff = \/ig Obliczamy

sin2f3 = 2sin fcos f = % oraz cos 23 = cos? B — sin? B = —g. Otrzymujemy
[ cos 2(3 sin 23 ] _ [ —g ]
= 3 .
5

sin28 —cos2p
METODA II: Niech F' oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem
prostej y = 0. Wowczas F' = R(f)FoR(—f). Poniewaz sin § = \/%, cos 3 = \/Lg, zatem

IBSIEEIR ]

Uwaga 9.5.19. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich ma-
cierzy w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest
nieruchomy, a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.

O QU | W

F =

S-Sl
S-Sl

ST
| I

Skt
Skt

_3
Przyklad 9.5.20. Dana jest macierz A = [ i ] € My(R).
5

Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie.
Zmajdziemy o symetrii.

G QOO |

124



Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego polozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (x,y)

3 _4
.. , . - -z x x
spelhiajgce réwnanie 5 32 } [ ] = [ } :
5 5 Y )
. ) ) 3r+4y = —bx
Otrzymujemy uklad réwnai ¢ lr43y = by
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii.

Uwaga 9.5.21. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjq, tzn. spetnia warunek ¢ o ¢ = id.
Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wowczas A% = I lub inaczej A~ = A.

n — dowolne

Twierdzenie 9.5.22. Dla dowolnego n € N macierz obrotu w przestrzeni R" jest macierza
ortogonalng o wyznaczniku réwnym 1. I odwrotnie, jesli macierz A € M, (R) jest macierza
ortogonalng o wyznaczniku rownym 1, to A jest macierza obrotu.

[stnieje zatem wzajemnie jednoznaczna korespondencja pomiedzy obrotami a macie-
rzami ortogonalnymi o wyznaczniku réwnym 1.

Twierdzenie 9.5.23. Dla ustalonego n € N zbiér macierzy ortogonalnych stopnia n
o wyznaczniku rownym 1 wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe
te nazywamy specjalng grupg ortogonalng lub grupg obrotow wtaSciwych i oznaczamy
symbolem SO(n).

Whniosek 9.5.24. Zlozenie rotacji jest rotacja. Ponadto odwzorowanie odwrotne do ro-
tacji jest rotacja.

Twierdzenie 9.5.25.
i) Grupa SO(2) jest abelowa.

ii) Dla n > 3 grupy SO(n) sa nieprzemienne.

0 -1 0 0 01
Przykltad 9.5.26. Niech A= 1 0 0 |,B= 010
0 01 -1 0 0

Poniewaz detA = detB = 1, sg to macierze obrotéw. Mamy
0 -1 0 0 01
AB = 0 01|#BA=1]100
-1 00 010

Uwaga 9.5.27. Skladaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych je macie-
rzy (w pewnej ustalonej bazie). Oznacza to, ze osie obrotu traktujemy jako niezmienne,
7z gory zadane. Przyktadowo, jesli ¢,1 € End(R3) to odpowiednio rotacja o kat v wo-
kot prostej [ i rotacja o kat « wokot prostej k, zas A, B € SO(3) to reprezentujace je
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macierze (w bazie kanonicznej B;), to wowcezas AB reprezentuje zlozenie ¢ o 1. Dany
punkt Py = (zo, Yo, 20) zostanie najpierw obrocony wokot osi k. Otrzymamy punkt Pj.
Kolejno P} zostanie obrocony wokot osi [ (I nie zostata obrocona, pozostaje niezmienna).

Zo
Otrzymamy punkt FJ/. Mnozac AB | yo | wyznaczymy wspolrzedne punktu P w bazie
20
B3.
‘ z
Py
v ﬁsl AS 'V
"&_‘\"‘—,_""'— d\‘ v
=% >
y

k-0$0x,1-08 0z

Orientacja rzeczywistej przestrzeni wektorowej

Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie rézne
uporzadkowane bazy przestrzeni V. Kazda baza wyznacza orientacje przestrzeni V. Niech
P = Pg_.p. Bazy B, B’ wyznaczaja te samq orientacje lub sa zgodnie zorientowane, jesli
detP > 0. Gdy detP < 0, bazy sa przeciwnie zorientowane.

Wtlasno$é posiadania tej samej orientacji jest relacja réwnowaznosci w zbiorze reprerow
bazowych przestrzeni V. Istnieja doktadnie dwie klasy abstrakcji. Mowimy o orientacji
dodatniej i ujemnej. Wybor orientacji polega na wyborze repera bazowego (jego klasy
abstrakcji). Przyjmujemy, ze baza kanoniczna R" jest zorientowana dodatnio.

Definicja 9.5.28. Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Mo-
wimy, ze automorfizm ¢ € Aut(V') zachowuge orientacje, jesli dla dowolnej bazy (by, ba, . .., by,)
przestrzeni V' zorientowanej dodatnio (ujemnie), baza (¢(by), ¢(bs), ..., ¢(b,)) roéwniez
jest zorientowana dodatnio (ujemnie). W przeciwnym wypadku mowimy, ze ¢ odwraca
orientacje.

Oznacza to w szczegdlnosci, ze w R? i R? uktady prawoskretne przechodza na uklady
prawoskretne. Latwo zauwazy¢, ze ¢ zachowuje orientacje (odwraca orientacje) wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz odwzorowania ¢ ma dodatni (ujemny) wyznacznik.
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Twierdzenie 9.5.29. Niech (V] (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa n wymiarowa. Dla
kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(V) istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni
V', w ktorej macierz operatora jest macierza blokowo-diagonalna postaci

COS Qv
sin ay.
Rotacje Givensa
Macierz ortogonalna postaci
ki
[ 1
c
Py =
—S

—sin oy
Cos vy

COs (1
sin aq

—sin «,

Cos

, k+14+2r=n.

1

gdzie ¢ + s* = 1 reprezentuje rotacje w plaszczyznie Oz;z; w R™. Rotacje te nazywamy
rotacjami Givensa.

Z1

Tn

T1
CT; + ST
—S8x; + cx;

Tn
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Jesli a7 4 23 # 0, to przyjmujac ¢ = —=, s = —=L=;, otrzymujemy

2, 2 2, 2
\/mi-i-xj \/xi-l—xj

T1
T a2 42 | W

B = :
Tn )
0 w

Zatem poprzez obrot w plaszezyznie mozemy wyzerowaé wybrane wspotrzedne.

Whiosek 9.5.30. Dla dowolnego wektora x € R™ i dla dowolnego i € {1,2,...,n} istnieje
macierz P € O(n) taka, ze PxT = ||z||e], gdzie P = PP,y 1... Piiy1Pii1 ... PoPy

Przyklad 9.5.31 (Konstruowanie bazy ortonormalnej zawierajacej dany wer-
sor). Wykorzystujac rotacje Givensa, skonstruujemy baze ortonormalng przestrzeni R3,
zawierajacg wersor r = \/ig(l, 1,1).

11
1 T e I B
Z2 — — —
Obliczamy \/ 1+x2 \/x§+$% = 5 oraz Pzt = v VAR 0 1| = 7 0
0 01 1 1
' _ _ ; 2 _ L
Niech w = (wq,wq, w3) = \/_ 2,0,1). Wowczas m \/; \/m 5 oraz
5 0 é V2 1
P13P121ET = \/Lg 01 0 - 0 - 6{.
—. /L 0 2 1 0
3 3
Macierz P = Pi3Py5 jest ortogonalna, zatem 27 = P~lel = PTel = PL PLeT.
11 \/5 0 _\ﬁ 11 1
- T N g 5 v
Kolumny macierzy P = 7% NG 0 01 0| = ?g 7 —zg
0 0 1 1 \/g % 0 Z

tworza baze ortonormalna. W pierwszej kolumnie znajduja sie wspotrzedne wektora z.
n=3

Whiosek 9.5.32. Dla kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(R?) istnieje taka baza

. . : . . A0
ortonormalna przestrzeni R3, w ktorej macierz operatora jest macierzg postaci [ 0 +1 } ,

gdzie A jest reprezentacjg macierzows izometrii liniowej plaszczyzny R2.
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Niech B = (b1, ba, b3) bedzie baza ortonormalng taka, ze M, (B, B) = [

sa nastepujace przypadki.

A 0

0 41 ] Mozliwe

i) Jesli ¢(bs) = b3, zas A jest macierza rotacji, wowczas ¢ jest obrotem wokdt osi Obs.

ii) Jesli p(bs) = b3, zas A jest macierza odbicia wzgledem prostej [ lezacej w plaszczyz-
nie Ob,by, wowczas @ jest odbiciem wzgledem plaszczyzny zawierajacej bs i prosta .

-1 0 0
W szczegolnosci, gdy b lezy na prostej | wowczas M, (B, B) = 010 ]|igp
0 01
jest odbiciem wzgledem ptaszczyzny Obybs.

iii) Jesli p(b3) = —bs, zas A jest macierza rotacji na plaszczyznie Obiby, wowczas ¢ jest
ztozeniem obrotu wokot osi Obs @ odbicia wzgledem plaszczyzny prostopadtej do osi
Obs.

iv) Jesli p(bs) = —bs, zas A jest macierza odbicia, wowczas mozna tak dobra¢ baze, by

—1 0 0
macierz odwzorowania ¢ miata postaé 0 —1 0 [. Wowczas ¢ jest obrotem o
0 01

kgt ™ wokot osi Obs.

Gdy detM,(B,B) > 0, mamy do czynienia z ob-
rotem, a gdy detM,(B,B) < 0, mamy do czynie-
nia z odbiciem lub ztozeniem obrotu wokoét prostej
i odbicia wzgledem ptaszczyzny ortogonalnej do osi
obrotu (kolejnos¢ sktadania nie ma znaczenia). Roz-
réznienie miedzy odbiciem a zlozeniem obrotu i od-
bicia mozliwe jest poprzez analize wartosci wtasnych
¢ (ktore nie zaleza od wyboru bazy). Dla odbicia
warto$ciami wlasnymi sg 1,1, —1, zas dla zlozenia
obrotu i odbicia wartosci wtasne to —1, —1, —1 lub
—1 jest jedyna rzeczywista wartoscia wlasna.

Jesli —1 jest jedyna rzeczywista wartoscia wta-
sna, zas$ n odpowiadajacym jej wektorem wlasnym,
wowczas ¢(n) = —n. Ponadto dla dowolnego wek-
tora u lezacego w plaszczyznie prostopadlej do n i

E(e)

przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych wektor ¢(u) otrzymujemy poprzez

obrot wektora u o kat 6. Dowolny wektor ¢ jest suma wektora b rownolegltego do n i

wektora a prostopadlego do n. Mamy ¢(c) = p(a + b) = p(a) + ¢(b) = ¢(a) — b.
Odbicie ¢ jest inwolucja, tzn. ¢ o ¢ = id. Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia

@, to wowczas A% = I lub inaczej A~ = A.

Jesli AAT = I, detA = 1 oraz A? = I, to mamy do czynienia z rotacjg o kat 7 i

macierz A jest symetryczna, tj. A = AT,

Obroty podstawowe (elementarne) w R?
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Zaktadamy, ze mamy do czynienia z uktadem prawoskretnym. Rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny.

I. Obrot o kat o wzgledem osi Oz (w plaszczyznie Oyz) jest reprezentowany przez
macierz

'X\ﬁ
<Y

=10 cosa —sinw
0 sina cosa

0 0 0
= | cosa | ,Ry(a) | O | =| —sina
sin o 1 cos a

(%)
1 0 0 {
R.(a) i )
0
1
0

0 0

II. Obrét o kat 5 wzgledem osi Oy (w plaszczyznie Oxz) jest reprezentowany przez
macierz

AZ

A8

cosf 0 sing
RB=| 0 1 0
—sinf8 0 cosf

III. Obrét o kat v wzgledem osi Oz (w plaszczyznie Oxy) jest reprezentowany przez
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macierz

<V

cosy —siny 0
R.(y)=| siny cosy O
0 0 1

Powyzsze trzy przykltady sa przyktadami rotacji planarnej, tj. endomorfizmu przestrzeni
R"™ bedacego rotacja w pewnej plaszczyznie W C R" i pozostawiajacego wektory nalezace
do W+ niezmienione.

Uwaga 9.5.33. Odmienny uktad znakéw w macierzy R,(f) wynika z faktu, ze obrot
odbywa sie w plaszczyznie zgodnie z ruchem wskazowek zegara (widok przy osi obrotu
skierowanej ku nam).

*z

-

zX [ yz

y

h—X}
y y

Obroty w R? o dowolny kat wokél dowolnej osi przechodzacej przez poczatek

ukladu wspoélrzednych

Symbolem R, («) bedziemy oznacza¢ macierz rotacji w R? wokol osi wyznaczonej przez
wektor u o kat «a, stosujac przy tym regute prawej dtoni W szczegdlnosci

R.(a) = R_,(—«).

‘\y ‘\y

R (T

=<V
A

widok z dodatniej potosi Oz widok z ujemnej poétosi Oz
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Rotacja nie zmienia orientacji uktadu wspotrzednych, a zatem zachowugje iloczyn wekto-
rowy, tzn. dtugosci i zwroty wektoréw, jak rowniez katy miedzy nimi pozostaja niezmie-
nione. Inaczej moéwiac, dla dowolnej rotacji ¢ i dla dowolnych wektoréw v, w zachodzi

(v xw) = pv) < p(w).
Katy Eulera

Dowolnie zorientowany uktad wspotrzednych Oz'y’z’ mozna
otrzymaé¢ z danego ukltadu Ozyz (o tej samej skretnosci)

przez ztozenie trzech obrotéw wokoédt osi uktadu.

PRZYPADEK I
Obrot nie zachowuje zwrotu ani kierunku osi Oz (osie Oz i
Oz’ nie sa rownolegte).

Kazdemu obrotowi uktadu wspoélrzednych w R3, nie za-
chowujacemu zwrotu ani kierunku osi Oz, mozna wzajem-
nie jednoznacznie przypisaé¢ uporzadkowana trojke katow
(p,1,0) € [0,2m) x [0,27) x (0, ).

Aby dokonaé¢ obrotu uktadu wspotrzednych Ozxyz tak, by
otrzymaé¢ nowy uktad Oz'y'z" postepujemy nastepujaco:

i) Wyznaczamy prosta w prostopadta do ptaszezyzny Ozz' i przechodzaca przez punkt
O. Prosta w jest nazywana osiqg weztow.
ii) Rozpatrujemy katy Eulera.

¢ — kat mierzony od osi Ox do osi weztéw w kierunku wyznaczonym osia Oz
0 — kat mierzony od osi Oz do Oz w kierunku wyznaczonym osia weztow
1 — kat mierzony od osi weztow do osi Oz’ w kierunku wyznaczonym osig Oz’

iii) Wykonujemy w podanej kolejnosci trzy obroty.

1) Obracamy uktad wokol osi Oz o kat . O Oz staje sie osia weztow.

Istnieja dwa takie obroty o katy rézniace sie o 7, nadajace osi Ox przeciwne zwroty. Wybie-
ramy zwrot zgodny ze zwrotem iloczynu wektorowego wersorow osi Oz i Oz (przyjmujac
go za zwrot osi wezlow).

2) Obracamy uklad wokot osi weztéw (nowa o§ Ox) o kat 6. O$ Oz pokrywa sie z osia
Oz'. Zauwazmy, ze bedzie to obrot o kat z zakresu (0, 7).

3) Obracamy uktad wokot osi Oz' o kat 1. O§ weztow pokrywa sie z osia Oz’ , 0§ Oy
pokrywa sie z osig Oy'.
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Macierz A rotacji bedacej ztozeniem trzech powyzszych obrotéw ma postaé

cosyy —siny 0 cos@ 0 sind 10 0
A= | sinyy cosyp 0 0 1 0 0 cosp —sing
0 0 1 —sinf 0 cosf 0 sing cosy

PRZYPADEK II:
Osie Oz i Oz sa rownolegte (identyczne lub o przeciwnych zwrotach).

Ptaszczyzna Ozz' i linia wezlow nie sa wowczas jednoznacznie okreslone. Mozliwe jest
przeksztalcenie osi Oz na o§ Oz poprzez obrot wokol dowolnej prostej przechodzacej
przez punkt O i lezacej w plaszczyznie Oxy = Oz'y’. Bedzie to obrot o kat 0 gdy osie sa
identyczne lub o kat 7, gdy maja przeciwny zwrot. Stad § = 0 lub § = 7. Ponadto suma
lub réznica katow ¢ i ¢ wyznacza jednoznacznie ustawienie osi Oz’ oraz Oy'.

Uwaga 9.5.34. Niekiedy zachodzi potrzeba rozkladu danego obrotu na ztozenie trzech
obrotow podstawowych. Mozliwe sg inne trzykrotne ztozenia, niz to przedstawione po-
wyzej. Wybor najczesciej podyktowany jest zastosowaniami. Jesli znamy macierz danego
obrotu, mozliwe jest odczytanie z niej katow Fulera. Zobacz tutaj i tutaj.

Obliczanie osi i kata obrotu na podstawie macierzy

Na mocy twierdzenia 3.1.14 dla dowolnego n € N oraz dla dowolnych A, B € M,(R)
zachodzi rownosé tr(AB) = tr(BA). Jesli zatem P jest macierza nieosobliwa stopnia n,
to wowczas tr(P~1AP) = tr(PP'A) = trA.

Twierdzenie 9.5.35. Dla dowolnego obrotu ¢ : R® — R3 liczba 1 jest wartoscig wtasna.
Ponadto jesli ¢ # idgs, to wowczas wektor wtasny odpowiadajacy wartosci wlasnej 1 jest
wektorem kierunkowym osi obrotu.

Przyktad 9.5.36. W R? rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny. Niech
0 01

A= 1|1 0 0 | bedzie macierza endomorfizmu ¢ : R* — R? w bazie kanoniczne;j.
010

Jest to izometria liniowa, poniewaz macierz A € O(3). Istotnie

001 010 010 00 1
AAT=11 0 0 00 1]|=r=ATA=100 1 1 00
010 1 00 1 00 010

Obliczamy detA = 1. Mamy zatem do czynienia z obrotem. Znajdziemy o$ obrotu i kat
obrotu.
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Of$ obrotu
Wiemy, ze 1 jest wartoscia wlasna ¢.

T -1 0 1 x 0
A-1)|y | = 1 -1 0 y|l=10]| =>2zr=y==2
z 0 1 -1 z 0

Zatem F; =lin{(1,1,1)} i osia obrotu jest prosta z =y = z.

Kat obrotu
METODA I: Zauwazmy, ze (1,1,1)o(z,y,2) =0, gdy c+y+z = 0. Zatem 7y : z+y+2z =
0 jest plaszczyzna prostopadla do osi obrotu. Ponadto jesli (1,1,1) o (z,y,2) = 0, to
(1,1, D) op(z,y,2) = (1,1,1)0(z,z,y) = z+x+y = 0. Zatem ¢ jest rotacja w plaszczyznie
m1. Wezmy w = (1,1, —2) € m;. Obliczamy

w o p(w) (1,1,-2) 0 (=2,1,1) -3 1

sl ) = Lol T eve 6 2

Zatem £(w,p(w)) ma miare 37 lub —27. A poniewaz w X p(w) = | 1

—_ =S
|
[\
I

(3,3,3), wiec mamy do czynienia z rotacja o kat %W.

METODA II: A jest macierza obrotu o pewien kat «, zatem’ trA=1+2cosa ‘(poniewaz

§lad nie zalezy od wyboru bazy). Obliczamy trA = 0, skad 1+2cos a = 0. Czyli cosa = —2

2
jak powyzej.

Uwaga 9.5.37. Dokonujac obrotu zgodnie z regula prawej dtoni, nalezy wtasciwe wybraé
kat, tak by odpowiadatl wybranemu wersorowi osi obrotu. Jesli u to wersor osi obrotu, zas
w dowolny wektor, to wektory u, w x p(w) sa rownolegte. W szczegolnosci pokrywaja sie
(gdy maja ten sam zwrot) lub kat miedzy nimi ma miare 7 radianéw (gdy maja przeciwne
zwroty). Aby rozstrzygnaé, z ktorym przypadkiem mamy do czynienia, mozemy obliczy¢
iloczyn skalarny w o (w x ¢(w)). Wynik dodatni wskazuje ma kat 0 (i obrot przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara, tj. kat dodatni), zas wynik ujemny na kat 7 (i obrot przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara, tj. kat ujemny). Obrot w plaszezyznie zawierajacej w i p(w)
odbywa sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, jesli patrzymy tak, ze wektor w x p(w)
skierowany jest ku nam.
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Jak znalezé¢ macierz rotacji, gdy dane sg o$ i kat obrotu?

Twierdzenie 9.5.38 ( Formula Rodriguesa dla rotacji). Niech v bedzie dowolnym
wektorem w R?, za$ u wersorem wskazujacym o§ obrotu ¢ o kat 6 (zgodnie z regula prawej
dloni). Wowczas

o(v) =vcosl + (u x v)sinf + u(uov)(1 — cosh).

,,,,,, o(v),
(uxv)sin®

° |

B

= >
v, cosé Vi

<A

Formule Rodriguesa dla rotacji mozna réwniez zapisa¢ w postaci macierzowej. Niech u =
(Ug, Uy, Uz), 0 = (Ug, Uy, V). WoOWCZaS

gk
UX V= Uy Uy Uy | = (UyVs — Uy, UVp — UgUs, Ugly — Uyly) OTAZ
Uy Uy U,
Uy, — ULy 0 —u, Uy Uy
UV — UV, | = U 0 —u, Uy
UgVy — UyUy — Uy Uy, 0 UV,
0 —u, Uy
Przyjmujemy oznaczenie S, = Uy 0 —u, |. Wowczas u x v = S,vT oraz u x

—Uy Uy 0
(u x v) = 8,(S,0vT) = ST,
Ponadto zauwazmy, ze u(uov) = (vou)u = (vul )u = v(u'u) oraz u(uov) =v —v, =
v4u X (u X v).

Zatem| R,(0) = Icosf+ S, sinf+uu(l—cosh)|lub| R,(0) = I+ S, sinf+ S2(1—cosb).

Przyktad 9.5.39. Niech u = \%(1 1,1) oraz 6 = —7T Znajdziemy macierz R, (f).
1 1 11
Obliczamycosﬁz—%,sin@z\/?g, :l 1 1 1 1 % 1 11
1 1 11
0 -1 1]
oraz S’u:\/ig 1 0 —1|{.Stad
-1 1 0|
0 0] To 3] [3aa] qoo
R@=] 0 -5 O0|+| 2 0 —3|+]|3 3 35|=|100
o b3l b el LR Lo

—_
o
(3



Nasz rachunek mozemy sprawdzi¢ tutaj.

Przyktad 9.5.40. Macierz

—1 0 0 -1 00 1 0 0
0 cosaa —sina | = 010 0 cosa —sina
0 sina cosa 0 01 0 sina cosa

reprezentuje ztozenie rotacji o kat a wzgledem osi Ox (w plaszczyznie Oyz) z odbiciem
wzgledem plaszczyzny Oyz.
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