1 2 -2 -4
-1 _
ror=| 3 ][5 )

I
1
|
—
— N
| S |

BN

20 20 10
b= [0 5] {0 1H0 3]
pierwsza wspotrzedna x2
druga wspoétrzedna x3

c

przeksztatcenie wspotrzednych /2’ L

e1=(1,0)=-ci+c2=[-1,1]c od bazy standardowej
1 do bazy wektoréw wtasnych 4 3
CL o(e2) [
I I I “ I >
I I I »
=(0, 1 2C1+C 2 1 C1 C1

2= A

przeksztatcenie wspotrzednych
. ' od bazy wektoréw wiasnych
4+ Y N 4 do bazy standardowej

®(e2)=(2,1)

1 9(e))=(4,-1)

A

>
Fo>1
D .
T
<Y

8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie wartosci ztozenia endomorfizmu

Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech

¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne vy ..., v,

odpowiadajace wartosciom wlasnym Aq, ..., A\, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
v ..., rzestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N _

( ! n) b & CJkﬂ‘wL N(y(mf—orov Ly

¢
WC Sao o) Z@Mowmﬂ

M, (B,B) = PD'P~', gdzie P=Ps.c D=

o ]

Dowaod: Niech|A = M,(B,B)) D = M,(C,C) oraz P = Pg_,c. Wowczas A" = ( B)
oraz( D" = M,-(C,C). Ponadto|D = P~ TAP skad (A = PDP Loraz A" = (PDP ' =
(PAP*)( DP™)...(PDP™") = PD(P"P)D...(PP)DP~' = PD'P~T.

\ / roresy ﬂ“{;\i%mg &Do‘c Teangy

Przyktad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ 1 okresl ich krot- —
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie wlasne i . Y

oo A=V (3] MQ A
A 100 *

Y2 | A A 3 Cnglt )

> W AR : ?35/7() A

o ..o N»fr&?‘s 00 ... oA




%

'

<

A

wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wekto-
réow wlasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
Oblicz ¢'1(1,2,3).

0:R¥* =R  ory2)=@r—2y+2220+2z2,y+2—2)

4 -2 2
A= M,(B},B}) = 2 0 2
-1 11
4—t =2 2 4—t =2 2 4—t =2 0
xat)y=| 2 —t 2 |“E% 0 2-¢ 4—2 B 0 2-¢ -3t "M
-1 1 1-—¢ —1 1 1—1t -1 1 2—1
4—t 2—t 0
0 2—-t 6-—3t :(4—t)(2—t)2—3(2—t)2:
—1 0 2—1
Specp = =LA =2}, ki =1,k =2, 1§dimE2§2 ,
© bedzie dlagonahzowalny, jesli dim E—ﬁ = kg X ?
2 -2 2 g
dmFEy=3—-r(A—-2[)=3—-r 2 =2 2| =3-1=2, -
b2 - g2 111 — TN el
zatem ¢ jest dlagonahzowalny oir Gon AJ/H/ULI ‘
Wyznaczymy baze zlozong z wektoréw wlasnych. Rozwazmy A\, = 1.
T 0 3 =2 2 x 0
A-D|ly|=]10| <« 2 -1 2 y|=10
z 0 -1 10 z 0
3 -2 20 ] 1 =1 010 1 -1 010
2 -1 20| = |3 —2 20| 2210 120
-1 1.0/0 | 2 —1 20| ™™ o 1 20
yx+2z :8 =lr=y=—-2z,2€R C/\
Ey ={(—22,-22,2): ZER}—]IH{/_—/E_D_L_
Rozwazmy Ay = 2.
T 0 2 =2 2 T 0
A=-20)|y |=|0| < 2 -2 2 y|=10
z 0 -1 1 -1 z 0
—zr+y—2=0=z2=y—z,z,yeR o, Cn

Ey ={(z,y,y—2x): z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1)}
Baza Wemmsnych C= (0 =(-2-21),6:=(1,0,-1),65 = (0,1,1))

! 0 2 10
D=M,C,C)=|0 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs_c = 210 0|1
1 1 \1

00 F}
Obliczymy ¢'°(1,2,3) na dwa rézne sposoby.
METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a,b, ]c.
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1 a a 1 \ X ><
Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P71| 2 |.
3

c c 3
1 -1 1 ‘ )
Obliczamy P~' = | 3 —2 2 | oraz v = [2,5,6]c. ?yl \< - )&
o) 2 1 2 ) ‘
M p 1 0 o07[2
\% N DlOl 5 — O 2101 0 5 _
\ 6 0 029 | |6

90101 (’U) [27 5. 2101, 6 - 2101 — 2,{1 +5- 210102 +6- 2101@3 —

= (—4+5-2101 4 —6.2101 24 2101) DZ V\\Q (/(/ \C)

METODA II: Obliczamy
1 1 —2 1 0 0 1 -1 1 1

10
@ 2 | mpPDYpP1t 2| =]-2 01 0 210 0 3 =2 2 2| =
3 3 1 -1 1 0 0 2101 2 -1 2 3

3.200_9 9_2l2 9l02_97 ] —4 452101
2102 _ 9 9_ 9101 9102_o | | o | — | _4_§.210!
1 —9olor  _q 4 gt01 1 3 9 4 olot

Relacje rekurencyjne

Niech K =R lub K = C.

Definicja 8.3.3. Niech (a,,)nen bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco

1)  ay=ry,aa=r9,...,a =71y, gdzie ri, o, ..., € K, k> 1.

i)  an=pian_1+pean_—o+ ...+ pran_x, gdzie p1,po,...,pp € K, pp #0,n>k+ 1.
Rownanie ii) nazywamy jednorodng liniowq relacjg rekurencyjng rzedu k, zas rownania i)
nazywamy warunkami poczgtkowymsi rekurencyi.

Niech X, = [, Gn_1,- .., an_pi1]". Wowcezas powyzszy uktad réwnan mozna zapisaé
w postaci

/A
) Ry — a1
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F

R

A Aoz
Zauwazmy, ze X, = A,J\Xn_l AlX, o =A}X, 3=.

Ap—2

L Ap—k+1 ]

OBSERWACJA: Aby znalezé wzor ogélny a,,, nalezy wyznaczy¢ potege macierzy Ay.
Jesli Ay jest diagonalizowalna, mozemy wykorzysta¢ metode z poprzedniego przyktadu.

\ Na mocy powyzszego twierdzenia

Przyklad 8.3.4. Znajdziemy n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie a; = 0,as = 8,

Ay = 2051 + 3Cp_s. - 9o 2.
" 2 -2 2 L
. an | n—1 | | 2 3 8
Otrzymujemy uktad [ a ] = [ @ ] = [ 10 0 }

Diagonalizujemy macierz A; = [

Obliczamy det(Ay — ¢1) :‘ QIt _?’t ':t2—2t—3: (t—=3)(t+1).

Spec(As) = {—1,3} widmo proste, macierz diagonalizowalna
Wybieramy baze wektorow wtasnych. Rozwazmy A\ = —1.

e[ [

0zZwazmy Ay =

w-an ] =[ 71 2][]=[0) e

cn-{
Macierz diagonalizujaca to P = [ _1 i) ] . Stad J) L
n— ’ n—2 ‘P —
Can D _[237"7°[8]_ 3721 01 3}T8}_
a1 | |10 0| 11 0 3 1 1] 0]
| -1 3 (=1)"2 0 113 81 C 2-(=1)"42-3"1
- 11 0 3n=2 | 4 11 0 |2-(=1)~t+2.3"2

Zatem a, = 2- (—1)" 423",
— J
8.4 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie 8.4.1 (Cayleya-Hamiltona). Kazda macierz kwadratowa nad ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych spetnia swoje rownanie charakterystyczne. 7
(7\’4)(% *5)

Przyklad 8.4.2. Niech A = [

Sprawdzimy to rachunkiem.

R EE S}W{; ]-10 8]
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cc(h) = 1Y Al/ﬁ 2a-3%7 =0
/>< {SYM (n) # Ak A#0 /AAj_g 4% D,

Whiosek 8.4.3. Niech A € M, (K), gdzie K = lu K C, n € N, n > 2. Niech
XA(t) = cat™ + ey 1%L .+ c1t + ¢ bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy
A. " ™)
CA AT v Can At boorc, A
, : % +\Cso
i) Jesli A jest odwracalna, to wowczas
Al = _%(ann—l + CnflAn_Q + ...+ eA+ 01[) Ab

11) A" = —CL(Cn_lAn_l 4+ ...+ ClA + Cg])
iii) Dowolng catkowita potege macierzy stopnia n mozna zapisa¢ w postaci wielomianu
macierzy stopnia co najwyzej n — 1.

Przyklad 8.4.4. Dana jest macierz A = [ L4 } € Ms(R). Korzystajac z twierdzenia

2 3
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy macierz odwrotng A1 A’ 1 = ?
WCEIZ j(lest (t)dwrzcalna Jitlomn . ohwr
xa(t) = det(A —tI) = ; =t —4t-5 = A2 4A— I=0

ATHA—4AS]) = AAT5AT =0 = A ! gA al) {g ZD

el

5 2 -1
0 2 6
Przyklad 8.4.5. Dana jest macierz B = 2 —8 —26 | € M3(R). Korzystajac z
-2 2 8
twierdzenia Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy BY.
—t 2 6 —t42 0 —2+4+1
Obliczamy y5(t) + det(B—tl) = | 2 —8—t —26 | "™ o -t —18—¢
-2 2 8—1t -2 2 88—t
—t+ 2 0 —2+4+1 —t+4+2 0 -2+t
2Rl —6—t 2 |"E"] 0 —6-t 2 |=
—2 2 2 — —1 2 0
=(2—1)(6+1t)t —4t(2 1) zs—ti” +4t. A
Na mocy twierdzenia Cayleya- amiltonak?‘(3 = 4B, skad
474 0 2 6
2 -8 —26
—2 2 8

URN -'

Przyklad 8.4.6. Dana jest macierz C' =
0
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy, C° + C® oraz 050 (>é 0 “, > CA ’K>

] € My(R). Korzystajac z tw1erdzen1a

Oznaczmy p(t) = t5+t3. Obliczamy y¢(t) = (1—t)%. Dzielimy wielomian p przez wielomian
Xc (na ogol z reszta). Zatem istnieja wielomiany ¢;, 7 takie ze p(t) = q1(t)xc(t) + r1(t)
oraz deg(ry) < deg(xc¢). Wykonujac dzielenie, otrzymujemy ¢, (t) = t3+2t2+4t+6, r(t) =

104 & bt > /J& *2{ J/L]J(ﬁ/
- ?%‘5/



?( )chb Ww&
p(C)=(SH+C”

Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona

~ o 1(0)—1-7“1(0)1”1(0)80—6]8[1 1}—6{1 0]

T3 sL2/ 45 5L/ AAAMAA 0 1

JOznaczm/w(t) = 150, Istnieja wielomi 9,79 takie z'elw(t) = q(t)xcl(t
deg(r2) < deg(xc) = 2. Oznaczmy|r2(t) = at + b, la,b € R. Rozniczkujac obustronnie
() '

/

otrzymujemy w'(t) = ¢4(t)xc(t) + ¢2(T)x(t) + 5(f). Do uk
0 = ()1 —t) +at+b ”
5069 = gt )( )2 = 2,()(1 — ) + a podstawiamy ¢ = 1.
Stad { 50— 4 . Zatem ro(t) = 50t — 49 oraz C*Y = 50C — 49] = [ 0 1 ]
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 TIloczyn skalarny i norma /

@

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V X V — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

) Vu,v,w €V Va,B €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v,w), Q’“,‘ oL A N A

i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u), /5\9 ”“C/Mﬂ\) f'{,gfuy;;’ 20 1T
i) VYoeV s(v,o) >0 A s(v,v) =0<v=0y.

Pare (V,s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana sym-

bolem E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v). ( (M U )
Przyklad 9.1.2. Ponizsze funkcje sg iloczynami sk&ﬁarnymi. (/U //\)J )
1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R” x R" — R taka, ze M /(U>
Vu=(1,...,2),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3"" @y =191 + ... + Ty

Przestrzen euklidesows (R”, o) oznaczamy symbolem E”. - T </1/| ‘fU/>

—————

9) = [0 f(x)g(x)da

Calka oznaczona ma wlasnosé liniowosci. Ponadto fa f2(x)dr > 0, bowiem f2(z) >0
i catka oznaczona zachowuje nieréwnosé staba.

2) V=_C(a,b],R), (,.):VxV >R, VfgeV

3) V=R (,) : Ru[2] X Ry[z] — R, d\»(\m \R,mwl 7\
Vp,a €V (pq) = Zl oP(%)Q(%) gdzie xog < 1 < ... < z, liczby ustalone

Rozwazmy Rs[z] z 1loczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1).

Wowezas (p.p) Slp(~DI? + [p(O)? + p() 0.
Jesli (p,p) =0, to oczyw1sc1e p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest

wielomianem zerowym.

106



Niech p(x) = ap + a1x + ... + a,2™. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zg) = p(z1) =

1 xy af ... ag 0
() — 0. skad of _ 1z a3 ... a} a 0 N
... = p(z,) = 0, skad otrzymujemy . =1 .1
. : : M\J\/OZ/\ )
1 oz, 22 ... 2" an 0 ‘

nacznik glowny I tego ukladu, to wyznacznik macierzy Vandermonde’a. \&/
= W bowiem x; # x; dla i # j. Zatem jest to uktad oznaczony Qﬁk N0
jednorodny; jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a1 = ... = a, = 0, co oznacza, ze p jest \ U

wielomianem zerowym.

A
4)V = Mpn(R), () men(R>Tx Mpxn(R) — R, N gr\Jr)oU g(@ (0 :

Na mocy twierdzenia 3.1.14, méwiacego o wlasnosciach sladu macierzy, mozna wy-
wnioskowaé, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),

a/l‘r'n FOLJ 0 66 f
ii) Yoe V. s(v,0y) =0,

N4
J‘m@@ zrwﬂtnnc‘

2
i) Vu,v e V s(u,v)l < s(u,u) - s(v,v)  nieréwnosé Schwarza

Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkeje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki:

T
) YoeV |v]|>0 A ||]|=0%v=0y, _ ’R ((U/
i) Vve V. VaeR ||av\|:|ammcm ~ ZR v “

iii) Yu,v € Vo |lu+o|] < |[ul] + ||v]]- tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy
Przestrzeniq unormowandg.

——

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V) s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s :

V — R dane wzorem i — s
(W= W el

jest norma w przestrzeni V. Méwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

s(v,v)

Przyklad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E", tj. R" ze standardowym iloczynem skalar-

nym. Dla z = (z1,29,...,7,) mamy ||z|] = /2?+ 23 + ...+ 22. Jest to tzw. norma
euklidesowa w R™.

Whiosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana. w y Y/ ’l '13
W=
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktérego dtugosé jest rowna
1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormo-
waé, tj. znalezé¢ wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem ||0]| = Al = % llv]| = 1.

HvH
Miara kata miedzy wektorami

W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata midey niezerowymi wekto-
rami. Na mocy(nieréwnosci Schwa@dla de

.. h u,v e V.
w0l < Vw0 Tos0) - - T :» )
Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzieé¢ m jakocosinus jednoznacznie okreslonego kata
a € [0, 7].|Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a.. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem

N~

{u, v)

[l loll”

{u, v)

£ (u,v) = arccos .
’ [lul[ - []]]

cos 4L (u,v)|=

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jest nieokreslony.
i B

Przyklad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R [z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(x) = 2,v(z) =5 — z.

(u,v) = u(0)v(0) +u(l)v(l) =2-5+2-4=18
lull = V/(u,w) = [u(0)2 + [ = V22 + 22 = 2v/2
vl = Vv, v) = VO + ()] = V52 + 42 = V4L

S

4 (u,v) = arccos 5 ST arccos\/igf2
Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn ska-
larny jest réwny zero. Piszemy wowczas u L v. -

R
ii) Uklad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,j€{1,2,...,n} 1#£ ] :><Ui,l)j>:0.

ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonal-
nym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

WEZPIYAY,

vi,j€{1,2,7. . n} <vi,vj>={(f | jfﬁ

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.

> =
M@O‘V/O
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v

An o< Lsink opel

DI Sogat™

Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R),(.,.)), gdzie (f,g)

{ f f(z)g(x)dx. rSprawdmmy, czy wektory f(x) = sinx, g(x) = cos x sa ortogonalne /ortonormalne.

(f,9) = [T sinzcosazdr =3 [7_sin 2%&?[_% o

C
. )= IfI? = [T sin?ade = [T 1=eos20 gy — [‘%x_i -

Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.
‘ v & /’_/\? © (+0 nomiit i,

Yuw -
W
Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas A

3}
[\
il
w |
5:1
o
Hm»—
[ P
|
[ ——
3
i
<3
=
~
D

Vu,o €V u v & |lu+v|)? = lul]* + ||v]|*

Dowdd. [Ju + |2 = (u+v,u+v) = (u,u) + 20w, v) + (v,0) “L=|[ul]? + ]2 O (Cﬁb%

Twierdzenie 9.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo

niezalezny. WQO{ LJeN0roU O thog ondw \/

Wniosek 9.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogo-
nalny nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (orto-
normalnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyktlad 9.2.9. W przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogo-
nalng jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...,¢e, = (0,0,...,1). e \A\L

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej \ ) - C
polrze g j o ar= qﬂﬂ1$
MOTYWACJA: Przestrzeri E? A o7
A~ N N o - 0 =

baza ortogonalna Bj = (i = (1,0,0),5 = (0,1,0),k = (O 0,1)) (\.5/ L - /l (\f d
Dla dowolnego wektora v = (vg, vy, v,) mamy|v, = v o z Uy =0 o], V, =0VO0 k. )
Z dokladnoscig do znaku skalary v, vy, v, to dlugosm rzutow ortogonalnych wektora v na /\f 4 \(/ = 3
osie Ox, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v, - i LUy - ] v, - k. to rzuty ortogonalne wektora

S BrAR — /P

v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, bo, ... ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni eu-  ——
klidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [ay, g, . . ., a0y ] 5. WOWCzaS Mw

A \VU\/%) 0
Vie{l,2,...,
uaﬁo“%d nC
Ponadto N \OM

b (b)) (b (b (b (w,b)

B e | Ocrogenet e
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Whniosek 9.2.11. Jesli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklideso-
wej (V. (.,.)) oraz V 3 v = [aq, g, . .., )3, tO WOWCZAS

Vie{1,2,....,n} a;=(v,b)

oraz
Vu,w e Vo (u,w) = u, b)) w, by) + (u, be)(w, by) + ... +H (u, b,) w, by).
Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 9.2.10 przyjaé ||b;|| = 1. O

Whniosek 9.2.12. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ay,q9,..., ]|, w = [B1,Pa, ..., Pn]s. WoOwczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 181 + @efs . .. + a,f,.

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (O, aibi, yiny Bibs) = D70 «ifj(bi, by) réwna sig

S aif; wtedy i tylko wedy, gdy <bi,bj>:{(f A=

9.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V] (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {b1,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by,...b,} =lin{cy,...cn}

Whiosek 9.3.2. i) Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od {0}
ma baze ortogonalng i ortonormalng.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupekié do bazy ortonormalne;j.
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyktad 9.3.3. Rozwazmy przestrzeri E3, tj. R® ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Dana jest baza B = (b1 = (1,-2,0),b = (5,5,1),b3 = (5,4, 4)) przestrzeni R3.
Dokonamy ortogonalizacji bazy B.

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢q, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := by = (1, —-2,0). Wowczas oczywiscie lin{c; } = lin{b }.
II KROK: Aby zagwarantowaé, ze lin{cy,co} = lin{by, by}, poszukujemy ¢y w_postaci

cy = by dla pewnego a € R. Dobierzemy a w taki Sposob, by/cs o ¢; = 0. / 2~
Obliczanty 30 ¢; = (by + awcy) oy = by oc “(c100¢1). 0 O
Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyjac @ = —%. , 67

#°

W naszym przykladzie 0 = by o ¢; + o - ) = (5,5,1) 0 (1,-2,0) +gz - (1,-2[0) o
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O (=) =, 4CCy = bydlce

1

CA = &C/’—\\\\\\~———~——~’///
(1,—-2,0) = =5+ ba, skad a = 1. Zatem ¢ = by + c1 = (6,3, 1).
e —

IIT KROK: Aby zagwarantowad, ze lin{cy, o4 = lin{by, b, b3}, poszukujemy c3 w po-
; dla pewnych (1, B2 € R. Do 1erzemy b1, P2 w taki sposob, by

[4.) O
Mamy /B OCl = b3001+ C1 OCl +/82 CQOCl) = b3001 +51||Cl||2
skad 5, = ﬁioﬁé Analoglczn O = 03 0Cy = 4@ ocy =bgoca+ fi(croc)+
° W\
Ba(c2 0\)02) = b3 0 3 + Bl %, ﬁ;ﬁzz @)

Negl®
W naszym przyktadzie

0= b3061+51HC1H = (5,4,4)O(l,—2,0)+/81(1+4+0) = —3+5ﬂ1 \
0:b3062+62||03|7|2: (5,4,4)0(6,3,1)+52(36+9+1) :46+46ﬂ2 .

atem ¢ = by + 201 — o = (5,4,4) + 2(1,=2,0) — (6,3,1) = (-%,-1,3). |
C=(c1=(1,-2,0),c0=(6,3,1),¢3 = (—%, —%,3)) jest bazg ortogonaln@ A

Poniewaz ||c1|| = V5, ||ca|| = V46, ||cs|| = /42, zatem baza ortonormalna jest

—— s

— _ C1 _ 1 _ Cc2 _ 1 _ Cc3 _ 5 1
= 01—m—75‘(1,—2a0)70/2—m—\/_4*6‘(6,3,1)705—m—\/E‘(—ga—ga?)))‘
-/ -

Whniosek 9.3.4. Jedli B = <b1,b2, e ,bn) jest dowolna baza przestrzeni euklidesowe; /\

(V,{.,.)), to wowczas ciag wektoréw C = (c1, ¢, . .. ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalng tej przestrzeni.

(b2, 1)

<b37 Cl> <b37 02> = <bn> Ci>
[lea|]?

c1— Cy Cp = b, —
e [[? [lea[? R e 1S

C1 = bl Cy = bg— C3 = b3— C;

{an Mcj/ﬁ'uj(z !/l/on n M
Przyktad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Rq[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+ d”y
M —|—\p(1)q(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, x, :132).

Niech by = 1,by = x,bs = 2% Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem

Gr D7 hol =11+ 1AL T 240 oy - A

Niech C = (¢4, €9, 03) 0zZnacza poszuklwan@ baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = 1. @o/\ 3 bw kcfl CT/) . >
. ' Q'A“ \ C g C L\ (Cn» v
IT KROK: Poszukujemy CQJ‘ZW)Q + acy, a € R. Dobierzmy « tak, by ¢y 0¢; = 0.4

ib 1czamy 0 = cgocy = (botacy)ocy = byoci+a-(ciocy) = (—1-140-1+1-1)+a(14+1+1) =
Skad o = 0. Zatem ‘

e | A ol 4/1\/]
(Mogl%émy to %auwaZ¥é wezesniej.) O 2 ) C
L
ITT KROK: Poszukujemy c3 w postaci 03 @cl —i— f2, b1, B2 € R. Doblerzmy 51, B2
tak, by ¢z 0 ¢; = 0 oraz c3 0 ¢y = 0. C ‘Lc ( \0 %A
Q/W\ 4 /Q/\ 4% L\o W uu

O/\ /M/% 55
okl Ch |

>

7f\< /"_LKOL



o bsren
b T T
f GE W)+l AN

Mamy 0 :\ c30C; % (b3 ‘Cl+/8262);301 = bgoc1+ 1 (1
(1-140-T+T-1)+ p1 - 3, Sk@

bsocy+ Ballca] 2= (1-(=1)+0-0+1-1)4 3, (( 02 + 12) = 20, sk@d&jo\.J

Zatem C3 = b3—261*$2—§.
T S Rl
C:(cl—lcg—x c3 =% —

Z () Za, €2 .

HclH =VI+1+1=13 el —\/_1+_?_o+1_f les|| = (/3 + 2+ 1 =8

Bazw\%nq jest uktad wektorow
¢ ; 0

C = <C1 Hcill :{ ) HCQII l—x chy = CS — 26(332 _ %) — 7%2 _ ?6> {\me N OWR

winN

) jest baza ortogonalna.

N\

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.6. Niech u,, . . ., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni AR~ b
E". Niech A € M,,«n(R) Mderza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspotrzedne — A\ PD
wektorow wuq, . .., u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas s jac_operacje ele- L J
mentarne na wierszach (bez zmiany kolejnoéci!)T macierzmwg@mm /j\
Mi G \A']m jest macierzg tr\éuWektory A~ Aot
wierszowe tak otrzymanej macierzy A" € M,,«,(R) sa ortogonalne w E". N oleow~

Przyktlad 9.3.7. Stosujac metode macierzowsa, zortogonalizujemy uktad wektorow by =
(1,-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.

1 20 a0
Uklad ten jest liniowo niezalezny, bowiem | 5 5 1 | =46 # 0. wubdoiro?”
5 4 4 -
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 104+ 0 = —5 # 0. /b(%\
1 5 5 b A1
_(2) ? j 5 -5 —3 NG
T __
e A S
5 5 1|-5 51 49 N el 'W?anm J,
504 4[=3 49 57, g Lol yn© 0
5 -5 —3|-1 2 0 5 -5 —3|-1 2 0
[AAT|A = | =5 51 49| 5 5 1 | 2™, |0 46 46| 6 3 1 | &=
—3 49 57| 5 4 4| wtiw |0 46 2| B L 4
5 =5 —3|-1 2 0 Ch
0 46 46| 6 3 1 ¢t
0 0 )2 43 ¢S

Uktad ortogonalny ¢; = (1, —2,0),cp = (6,3,1), ¢35 = (—2 = —4 5, 3).

Jesli nie uzywalis$my operacji a-w;, to na przekatnej ma01erzy G otrzymujemy ||c1 2, [|c2||?, ]3| |2
Zatem||61||:\/5,||02||:\/46,||63||:\}%- -
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9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym podzbiorem.

Definicja 9.4.1. Zbior S* := {v € V : Vz € S (v,z) = 0} nazywamy dopelnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbior S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 9.4.2. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznig liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni
V. (L‘?”‘ Lo SYand. gl skadar mj>
Przyktad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie Wektory v ortogonalne do

Pr: . S
(1,0,1,0) OCM\) — ‘ U\\O,/MO)” (x\m%\&)g

Niech v = (z,vy, 2,t) € R". Wowczas ulv e uov=0 <« r+2=0. Zatem
v=(x,y,—x,t)oraz {u}*+ = {(x,y,—x,t) : z,y,t € R} =1in{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.
P Ve T

AN s ~)
Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Jesli w € U+, to
P . . . .. ——
mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {by, ..., by}
bazg tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V'

wlU<sVie{l,2,....k} wLlb

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U, u = [y, . .., a,|p mamy
(wyu) = o (w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Rl )it \j

. . 1
Przyklad 9.4.6. Rozwazmy V = Rﬁx] z 1loczyne$\_lvalimﬂ (p,q) = J, MCZ%

podprzestrzen U = Ry[z] oraz w = 622 — 62 + 1. Czy\w L U?
N = O W
wlU=Riz]=lin{l,z} wllAwlx
(w, 1) = f01(6x2 — 62+ 1)dz = 22% — 32% + ac|(1J =0
(w, ) = f01(6x3 — 62? + x)dz = 32t — 22° + %IQ}; =0 Zatemw LU.
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Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprze-
strzeniami liniowymi. Wéwczas:

i) Uy c U, = U C UL, (\Lﬂ/bgﬂy
1 1 - b
i) U+ = (1), e =L b
iii) U c (U4)*.
Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem
e

]
VUEVW(’U)ﬁ@ gdzie |v—u L U, /

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjq ortogonalng na podprzestrzeni U. Ob-
raz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U. Y (\f ﬂ\) ;<(od ( )

L ﬁw Qw1

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

v )

i) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = 7(v) =

[ala Qg ... 70%]37 gdZie
(by,by) (b bo) .. (b, be) ]| o (v, b1)
(ba,br) (ba,ba) .. (babe) | | @2 | _ | (vib) 0
<bkab1> <bk7b2> s <bk7bk> Qg <’U,bk>
i) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest baza ortogonalng podprzestrzeni U, wowczas
(—\)/ (v, b1) (v, by) (v, by)
At u=m(v b + by + ...+ =L
g \© ) \ L= [ [lbel2 "
AN
v 2"
N 1 114
W
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o0

e M“@j
M‘“/\)W\ou = \/ (O\Ok = o \90 N

\

_0 Macierz (b2, b1) (b2, b2} - {2, i) wystepujacg w powyzszy
<bkab1> <bkab2> ... <bk7bk>
Wamy macie rama torow (bl, bay. .. bk).

RY WS ) a=na) 56

iii) Jesli B = (by,b,...,bk) jest bazg ortonormalng podprzestrzeni U, wowczas HL HZ‘ /}
\//\ L/\ °(\UL’L oA (”L | |

N= V- (\kl ‘ u=m(v) = (v,b1)by + (v,b2)by + ... + (v, by)by.

U\; ‘Lm Q"" \»\\ow\ - //‘\\?10\ - - v

/ Y
R (br,b) (buba) .. (by,by) e W= <u \0/\7\0 KU SQJ ~

Whiosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, ba, ..., bk) bedzie baza ortonormalng podprzestrzeni U, zas A €
M, «(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest
reprezentacja macierzowa projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U. —

W
s tand ol skats v
Przyktad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora

v =(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.
[ P N

Zauwazmy, ze B := (b1, ba) jest baza U, bowiem 7“ 30

21 12]

¢ METODA I

W/UU—WU @@wLbl— ,\(1,2\/\71&_62!— 1,1,-3,0) M//Z
g ueU, zatem 1stnlejada p € R takie, ze u = « +Bb2 Wowc ’

w—(l,l,l,() —a2,1,1,2 1—2a —a—0,1—a+38,—2a) L=
/\ 7/ //?

Otrzymujemy ukltad dwoch rownan ?7

0:<w,bl>:(1—204—6,1—04—6,1—a—l—35,—2a)o(2,1?2)—4—10&, =2
0= (wby)=(1—-20—pB1—a—p81—a+38 —2a)o(l,1,—3,0)=—1—118

_Lb_(ézzé)_(iiﬁo>_(@££é) W\
1172 — \5°5°575 11°11° 110 ) — \55755755° 5

METODA Hk&ﬂw z Pu

Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.

Istotni =(2,1,1,2) 0 (1,1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 9.2.10 mamy
U= Ale (v, b;) = (u,b;), zatem u = [ﬁgfﬁg, qu’mbflg] Obliczamy
(v,b1) = (1, 17T,0)0(2,1,1,2) =4, (v,by) = (1,1,1,0)0(1,1,-3,0) = —1 oraz Hb1H2 =10,

by||? = 11. Stad u = [o, 8] 5.

102 ] ! [, Bls.__

UWAGA: Gdyby baza B := (by, bs) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzystaé¢ znaleziona baze orto-
gonalna C := (¢y, ¢2).
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L1 NOF- \
9) TS m@\ 3/3\

METODA III
Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech lg’ = {1b’1, by}, gdzie
_ b 1 | : _ | vio vo :
by = o = 75(2,1,1,2), 0, = T = 7(1,1,-3,0). Niech A = ‘/E {_1§ . Macie-
e s \/2E V11
- 27 16 4 27 L - ’
%5 % B 5 Ea NN 9 o
6 21 —19 1 17
55 110 110 5 55
rza projekcji jest AAT = . Stad AAT]
-4 —19 101 1 37
= | % To 10 5 55 5K o
2 1 2 4
L 5 5 5 L 5
A

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzeni E3 i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢, ¢3) bedzie szukana
baza ortogonalna.

KROK I - Qm LY

KROK II: ¢ o
Cy = b2 C1 7 - ﬂ-hn{cl}<b1) A

\%\m)Ni U

- = i > —

KROK IIT: w*@"i’{c \j mﬂcmﬁ

<b3a Cl) <b37 02>
C3 1= b3 - 1 — Co = b3 Tin{cy (b ) — Tlin{cs (bB) = b3 — Tin{c1,co (biﬂ)
flea 27 Tlel? o - o

— A

oun - QM) N A ﬁm{écb




9.5 Macierze O%gona ne i izometrie liniowe Q/&
‘ n
3 1 1 &P

Przyklad 9.5.1. | 6 5 4 0]l =16 /{. K{ (/U ) = ?
0 89 0 0
Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dlugosé v/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R”™ za pomocg macierzy przej$cia mozemy zmie-
ni¢ ich dtugos$¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktore pozostawia
owyzsze wielkosci niezmienione.
powy bivadratos~

Deﬁmqa 9.5.2.
jesli A’A ATA

-1 2 2

Przyklad 9.5.3. Macierz A = % 2 —1 2 | jest ortogonalna.

2 2 —1

/\/ ]
Twierdzenie 9.5.4. Zbioér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dziatas ="' >— D
niem mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy sym-
bolem O(n).
Wniosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego w R™). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe

« P‘\\‘\ ~ dla kolumn.

\}\5&)\ iii) Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesows. Niech B, B’ to dwie bazy ortonor-
\ malne tej przestrzeni. Wowczas macierz przejécia Pg_.p jest macierza ortogonalna.
¢ I odwrotnie, dowolna macierz ortogonalna jest macierza przej$cia miedzy dwiema

bazami ortonormalnymi. M/ A - ?J
Dowdd. i) Wynika to z réwnoéc@ detl, = det(AAT) = (detA)?. |0

— —

Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa, skoniczenie wymiarowa. Rozpatrujemy

norme zadang przez iloczyn skalarny.
Crdommo rj Yz
Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy

—_—
i) ortogonalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest
macierza ortogonalna, —_

ii) izometrig liniowgq, jesli zachowuje on odlegtosé, tzn. spetiony jest warunek

d/ N Vu,v €V () — ()] = [|u—v]].
\2o o 0

A4~ on C
2.
o4 117




Ulo 97y A ?/ % AN

a ot RV [~
Ngﬂro9 /\\i/a)rﬂ/‘m ©(+oqmdncv{ Gﬁu7ﬁ/02ﬂ'fftx ﬁD f\/w\)(/lc\ ot Hoqenaln4
Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza
ortogonalng, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalne;j d/&{u? /)
przestrzeni V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze Wmi@—

dzy dwiema bazami ortonormalnymi jest macierza ortogonalna oraz z faktu, ze macierze |
ortogonalne tworza grupe. Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowa- ? o4 Wl ongln §
nie liniowe, ktore przeprowadza pewna (kazda) baze ortonormalna przestrzeni V' na baze

ortonormalna.

Uwaga 9.5.7. Niech ¢ € End(V) bedzie izometria liniowa. Wowczas

i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem. Sl |
- R kvr (advo {oY W2
i) Speely) € (1.1} e ey g (9)=0
N € M&/L{ /
Twierdzenie 9.5.8. Niech ¢ € End(V). Nastepujace warunki sa rownowazne.

O= |01 =ity (vl

i jest izometrig liniowa.

1) ¢

ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yv € V' ||¢(v)|]| = ||v]|.

iii) ¢ zachowuje iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V' (u,v) = {p(u), p(v)). \)J/
)

iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym U{A&@tat @(A«aaqu\ﬁ/twv Ny 2@

verentu ‘ q Utonngh¢ K/tvwok/e

Whiosek 9.5.9. Izometrie liniowe zachowujq kgty tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u
i v wynosi «, to kat pomiedzy wektorami ¢(u) i p(v) rowniez wynosi a.

Przyktad 9.5.10. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomor-

fizm ¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometria liniowa?
N\_/\—f'\/\—"/

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny.

Wyznaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

Otrzymujemy A = [ _(1] 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.
—_—— N
v, | =10 -1 1| 1 -1
AA_[11 01" 1 2]7!

—
Zatem ¢ nie jest izometrig liniowa.

Uwaga 9.5.11. Jedli rozpatrujemy niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie
musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanonicznej.
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Izometrie liniowe przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym
e

Jesli v = (vg, vy,v,) jest wektorem w R?, to symbolem v” oznaczamy odpowiadajacy
v, —
mu wektor kolumnowy | v, |.
v,
n=1
¢ : R — R jest linowe, zatem p(z) =|az, g € R
¢ jest izometria, zatem |z| = |ax| = |a] - |x| oraz a
Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢, = idg, czyli g1(x) = = oraz ¢, takie, ze po(x) =
_x‘ — —_—J
Vil — v/
n=2

Orientacja plaszczyzny

Jesli obroét osi Ox dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia
Oy odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to méwimy, ze uktad
jest prawoskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
to lewoskretny. O plaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze
zostata zorientowana.

Ay k=

VRN N

»

y

=<V

uktad prawoskretny uktad lewoskretny

Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia ¢ : R®> — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie

standardowej A = [ c; ; } € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA =

+1, 9y N YA\ achh A

e 10 T a blla c a® 4+ b @b¥cd — [
p— p— p— p— Q
7 réwnosci 1 [O 1} AT A [cd}[bd} @‘c—i—cﬁ L v)

—

a’?+b =1 CC 0{)
¢ (oo 4 L%
otrzymujemy uklad réwnan { ¢ +d? =1 HEe w’ﬁm\/ :
abted=0" ACHEd-D o sa do h. |
Punkty (a,b), (c,d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat «, '

ze a = cos a oraz b = sin . Wowczas na mocy warunku ortogonalnosci ab+-ed—0 mamy,

L ] ACtbd =0
N 119 )
T~ QJ'QIZJ?N oL P w (ﬁé)o (0 _
a »c(ﬂnji\/\m “0"/‘ } /0{) D,

\



! S o, = LA b =g )
. 2
b G A
Z cos (5 + ) —sma sin ( = cosa lub tez cos (31 + @) = sina,
d=sin (37 +a) = —Cosa Po mowumc

cosa —sina a — cos o sin v a b
A= [ sin «v cosoz] [ b a] wb A= [ sin «v —cosoz] o [ b —a ] :
/(\/L '77/2/&\

1) W pierwszym przypadku detA =a? + b*> = 1. Niech v = (z,y) = (rcos 3, rsin j3).

o LT

Obliczamy ¢(v). ==

A{x] _ [cosoz —sin «

cos o cos f — sin asin 3
Y sina cosa |

sin v cos 3 + cos asin 3

Mamy do czynienia z rotacjq (obratent] o kgt o wokot punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli
kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R,

lub R(«).

Macierzg obrotu w klerunku zgodnym z ruchem wskazowek

zegara (obrotu o kat — deZle
%WA//( @ cosa  sina
\ - —sina cosa |
A/ =
Zauwazmyjeszcze ze det(A—tI) = (a—t)*+b*i Spec(A) = @.
Macierz A nie jest dlagonahzowalna. Ponadto rotacja nie zmienia ortentacyi uktadu wspolt-

rzednych.

=¥

STo 7

Uwaga 9.5.12. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzed-
nych i obracaliémy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdybys$my zmienili
uktad na lewoskretny, ruch odbywatby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Woéwcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrot osi o ten sam kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazéwkami zegara).

Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.

potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspotrzedne.
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