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TEMAT: Przestrzenie unitarne

10.1 Definicja przestrzeni unitarnej i podstawowe własności

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, ·) będzie przestrzenią liniową.
Dla dowolnego z ∈ C, jeśi z = x+ iy, x, y,∈ R, to wówczas z = x− iy.

Definicja 10.1.1. Funkcję s : V × V ! C nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
hermitowskim), jeżeli spełnia ona następujące warunki:

i) ∀u, v, w ∈ V ∀α, β ∈ R s(αu+ βv, w) = αs(u, w) + βs(v, w),

ii) ∀u, v ∈ V s(u, v) = s(v, u),

ii) ∀v ∈ V s(v, v) ≥ 0 ∧ s(v, v) = 0 ⇔ v = 0V .

Parę (V, s) nazywamy wówczas przestrzenią unitarną. Zamiast s(u, v) będziemy rów-
nież pisać ⟨u, v⟩.

Uwaga 10.1.2. i) ∀v ∈ V s(v, v) ∈ R, zatem warunek s(v, v) ≥ 0 ma sens.

ii) Każda przestrzeń euklidesowa jest przestrzenią unitarną.

Twierdzenie 10.1.3. Niech (V, s) będzie przestrzenią unitarną. Wówczas

i) ∀u, v, w ∈ V s(u, v + w) = s(u, v) + s(u, w),

ii) ∀u, v ∈ V ∀α ∈ C s(u,αv) = αs(u, v),

ii) ∀v ∈ V s(v,0V ) = 0 = s(0V , v),

Przykład 10.1.4. Poniższe funkcje są iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w Cn nazywamy s : Cn × Cn ! C taką, że
∀u = (x1, . . . , xn), v = (y1, . . . , yn) ∈ Cn s(u, v) =

Pn
i=1 xiyi = x1y1 + . . .+ xnyn.

2) Niech l2 będzie zbiorem ciągów (zi)i∈N liczb zespolonych takich, że ciąg an =
Pn

i=1 z
2
i

jest zbieżny. Granicę ciągu (an)n∈N oznaczamy symbolem
P∞

i=1 z
2
i . l2 jest przestrzenią
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wektorową ze zwykłymi działaniami dodawania ciągów po współrzędnych i mnożenia przez
liczbę. Definiujemy iloczyn hermitowski

⟨(zi)i∈N, (wi)i∈N⟩ =
∞X

n=1

ziwi.

3) Niech C([a, b],C) = {f : [a, b] ! C | f−ciągła}. Jest to przestrzeń wektorowa nad
ciałem C, tj. zespolona przestrzeń wektorowa. Jej elementami są funkcje postaci f(t) =
u(t) + iv(t), gdzie u, v ∈ C([a, b],R). Na przykład f(t) = t + it3, t ∈ [−1, 1]. Definiujemy
iloczyn hermitowski

⟨f, g⟩ =
Z b

a

f(t)g(t)dt.

4) Zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni macierzy Mn(C). Niech A,B ∈ Mn(C),
A = [aij], B = [bij].

⟨A,B⟩ =
nX

i,j=1

aijbij = tr(AT B)

Definicja 10.1.5. Macierz sprzężona do macierzy A = [aij] ∈ Mm×n(C) nazywamy ma-
cierz B = [bij] ∈ Mm×n(C), której każdy element jest liczbą sprzężoną do odpowiadającego
mu elementu macierzy A, tj. bij = aij. Oznaczamy ją symbolem A.

Przykład 10.1.6. Niech A =




1 + i 2 0
−3 7− 5i i

−1− i 1 + i 1


. Wówczas A =




1− i 2 0
−3 7 + 5i −i

−1 + i 1− i 1


.

Twierdzenie 10.1.7.

i) A,B ∈ Mm×n(C) =⇒ A+ B = A+ B

ii) A ∈ Mm×n(C), a ∈ C =⇒ a · A = a · A

iii) A ∈ Mm×n(C) ∧ B ∈ Mn×p(C) =⇒ A · B = A · B

iv) A
−1

= A−1 dla macierzy odwracalnej A

v) A ∈ Mm×n(R) =⇒ A = A

vi) detA = detA dla A ∈ Mn(C)

Wiele stwierdzeń jest analogicznych jak w przypadku przestrzeni euklidesowych.
Można udowodnić, że jeśli (V, ⟨., .⟩) jest przestrzenią unitarną, to odwzorowanie

||.|| : V ! R dane wzorem ∀v ∈ V ||v|| =
p

⟨v, v⟩, jest normą w przestrzeni V . Zachodzi
również nierówność Schwarza ∀u, v ∈ V ⟨u, v⟩ ≤ ||u|| · ||v||.
Przykład 10.1.8. Rozważamy w C3 standardowy iloczyn skalarny. Dla danego wektora
(p, q, r) ∈ C3 mamy ||(p, q, r)|| = √

pp̄+ qq̄ + rr̄ =
p

|p|2 + |q|2 + |r|2. Obliczymy normę
wektora u = (3, 4i, 0) ∈ C3.

||(3− i, 4i, 0)|| =
p

(3− i)(3 + i)− 16i2 =
√
9 + 1 + 16 =

√
26
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Wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jeśli ich iloczyn skalarny jest równy zero. Pi-
szemy wówczas u ⊥ v. Układ wektorów {v1, . . . vn} ⊂ V nazywamy układem ortogonal-
nym, jeżeli ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n} i ̸= j ⇒ ⟨vi, vj⟩ = 0. Układ wektorów nazywamy ukła-
dem ortonormalnym, jeśli jest układem ortogonalnym i każdy wektor jest unormowany,
czyli

∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ⟨vi, vj⟩ =
�

0 ; i ̸= j
1 ; i = j

.

Każdy ortonormalny układ wektorów jest liniowo niezależny. Jeśli przestrzeń wektorowa
jest skończenie wymiarowa, to każdy ortonormalny układ wektorów można uzupełnić do
bazy ortonormalnej.

Jeśli B =
�
b1, b2, . . . , bn

�
jest bazą ortonormalną przestrzeni unitarnej (V, ⟨., .⟩), zaś

v, w ∈ V , to wówczas v =
Pn

i=1⟨v, bi⟩bi oraz ⟨v, w⟩ = Pn
i=1⟨v, bi⟩⟨bi, w⟩.

Zatem jeśli B =
�
b1, b2, . . . , bn

�
jest bazą przestrzeni unitarnej (V, ⟨., .⟩), zaś v, w ∈ V ,

v = [α1,α2, . . . ,αn]B, w = [β1, β2, . . . , βn]B, to wówczas baza B jest ortonormalna wtedy i
tylko wtedy gdy ⟨u, w⟩ = α1β1 + α2β2 . . .+ αnβn.

10.2 Macierze hermitowskie i unitarne

Definicja 10.2.1. Sprzężeniem hermitowskim macierzy A = [aij] ∈ Mm×n(C) nazywamy
macierz B = [bij] ∈ Mn×m(C) taką, że B = A

T , bij = aji. Oznaczamy ją symbolem A∗.
Stosuje się również oznaczenia AH , A†.

Przykład 10.2.2. Niech A =

�
1 + i 2 0
−3 7− 5i i

�
. Wówczas A∗ =




1− i −3
2 7 + 5i
0 −i


.

Twierdzenie 10.2.3. Niech A,B ∈ Mm×n(C), C ∈ Mn×k(C), α ∈ C. Wówczas

i) (A+ B)∗ = A∗ + B∗

ii) (AC)∗ = C∗A∗

iii) (αA)∗ = αA∗

iv) (A∗)∗ = A

v) Jeśli n = m, to detA∗ = detA oraz trA∗ = trA.

vi) Jeśli n = m oraz α ∈ Spec(A), to α ∈ Spec(A∗).

Definicja 10.2.4. Macierz kwadratową A nazywamy macierzą

i) hermitowską, jeśli A = A∗,

ii) antyhermitowską, jeśli A = −A∗,
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iii) normalną, jeśli AA∗ = A∗A,

iv) unitarną, jeśli AA∗ = A∗A = I lub równoważnie A−1 = A∗.

Uwaga 10.2.5. i) Każda macierz rzeczywista symetryczna (traktowana jako macierz
nad ciałem C) jest hermitowska, a każda macierz rzeczywista antysymetryczna (trak-
towana jako macierz nad ciałem C) jest antyhermitowska.

ii) Macierz rzeczywista ortogonalna (traktowana jako macierz nad ciałem C) jest ma-
cierzą unitarną.

iii) Macierze hermitowskie, antyhermitowskie, unitarne są macierzami normalnymi.

iv) Każdą macierz zespoloną kwadratową można zapisać jako sumę macierzy hermitow-
skiej i macierzy antyhermitowskiej.

Przykład 10.2.6.

A =

�
1 1− i

1 + i 2

�
, A∗ = A, AA∗ = A2 =

�
3 3− 3i

3 + 3i 6

�
= 3A

Macierz jest hermitowska (a zatem normalna), ale nie unitarna.

B = 1√
2

�
1 i
i 1

�
, B∗ = 1√

2

�
1 −i
−i 1

�
, BB∗ = I

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ale jest unitarna (a zatem normalna).

C =

�
cosα i sinα

−i sinα − cosα

�
, α ∈ R, C = C∗, CC∗ = I

Macierz jest hermitowska i unitarna (a zatem normalna).

D =

�
1 i
2i 3

�
, D∗ =

�
1 −2i
−i 3

�
, DD∗ =

�
2 i
−i 13

�

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani normalna, ani unitarna.

E =




1 1 0
0 1 1
1 0 1


, E∗ = ET =




1 0 1
1 1 0
0 1 1


, EE∗ = E∗E =




2 1 1
1 2 1
1 1 2




Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani unitarna, ale jest normalna.

Twierdzenie 10.2.7. Jeśli macierz A ∈ Mn(C) jest unitarna, to wówczas |detA| = 1.

Wyznacznik macierzy unitarnej to liczba zespolona o module równym 1, tj. leżąca na
okręgu jednostkowym. W szczególności oznacza to, że macierze unitarne są nieosobliwe.

Twierdzenie 10.2.8. i) Zbiór macierzy unitarnych stopnia n wraz z działaniem mno-
żenia macierzy jest grupą. Nazywamy ją grupą unitarną i oznaczamy symbolem
U(n). Macierze te reprezentują izometrie liniowe przestrzeni V .
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ii) Zbiór macierzy unitarnych stopnia n o wyznaczniku równym 1 wraz z działaniem
mnożenia macierzy tworzy grupę. Grupę tę nazywamy specjalną grupą unitarnych i
oznaczamy symbolem SU(n).

iii) Niech B, B′ będą dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V, ⟨., .⟩).
Macierz przejścia P = PB!B′ jest macierzą unitarną. I odwrotnie, dowolna macierz
unitarna jest macierzą przejścia między dwiema bazami ortonormalnymi.

10.3 Unitarna diagonalizacja macierzy normalnych

Twierdzenie 10.3.1. Macierz jest unitarnie diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest macierzą normalną.

Twierdzenie 10.3.2. i) Wartości własne macierzy hermitowskiej (lub rzeczywistej
symetrycznej) są liczbami rzeczywistymi.

ii) Wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym macierzy hermitow-
skiej (lub rzeczywistej symetrycznej) są wzajemnie ortogonalne.

ii) Każdej wartości własnej o krotności algebraicznej k macierzy hermitowskiej (lub
rzeczywistej symetrycznej) odpowiada k liniowo niezależnych wektorów własnych.

Twierdzenie 10.3.3 (Twierdzenie spektralne dla macierzy hermitowskich). Dla każdej
macierzy hermitowskiej A ∈ Mn(C) istnieje macierz diagonalna D ∈ Mn(R) oraz macierz
unitarna P ∈ U(n) takie, że

P−1AP = P ∗AP = D.

Oznacza to, że dla danego operatora liniowego φ ∈ End(V ) (reprezentowanego przez
macierz A) istnieje baza ortonormalna przestrzeni (V, ⟨., .⟩), w której macierz operatora
φ jest diagonalna (i elementy na diagonali są liczbami rzeczywistymi). Mówimy wówczas,
że macierz A jest unitarnie diagonalizowalna.

Wniosek 10.3.4 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla
każdej macierzy symetrycznej A ∈ Mn(R) istnieje macierz diagonalna D ∈ Mn(R) oraz
macierz ortogonalna P ∈ O(n) takie, że

P−1AP = P TAP = D.

Mówimy wówczas, że macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomocą macierzy unitarnych:

1) Znajdujemy wartości własne i odpowiadające im wektory własne.

2) Normalizujemy wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym o krot-
ności algebraicznej równej 1.
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3) Wektory własne odpowiadające wartości własnej o krotności algebraicznej większej
niż 1 dobieramy w taki sposób, by były ortogonalne i następnie normalizujemy.

Przykład 10.3.5. Macierz A =




5 2 −1
2 2 2

−1 2 5


 ∈ M3(R) jest symetryczna, a zatem

ortogonalnie diagonalizowalna. Obliczamy χA(t) = det(A− tI) = −t(t− 6)2.
Spec(A) = {λ1 = 0,λ2 = 6}, przy czym k1 = 1, k2 = 2.

(A− λ1I)




x
y
z


 =




5 2 −1
2 2 2

−1 2 5






x
y
z


 =




0
0
0


 ⇔




3 0 −3
2 2 2

−3 0 3






x
y
z


 =




0
0
0


 .

Stąd
�

x = z
x+ y + z = 0

. Zatem E0 = {(x,−2x, x), x ∈ R}.
Wybieramy wektor własny u = (1,−2, 1) i normalizujemy go û = 1√

6
(1,−2, 1).

(A− λ2I)




x
y
z


 =




−1 2 −1
2 −4 2

−1 2 −1






x
y
z


 =




0
0
0


 ⇒ x− 2y + z = 0.

Zatem E6 = {(2y − z, y, z), y, z ∈ R}.
Wybieramy wektory własne v = (2, 1, 0), w = (−1, 0, 1). W R3 rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny. Oczywiście ⟨u, v⟩ = 0 oraz ⟨u, w⟩ = 0.
Zauważmy, że ⟨v, w⟩ = −2 ̸= 0, zatem v i w nie są do siebie ortogonalne. Zortogonalizu-
jemy układ {v, w} metodą Grama-Schmidta.

Niech c1 := v. Poszukujemy c2 = w + αc1, α ∈ R. Dobierzmy α tak, by ⟨c2, c1⟩ = 0.
Obliczamy ⟨c2, c1⟩ = ⟨w + αc1, c1⟩ = ⟨w, c1⟩+ α⟨c1, c1⟩ = (−2 + 0 + 0) + α(4 + 1 + 0).
Skąd 5α− 2 = 0, czyli α = 2

5
oraz c2 = w + 2

5
v = (−1

5
, 2
5
, 1).

Mamy ⟨c1, c2⟩ = 0. Normujemy wektory ĉ1 =
c1
|c1| = ( 2√

5
, 1√

5
, 0), ĉ2 = c2

|c2| =
q

5
6
(−1

5
, 2
5
, 1).

Rozważamy bazę (û, ĉ1, ĉ2). Macierz diagonalizująca ma postać P =




1√
6

2√
5

− 1
5
√
30

− 2√
6

1√
5

2√
30

1√
6

0
√
5√
6


.

Można sprawdzić, że PP T = I, zatem P ∈ O(3) oraz P−1AP = P TAP =




0 0 0
0 6 0
0 0 6


.

Uwaga 10.3.6. i) Dla dowolnej macierzy A ∈ Mn(R) i dla dowolnych wektorów
u, v ∈ V prawdziwa jest równość ⟨AuT , vT ⟩ = ⟨uT , ATvT ⟩, gdzie uT , vT oznaczają od-
powiednie wektory kolumnowe. W przypadku macierzy symetrycznej otrzymujemy
równość postaci ⟨AuT , vT ⟩ = ⟨uT , AvT ⟩

ii) Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej może być widziana jako rota-
cja osi układu współrzędnych w taki sposób, aby były one równoległe do wektorów
własnych. Zobacz tutaj.

142



iii)

Uwaga 10.3.7. i) Wektory własne macierzy hermitowskiej na ogół są zespolone, za-
tem unitarna macierz diagonalizująca jest na ogół macierzą zespoloną.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna jest macierzą hermitowską, zatem jej wartości
własne są rzeczywiste. Ponieważ wartości własne i sama macierz są rzeczywiste,
więc wektory własne można wybrać jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz
diagonalizująca jest rzeczywistą macierzą ortogonalną.

iii) Macierze unitarne oraz rzeczywiste macierze ortogonalne można zdiagonalizować
przy pomocy macierzy unitarnej. Ponieważ wartości własne i wektory własne są na
ogół zespolone, macierz diagonalizująca jest macierzą unitarną, nie zaś ortogonalną.

Przykład 10.3.8. Macierz obrotu jest rzeczywistą macierzą ortogonalną. W ogólności
może być zdiagonalizowana przez zespoloną macierz unitarną.

Niech A =




cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1


 ∈ M3(C), gdzie α ∈ R ustalone.

det(A− tI) =

������

cosα− t sinα 0
− sinα cosα− t 0

0 0 1− t

������
= (1− t)

�
(cosα− t)2 + sinα2

�
=
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(1− t)(1− 2t cosα + t2) = 0 ⇒ t = 0 ∨ 1− 2t cosα + t2 = 0
∆ = 4 cos2 α− 4 = 4i2 sin2 α, t = cosα± i sinα
Spec(A) = {λ1 = 1,λ2 = cosα + i sinα,λ3 = cosα− i sinα}

(A−λ1I)




x
y
z


 =




cosα− 1 sinα 0
− sinα cosα− 1 0

0 0 0






x
y
z


 =




0
0
0


 ⇒

�
x(cosα− 1) + y sinα = 0

−x sinα + (cosα− 1)y = 0

Jeśli cosα = 1, wówczas sinα = 0 oraz A = I (postać diagonalna).
Załóżmy, że cosα ̸= 1. Wówczas sinα ̸= 0 oraz y = − cosα−1

sinα
x.

Stąd x sinα + (cosα−1)2

sinα
x = sin2 α+(cosα−1)2

sinα
x = 2 cosα−2

sinα
x = 0 ⇒ x = 0.

W konsekwencji y = 0, zaś z ∈ C dowolne. Wybieramy wektor własny u = (0, 0, 1).

(A− λ2I)




x
y
z


 =




−i sinα sinα 0
− sinα −i sinα 0

0 0 1− cosα− i sinα






x
y
z


 =




0
0
0




Stąd x sinα + yi sinα = 0. Jeśli sinα = 0, wówczas cosα = ±1 oraz A ma postać dia-
gonalną. Załóżmy, że sinα ̸= 0. Wówczas y = ix oraz z = 0. Wybieramy wektor własny
v = (1, i, 0).

(A− λ3I)




x
y
z


 =




i sinα sinα 0
− sinα i sinα 0

0 0 1− cosα + i sinα






x
y
z


 =




0
0
0




Stąd x sinα − yi sinα = 0. Jeśli sinα = 0, wówczas cosα = ±1 oraz A ma postać
diagonalną. Załóżmy, że sinα ̸= 0. Wówczas y = −ix oraz z = 0. Wybieramy wektor
własny w = (−1, i, 0).
Układ (u, v, w) jest bazą wektorów własnych. Normujemy wektory bazowe û = u, v̂ =
v
|v| =

1√
2
v, ŵ = w

|w| =
1√
2
w. Zauważmy, że układ {û, v̂, ŵ} jest układem ortonormalnym.

Istotnie ⟨û, v̂⟩ = ⟨û, ŵ⟩ = 0 oraz ⟨v̂, ŵ⟩ = 1 · (−1) + i · ī = −1 + 1 = 0.

Macierz P = 1√
2




0 1 −1
0 i i√
2 0 0


 ∈ U(3), zatem P−1 = P ∗ = 1√

2




0 0
√
2

1 −i 0
−1 −i 0


 oraz

D = P−1AP = 1
2




0 0
√
2

1 −i 0
−1 −i 0






cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1






0 1 −1
0 i i√
2 0 0


 =

=




1 0 0
0 cosα + i sinα 0
0 0 cosα− i sinα


 =




1 0 0
0 eiα 0
0 0 e−iα


.
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PODSUMOWANIE

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, ·), u = (u1, . . . , un) ∈ V, v = (v1, . . . , vn) ∈
V oraz A = [aij], U ∈ Mn(K)

K = R K = C

iloczyn skalarny iloczyn hermitowski
⟨u, v⟩ = u1v1 + . . .+ unvn ⟨u, v⟩ = u1v1 + . . .+ unvn

transponowanie sprzężenie hermitowskie
AT : [aij]

T = [aji] A∗ : [aij]∗ = [aji]

detAT = detA detA∗ = detA

macierz ortogonalna macierz unitarna
UUT = UTU = I UU∗ = U∗U = I

detU = ±1 |detU | = 1

macierz symetryczna macierz hermitowska
A = AT A = A∗

Macierz może nie mieć wartości własnych. Każda macierz ma n wartości własnych
(licząc z krotnościami).

Macierz symetryczna ma Macierz hermitowska
n rzeczywistych wartości własnych. ma n rzeczywistych wartości własnych.

10.4 Równoczesna diagonalizacja pary macierzy

Jeśli macierze A,B ∈ Mn(C) są równocześnie diagonalizowalne, tzn. istnieje P ∈ Gln(C)
taka, że macierze P−1AP oraz P−1BP są diagonalne, to wówczas macierze A i B komutują,
tj. AB = BA. Istotnie, ponieważ macierze diagonalne komutują, otrzymujemy

AB = (PP−1)A(PP−1)B(PP−1) = P (P−1AP )(P−1BP )P−1 = P (P−1BP )(P−1AP )P−1 = BA.

Twierdzenie 10.4.1. Jeżeli macierze hermitowskie (lub unitarne) A,B ∈ Mn(C) komu-
tują, to istnieje macierz unitarna P ∈ U(n) oraz macierze diagonalne DA, DB ∈ Mn(R)
takie, że P−1AP = DA oraz P−1BP = DB .
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Przykład 10.4.2. Niech A =

�
2 1
1 2

�
, B =

�
3 2
2 3

�
.

Są to rzeczywiste macierze symetryczne, a zatem każda z nich jest ortogonalnie diagona-
lizowalna.
AB =

�
8 7
7 8

�
= BA, więc istnieje P ∈ O(3) taka, że macierze P−1AP , P−1BP są

diagonalne.
Znajdujemy wartości własne i wektory własne macierzy A.

χA(t) = det(A− tI) =

����
2− t 1
1 2− t

���� = (2− t)2 − 1 = t2 − 4t+ 3 = (t− 1)(t− 3)

Spec(A) = {λ1 = 1,λ2 = 3} widmo proste

(A− λ1I)

�
x
y

�
=

�
1 1
1 1

� �
x
y

�
=

�
0
0

�
⇒ x+ y = 0

Wybieramy wektor własny u = (1,−1) i normujemy go û = 1√
2
(1,−1).

(A− λ2I)

�
x
y

�
=

�
−1 1
1 −1

� �
x
y

�
=

�
0
0

�
⇒ x− y = 0

Wybieramy wektor własny v = (1, 1) i normujemy go v̂ = 1√
2
(1, 1).

Stąd P = 1√
2

�
1 1

−1 1

�
. Ponadto P−1 = P T = 1√

2

�
1 −1
1 1

�
oraz P−1AP =

�
1 0
0 3

�
.

Obliczamy P−1BP = 1
2

�
1 1

−1 1

� �
3 2
2 3

� �
1 −1
1 1

�
=

�
1 0
0 5

�
.

Widzimy, że Spec(B) = {λ1 = 1,λ2 = 5}.
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