/L) *) = /7 - _ ’1) —_
DI o, = LA b CZJ) o LT
|7 2
\J , Tl
Z cos (5 + —sma sin ( = cosa lub teZ@ cos (31 + @) = sina,
d=sin(31+a)=— Cosa P mowumc
B [cosoz —smoz] [ — ] b A — [cosoz sin «

S1n &« COS ¥ sinae — cos«
&(mr/ Ty /@ /10

) W pierwszym przypadku detA = a? + b*> = 1. Niech v = (z,y) = (rcosf3,rsinj3).
Obhczamy o(v). ==

A{x] _ [cosoz —sin «

Y S111 v cosv

cos o cos f — sin asin 3
sin v cos 3 + cos asin 3

Mamy do czynienia z rotacjg (obratent] o kgt o wokot punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli
kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R,

lub R(«).
Macierza obrotu w klerunku zgodnym z ruchem wskazowek
zegara (obrotu o kat — deZle
%ﬂA//( @ cosa sina
—sina cosa |-

A

2%

=¥

Zauwazmyjeszcze ze det(A—tI) = (a—t)*+b*i Spec(A) = @.
Macierz A nie jest dlagonahzowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacyi uktadu wspol-

rzednych. STo P

Uwaga 9.5.12. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzed-
nych i obracaliémy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdybysmy zmienili
uktad na lewoskretny, ruch odbywatby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrot osi o ten sam kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

\ X
Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.
potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspoélrzedne.
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Wspotrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspotrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat aw nazywamy obrét bez zmiany poczatku uktadu
oraz bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

e T— Vi=(Xa,Y1) V1=(X1,Y1)

V=

\ B3

X1

o(v1) = (21 cos a—y; sin a, xq sin a+y; cos a)éﬁ

Przyklad 9.5.13. %( 4)*:/ (X/\(mé %01 m) J,W”C o “ -
) ) q 3
(1) (1) } [ Zj ] = [ ; ] identycznosé, tj. rotaqa o kat m1ary6 ) Coyl N
EEE ' ‘ B F, o)
= rotacja o kat miary %
1 0]ly x % ey
- A 'S 3
—1 0 T —x . ‘ T A
-1 =| rotacja o kat miary 7
- [o : =% s 4
| lel=1 tacja o kat miary 2 N
-1 0] |y ]| | —= rotacja o kat miary 5w

V3

2 ]eMg(R). A ’AT: 1/

Przyklad 9.5.14. Dana jest macierz A =

|
PlSsi-

2
Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje rotacje.

Znajdziemy kat obrotu. :
ECOJ-C /S]r\o&j T d/@?}/ﬁ\ 4

SV L 0oL
—_—
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)

. . . 2 4 . 2 _ . . 4 _
Poniewaz zatem a ma miar¢ 37 lub 7. Ponadto sin 57 = za$ sin 3m =

\/g . Zatem jest To obrét w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kat 57 Tu
A
(rownowazme) obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara o kat 5. Vl /
_/-"’_/—__—-

4

YN
Przyklad 9.5.15. Wyznaczymy réwnanie prostej I powstalej przez obrot prostell]i’l_/o_’
réwnaniu y = mwz, m € R o kat 7. 7 dana,

Obliczamy o/ = wcos§ —ysing = (v —y). y' = asinf +ycos 5 = L(z+y). Dodajac Wm\%

i odejmujac rownania stronami, obliczamy x = X2(z' +¢), y = \[( ¥ +1v'). Wstawiajac

do réwnania y = mxz, otrzymujemy|—x’ + y" = m(a’ + y')| Zatem (1 —m)y' = (1 +m)x’. 4

Rownaniem prostej obroconej jest (m + 1)z + (m — 1)y = 0. _Hn 9
——— —~

Q (2 M//%Q%)Q

D) A,
) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy
SO — \
_ b (L T3 2 2 32 2
X det(A —tI) = b _a_t‘_ (a—t)la+1)—b"=t"—a”—b" =1t —1.
Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest_diagonalizowalna. W bazie wektorow wlasnych
macierz operatora  jest postaci D = [ (1) (1) . Niech v = (z,y). Obliczamy wspolrzedne \QW
o n
. TR
©(v) w bazie wektoréw wlasnych. A A
! . (X9 Lo (40 Qfo\fﬂ
< T 1 0 T T /)\ 0
D =10 1 = .
. (%9 ) y y Yy

Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A =
P~1DP, gdzie P to macierz przejécia do bazy wektoréw wlasnych. Zmiana bazy ozna-
cza zmiane ukladu wspotrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspoétrzednych (bo

przeksztalcenie jest liniowe). Zatem A [ 9yc ] jest symetrig ortogonalng wzgledem pewnej
prostej przechodzacej przez punkt (0,0). Jaka to prosta?
;\\T Podejscie algebraiczne
- Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu y = tgfs - x. Aby znalezé odbicie wektora v
\)ﬂv wzgledem [ postuzymy sie inng baza ortonormalna. Pierwszy wektor bazowy b, bedzie
Wersorem lezacym na prostej [, a drugi b, bedzie wersorem do niego prostopadlyT. Zatem

L/U \/“}\ (cos B3,sin B), by = (—sin 3, cos 3). Istnieja skalary ¢;, co € R takie, ze v = ¢1by + cbo.
Obhczamy == LS U

o — ¢ cos 5 iy —sinf | | cicosB—cysinf | | —sin 3
— | sing 2 cosB | | eysinfB+cpcosf | cos f3
Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by — cabs.

()T = cos 3 e —sin 8 _ c1¢os 3+ cosin 8 _ cos 8 sin 3 1
v — 71 sing 2 cos 3 c18in 3 — ¢y cos 3 sinf3 —cosf3 Co

L% \ > 122
,\Q

cos 3

[ sin (3




1)

Q0(U>T:{COSB sinﬁ} [cosﬂ —sinﬁ}_lvT:

sinf —cospf sinf  cosf

Stad

| cosp sin 3 cosfB sinf8 | o | cos23 sin28 | o
| sinf8 —cosf —sinf cosf v sin28 —cos2f v

COS «v sin o
) re-
sinoe — cos«

prezentl je odbicie wzgledem prostej o réwnaniu

Czyli a = 2/ i macierz

y:' . T.

Podejscie geometryczne

A y A Yy
y:th'X /K?
""" N P- _'_'_',;, -
---- g = B B\; i >
X ?3; X
‘ y A Yy
obdl | ﬁ %
o P y=tgpx
Bl B 8 P
.P’ X g

1) Obracamy punkt o kat —f. —
cosB —sinf3 71_ cos 3 sinﬁﬂ/\ /&/%

Q sinf3  cosf3 | —sinfB cosf

2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0. [ L

cosf3 —sinf

[Sinﬁ cos 3
cosf —sinpf 1 0 cosff sinf
[ sin (8 COSB] [0 —1] {—sinﬁ cosﬁ}

3) Obracamy punkt o kat £.

4) Otrzymujemy

123 %QM A\me \QﬁLQ/’
! A
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_ [Cosﬁ sinﬁ} [ cos 3 sinﬁ} B [00525 sin 23

sinf3 —cospf —sinf cosf sin28 —cos28 |’
Whiosek 9.5.16. Izometria liniowa ptlaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokol punktu
(0,0) o pewien kat lub Wnalna (odbiciem) wzgledem pewnej prostej prze-

chodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyklad 9.5.17. Macierzg symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —x jest macierz

0 —1 . 0 —1 x| | -y
{_1 0 ] Otrzymujemy [ 1 O] {y} = [ o

X"

y=-x

Przyklad 9.5.18. Wyznaczymy macierz izometrii liniowe]j ptaszczyzny bedacej symetria
ortogonalng wzgledem prostej y = 2.

METODA I: Jesli tgB = 2, to wowczas sin = \/lg, cosff = \/ig Obliczamy

sin23 = 2sin Bcos 8 = 2 oraz cos 2 = cos? f — sin? B = —2. Otrzymujemy
// g K/_) b
2 cos 2(3 sin28 | —g
7 | sin28 —cos2B | :

;

METODA II: Niech F' oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem
prostej y = 0. Wowczas F' = R(f)FoR(—f). Poniewaz sin § = \%, cos 3 = \/Lg, zatem

G U
| I

12 1 0 L 12 L 2 _3 4
S I sd | kA Bl ]
V5 V5 V5 V5 V5 V5 V5 5 5

Uwaga 9.5.19. Sktadaniu odwzorowan ada mnozenie reprezentujacych ich ma- 7
cierzy w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest m
nieruchomy, a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory. \ 1.

Lo KT

_3
Przyktad 9.5.20. Dana jest macierz A = [ i

i } € My(R). @

Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie. 7 Frast

Zmajdziemy o symetrii. — Q \}\(\\m =~
e oT J Y
L)

G QOO |
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Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego polozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (x,y) g 6 (l_/

3 _4
spelniajace rownanie { 73 } [ x ] _ [ x }
-3 5 Y Yy /}yk »/"'K
Otrzymujemy ukltad réwnan Srt+dy = —ox
I —4xr+3y = by
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii.

o~~~
Uwaga 9.5.21. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjq, tzn. spetnia warunek ¢ o ¢ = id.

Roéwnowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wowczas A2 = I lub inaczej A~ = A.

n — dowolne

odtad T oboy fW/@f

Twierdzenie 9.5.22. Dla dowolnego n™¢ N macierz obrotu w przestrzeni R jest macierza
ortogonalng o wyznaczniku rownym 1. I odwrotnie, jesli macierz A € M, (R) jest macierza
ortogonalng o wyznaczniku rownym 1, to A jést macierza obrotu.

Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczna korespondencja pomiedzy obrotami a macie-

rzami ortogonalnymi o wyznaczniku réwnym 1.

Twierdzenie 9.5.23. Dla ustalonego n € N zbiér macierzy ortogonalnych stopnia n
o wyznaczniku rownym 1 wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe
te nazywamy specjalng grupg ortogonalng lub grupg obrotow wlasciwych i oznaczamy
symbolem SO(n).

Whiosek 9.5.24. Zlozenie rotacji jest rotacja. Ponadto odwzorowanie odwrotne do ro-
tacji jest rotacja.

Twierdzenie 9.5.25.
i) Grupa SO(2) jest abelowa.

ii) Dla n > 3 grupy SO(n) sa nieprzemienne.

0 -1 0 0 01
Przyklad 9.5.26. Niech A= 1 0 0 |,B= 010
0 01 -1 0 0

Poniewaz detA = detB = 1, sg to macierze obrotow. Mamy
0 -1 0 0 01
AB = 0 0 1|#BA=|1200
-1 00 010

Uwaga 9.5.27. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych je macie-
rzy (w pewnej ustalonej bazie). Oznacza to, ze osie obrotu traktujemy jako niezmienne,
z gory zadane. Przykladowo, jeli ¢,1 € End(R3) to odpowiednio rotacja o kat v wo-
kot prostej [ i rotacja o kat a wokot prostej k, zas A, B € SO(3) to reprezentujace je
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..cccocvvvvveennenn.n.

TEMAT: Przestrzenie unitarne

10.1 Definicja przestrzeni unitarnej i podstawowe wlasno$ci

y KRv K=¢C€
Niech V' = (V, +, 3{:, -) bedzie przestrzenia liniows. Dla dowolnego a € C, jesi o = x + 1y,
z,y,€ R, to Wéwczaﬁ': x —1y. -

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V' — C nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
hermitowskim ), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

RIS i) Yu,v,w eV Va,B €R + v, w) = as(u,w) + Bs(v,w),
Pu\(\/w%w \nee gl B

5(v,v) =0 < v =0y.

i) YoeV \s(v,v) >0

Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq unitarng. Zamiast s(u,v) bedziemy row-

niez pisaé (u, v).
V@ (/\5 DD
Uwaga 10.1.2. i) Yo € V s(v,v) € R, zatem warunek s(v,v) > 0 ma sens.
IR
ii) Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenig unitarna.
oy 0 )¢

Twierdzenie 10.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia unitarna. Wowczas

i) Vu,v,w eV s(u,v+w) = s(u,v) + s(u, w), /ﬁ

% i) Yu,veV VaeC s(u&v) Q(u,v), 6 (M OC\/ } S(fé\/ \k
{%
<Q‘Vii) Yo eV s(v,0y) =0=s(0y,v), . / j _ 6“ \)‘\

\

2 o0 sl 7 IUND

Przyktlad 10.1.4. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w C™ nazywamy s : C" x C" — C taka, ze

Vu=(1,...,20),0 = (Y1, .., Yn) €C" s(u,v) =D & = T1J1 + ... + TnTn. -~

akich, ze ciag a, = > ;| 2 Z Yo /Z\,\

W [2 jest przestrzenia

2) Niech [? bedzie zbiorem ciggéw (2;);en liczb zespolonych
jest zbiezny. Granice ciagu (a,),en Oznaczamy symbolem
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wektorowa ze zwyktymi dzialaniami dodawania ciggéw po wspolrzednych i mnozenia przez
liczbe. Definiujemy iloczyn hermitowski
_ y—
~ pUR 7\~& <Y, C
A CF S e (e
yl(\/\/\ 1)i€N, i)i
3) Niech C([a,b],C) = {f : [a,b] — C]| f—ciagta}. Jest to przestrzen wektorowa nad
cialem C, tj. zespolona przestrzen wektorowa. Jej elementami sa funkcje postaci f(t) =
u(t) +v(t), gdzie u,v € C([a, b], R). Na przyktad f(t) = ¢+ it t € [-1,1]. Definiujemy
iloczyn hermitowski

4) Zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni macierzy M, (C). Niech A, B € M, (C),

A = [ag], B = [by]. §
= Z CLZ']'E‘]' = tI‘(AT F)

i,5=1 e )

Definicja 10.1.5. Macierzalsprzqmnaudo macierzy A = [a;;] € My, (C) nazywamy ma-
cierz B = [b;;] € M,,xn(C), ktorej kazdy element jest liczba sprzgzong do odpowiadajacego
mu elementu macierzy A, tj. b;; = @;;. Oznaczamy ja symbolem A.

Przykltad 10.1.6. Niech A =

Twierdzenie 10.1.7.
i) A,B€ Myx,(C) = A+ B=A+B

ii) A€ Myun(C),a€C = a-A=a-A

iii) A € Man((C) AB € M,,(C) = A-B=A-B

iv) 7' = AT dla macierzy odwracalnej A

V) A€ My (B) = A= 4 LRSS
vi) detd = detA dla A € M,(C) m

Wiele stwierdzen jest analogicznych jak w przypadku przestrzeni euklidesowych.
Mozna udowodni¢, ze jesli (V,(.,.)) jest przestrzenia unitarna, to odwzorowanie
11+ V' — R dane wzorem Vv € V' ||v[| = /(v v), jest norma w przestrzeni V. Zachodzi
rowniez nieréwnosé Schwarza Yu,v € Vo (u,v) < |Jul| - Wﬁ__m
Przyktad 10.1.8. Rozwazamy w C® standardowy iloczyn skalarny. Dla danego wektora

(p,q,r) € C* mamy ||(p,q,7)|| = PP+ g7 + 1T = /|p|* + |¢|> + |r[>. Obliczymy norme
wektora u = (3, 44,0) € C3. \/—\) Q ®

’|(3_i74i70)’| = \/(3_Z>(3+1) — 1672 = m: \/%

zi

U ~

138 T 14\ 1>
A el




Wektory u, v nazywamy ortogonalnymsi, jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero. Pi-
szemy wowczas u L v. Uktad wektorow {v,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonal-
nym, jezeli Vi,j € {1,2,...,n} i#j = (v;,v;) = 0. Uklad wektoréw nazywamy ukta-
dem ortonormalnym, jedli jest uktadem ortogonalnym i kazdy wektor jest unormowany,
czyli

Vi e {120} (o0;) :{ ; zfi |
Kazdy ortonormalny uktad wektoréw jest liniowo niezalezny. Jesli przestrzen wektorowa
jest skoniczenie wymiarowa, to kazdy ortonormalny uktad wektoré6w mozna uzupelnié¢ do
bazy ortonormalnej.

Jesli B = (bl,bg, ooy by ) jest bazg ortono przestrzeni unitarnej (V (.,.)), zas

v,w eV, to wowezas v =y . (v, b)b; oraz (v,w) = > (v,b;) (byw).
Zatem jesli B = (bl, ba,...,b,) jest baza przestrzeni unitatnej (V,(.,.)), zas v,w € V,
v =lag,a, ..., a5l w=[F, ﬁg, ..., BnlB, to wowczas baza B jest ortonormalna wtedy i

tylko wtedy gdy (u,w) = o181 + a2fs . .. + Py

10.2 Macierze hermitowskie 1 unitarne

Definicja 10.2.1. Sprzezeniem hermitowskim macierzy A = [a;;] € My, (C) nazywamy
macierz B = [b;;| € M, xm(C) taka, Ze@ b;; = @j;. Oznaczamy ja symbolem/‘A*.
Stosuje sie réwniez oznaczenia AH, Af.

-3
Przyktad 10.2.2. Niech A 2 (z) ] . Wowcezas A* = 2 T4+

-3 T-—5 0 _

Twierdzenie 10.2.3. Niech A, B € M,,x,(C),C € M,+,(C), a € C. Wowczas

(A+ B)* = A* + B* Py @TXB
(AC)* = C*A* M K \9\6\ = M kP\ ‘ W

i
ii

il

(0A)* =aA*

)
)
)
iv) (A7) = /
)
)

v) Jesli n = m, to detA* = detA oraz trA* = trA.
vi) Jesli n = m oraz a € Spec(A), to @ € Spec(A*).
= ——
Definicja 10.2.4. Macierz kwadratowa A nazywamy macierzg ' P\ » A = ﬁ\
i) hermitowskq, jesli A = A*, | \2, "
4 \r\c% L
ii) antyhermitowskq, jesli A = —A*, Vs A >“W




ili) normalng, jesli @/
iv) unitarng, jesli AA* = A*A :Zfiub réwnowaznie A=t = A*.

Uwaga 10.2.5. i) Kazda macierz rzeczywista symetryczna (traktowana jako macierz
nad ciatem C) jest hermitowska, a kazda macierz rzeczywista antysymetryczna (trak-
towana jako macierz nad ciatem C) jest antyhermitowska.

ii) Macierz rzeczywista ortogonalna (traktowana jako macierz nad ciatem C) jest ma-
clerzg unitarng.

iii) Macierze hermitowskie 3 macierzami normalnymi.

S~
iv) Kazda macierz zespolong kwadratowa mozna zapisa¢ jako sume macierzy hermitow-

skiej i macierzy antyhermitowskie;.
Przyktad 10.2.6.

| 1= . . a2 _ 3 3-3i|
A_[1+z’ 2 }’A_A’AA _A_[3+3z' 6 ]_3A

Macierz jest hermitowska (a zatem normalna), ale nie unitarna.

1 4 1 —
_ 1 * 1 *
I I L

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ale jest unitarna (a zatem normalna).

O = cosa  isina
—isina  —cosa
Macierz jest hermitowska i unitarna (a zatem normalna).

1 i) . [ 1 -2 L [ 2
S Rl Bl e Y

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani normalna, ani unitarna.

],aeR,CZC*,CC*ZI

1 10 1 01 2 11
E=(011|,EFF=E"=|110|,EEf=FE=|1 21

1 01 011 1 1 2
Macierz nie

oA

jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani unitarna, ale jest normalna. v\ -
A =A-p* Azdeld - (A A ) -

Twierdzenie 10.2.7. Jesli macierz A € M,,(C) jest unitarna, to wowczas
Jest unitarna

Wyznacznik macierzy unitarnej to liczba zespolona o module rownym 1, tj. lezaca na M A »Mf/]

okregu jednostkowym. W szczegdlnosci oznacza to, ze macierze unitarne sa nieosobliwe.

Twierdzenie 10.2.8. i) Zbior macierzy unitarnych stopnia n wraz z dziatlaniem mno- \/W
zenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg unitarng i oznaczamy symbolem ©
U(n). Macierze te reprezentuja izometrie liniowe przestrzeni V. 7\

1 - ™
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ii) Zbior macierzy unitarnych stopnia n o wyznaczniku réwnym 1 wraz z dzialaniem

mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe te nazywamy specjalng grupg unitarnych i

oznaczamy symbolem SU(n).

iii) Niech B, B’ beda dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V, (., .)).
Macierz przejécia P = Pg_.p jest macierza unitarna. I odwrotnie, dowolna macierz
unitarna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

10.3 Unitarna diagonalizacja macierzy hermitowskich

. ,ﬁ ,’/%\
Aé W«&@, LUt e

Twierdzenie 10.3.1. i) Wartosci wtasne macierzy hermitowskiej (lub rzeczywistej
symetrycznej) sa liczbami rzeczywistymi. \,J\ULON‘(\ WA O\/\A ¢, VY-
| rbtayWIS L ‘

ii) Wektory wtasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym macierzy hermitow-
skiej (lub rzeczywistej symetrycznej) sa wzajemnie ortogonalne.
e~

ii) Kazdej wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej k macierzy hermitowskiej (lub
o rzeczywistej symetrycznej) odpowiada k liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych.

Twierdzenie 10.3.2 (Twierdzenie spektralne dla macierzy hermitowskich). Dla kazdej
macierzy hermitowskiej A € M, (C) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz

. s‘__\ﬂ. . y
unitarnay P € U(n) takie, ze ; , =
~——— P P=D.

Oznacza to, ze dla danego operatora liniowego ¢ € End(V') (reprezentowanego przez
macierz A) istnieje baza ortonormalna przestrzeni (V,(.,.)), w ktoérej macierz operatora
¢ jest diagonalna (i elementy na diagonali sa liczbami rzeczywistymi). Mowimy wowczas,
ze macierz A jest unitarnie diagonalizowalna.

Whniosek 10.3.3 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla
kazdej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz
macierz ortogonalpa P € O(n) takie, ze

PAP =PTAP = D.
Mowimy wowcezas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy unitarnych:
1) Znajdujemy wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wtasne.

2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym o krot-
nosci algebraicznej rownej 1.

3) Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej
niz 1 dobieramy w taki sposob, by byly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.
\
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5 2 —1

Przyklad 10.3.4. Macierz A = 2 2 2| € M3(R) jest symetryczna, a zatem
-1 2 5 -
ortogonalnie diagonalizo . Obliczamy x(t) = det(A — ¢I) = —t(t — 6)%.
Spec(A) = {1 =0, \y =6}, przy czym k; = 1, ky = 2. ——
x 5 2 —1 x 0 3 0 =3 x 0
A-xD|yl=] 22 2||lyl=]0|la]| 22 2||y|=]0
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0
r=2z
Stad { tytz=0" Zatem Ey = {(z, —2z,z),z € R}.

v
Wybieramy wektor wlasny u = (1, -2, 1) i normalizujemy go @ = \/ié(l, _o 1), WO

x -1 2 -1 T 0
(A=XD) |y | = 2 -4 2 y|=1]10]|=2x-2y+2=0.
z -1 2 -1 z 0

Zatem\Fg = {(2y — 2,9, 2),y, 2 € R}.

Wybieramy-wektory wlasne v = (2,1,0), w = (—1,0,1). W R? rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny. Oczywiscie (u,v) = 0 oraz (u,w) = 0.

Zauwazmy, ze (v,w) = —2 # 0, zatem v i w nie sg do siebie ortogonalne. Zortogonalizu-
jemy uklad {v,w} metoda Grama-Schmidta. —

h’_\d
Niech ¢; :=v. Poszukujem € R. Dobierzmy « tak, by (co,¢1) = 0.

Obliczamy (co, ¢1) = <w+/@f:1 =(w,c1) +alc,c) =(—2+04+0) +a(4+1+0).
2
5

Skad ba — 2 =0, czyli (& oazczzw—i—év:(—l?,zé,l!.

Mamy (c1, ce) = 0. Normujemy wektory ¢; = c—1| =(%,10),6==2

Cc1

// //

Rozwazamy baze (u, ¢1, é;). Macierz diagonalizujaca ma posta¢ P =

Mozna sprawdzi¢, ze PPT = I, zatem P € O(3) oraz@APAP =
7 1 S

acierzy A € M,(R) i dla dowolnych wektoréw
s¢ (AuT o1y = (u', AToT), gdzie u®, vT oznaczaja od-
e. W przypadku macierzy symetrycznej otrzymujemy

T A?)T>

Uwaga 10.3.5. i) Dla dowolnej
u,v € V prawdziwa jest x4
powiednie wektory kolu
réwnosé postaci (Au”

ii) Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ widziana jako rota-
cja 0si uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byty one réwnolegte do wektorow
wtasnych. Zobacz tutaj.

iii)
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A A
u A AV
\ —_—
> >
En baza C=(u,v) 1
: U ~
Ex baza B4=(e1,e2) o Y=AX
P=P
B%-C
P! P Y’=DX
X'=PX
A X=P1X’
€1

D
— 2€2

>/ A 76 181
. R%\%\ﬁ\wﬁ o

Uwaga 10.3.6. i) Wektory wlasne macierzy hermitowskiej na ogoét sa zespolone, za-
tem unitarna macierz diagonalizujaca jest na og6t macierza zespolona.

.:ez

ii) Rzeczywista macierz symetryczna jest macierza hermitowska, zatem jej wartosci
wlasne sg rzeczywiste. Poniewaz warto$ci wlasne i sama macierz sa rzeczywiste,
wiec wektory wlasne mozna wybra¢ jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz
diagonalizujaca jest rzeczywista macierza ortogonalna.

iii) Macierze unitarne oraz rzeczywiste macierze ortogonalne mozna zdiagonalizowaé
przy pomocy macierzy unitarnej. Poniewaz wartosci wlasne i wektory wlasne sa na
0gb! zespolone, macierz diagonalizujaca jest macierza unitarna, nie zas ortogonalna.

Przyklad 10.3.7. Macierz obrotu jest rzeczywista macierza lortogonalna. |\W ogoélnosci
moze by¢ zdiagonalizowana przez zespolona macierz unitarng.

(
W vy o ohyovna.

cosa sina 0

Niech A= | —sina cosa 0 | € M3(C), gdzie a € R ustalone. (
0 0 1 )/\}“\%YWM
cose—t sina 0
det(A—tl)=| —sina cosa—t 0 |=(1—1t)((cosaw—1)?+sina?) = (/\
0 01—t WN\/\G\/\?
(1—t)(1 —2tcosa+t})=0 = t=0 V 1-—2tcosa+t>=0 ‘
A=4cos’a —4=4i’sin’a, t=cosatisina L

143



Spec(A) = {\ =1,y = cosa+isina, \3 = cosa — isina}

T cosae —1  sina 0 T 0 1 -
(A-MD) |y | =| —sina cosa—1 0] |y |=]0 ;s{ z(cos o — )“’S“f“:o
; 0 0 0 . 0 —zrsina + (cosa — 1)y =
Jesli cosav = 1, wowezas sina = 0 oraz A = I (postaé¢ diagonalna).
Zatozmy, ze cosa # 1. Wowezas sina # 0 oraz y = —%x.
Stad wxsina + (Cozlial)zx = sin’ aigfﬁja_l)zx =202y — () = 2 = 0.

W konsekwencji y = 0, za$ z € C dowolne. Wybieramy wektor wtasny u = (0,0, 1).

T —isina sina 0 T 0
(A=XI) |y | = | —sina —isina 0 y | =10

z 0 0 1 —cosa—isina z 0
Stad zsina + yisina = 0. Jesli sina = 0, wowcezas cosa = £1 oraz A ma postaé dia-
gonalng. Zalézmy, ze sina # 0. Wowcezas y = ix oraz z = 0. Wybieramy wektor wlasny
v=(1,4,0).

x isina  sino 0 z 0
(A=X3]) | y | = | —sina isina 0 y| =10

z 0 0 1 —cosa+isina z 0
Stad zsina — yisina = 0. Jesli sina = 0, wowczas cosa = =+1 oraz A ma postacé
diagonalna. Zatézmy, ze sina # 0. Wowcezas y = —ix oraz z = 0. Wybieramy wektor

wlasny w = (—1,1,0).
Uktad (u,v,w) jest bazq wektorow wlasnych. Normujemy wektory bazowe . = u,v =

|Z—‘ = Lv W= |ﬂ = W Zauwazmy, ze uktad {a,0,w} jest uktadem ortonormalnym.
Istotnle (,0) = ﬁu?)z()oraz 0,0y =1-(=1)+i-i=—-1+1=0.
01 -1 0 0 V2
Macierz P = 1 0 i 1| €U(3),zatem P! = P* = % 1 —i 0| oraz
V2 00 -1 =i 0
0 0 V2 cosa  sina 01 -1
D=P AP =1 1 —i 0 —sina cosa 0 i i|=
-1 =i 0 0 0 \/5 0 0
1 0 0 1 0 0
= 1|0 cosa+isina 0 =0 @ O
0 0 cosa — isino 0 0 e @

P— wntkana ¥y
Twierdzenie 10.3.8. Macierz jest unitarnie dlag;nahzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest macierza normalna.
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PODSUMOWANIE

Niech K =R lub K = C. Niech V = (V,+, K, "), u = (u1,...,u,) € Vv = (v1,...,0,) €
V ooraz A = [a;;], U € M,,(K)

K =R K=C
iloczyn skalarny iloczyn hermitowski
(u,v) = w1 + ... + upvy (u,v) = wvq + ... + U, o,
transponowanie sprzezenie hermitowskie
ATz ag]" = [ayq] E-T = A" ay]" = [ai]
detAT = detA detA* = detA
macierz ortogonalna macierz unitarna
Uur =U0TU =1 vu*=0*U=1
detl = +1 detl] = 1 el € ¢
macierz symetryczna macierz hermitowska
A=AT A= A

Macierz moze nie mie¢ wartosci wtasnych. Kazda macierz ma n warto$ci wtasnych
(liczac z krotnosciami).

Macierz symetryczna ma Macierz hermitowska
n rzeczywistych wartosci wtasnych. ma n rzeczywistych wartosci wlasnych.

10.4 Rownoczesna diagonalizacja pary macierzy

Jesli macierze A, B € M, (C) sa réwnoczesnie diagonalizowalne, tzn. istnieje P € Gl,,(C)

taka, ze macierze P~' AP oraz P ! BP sg diagonalne, to wowczas macierze A i B komutujag,
tj. AB = BA. Istotme ponlewaz macierze diagonalne komutuja, otrzymujemy

AB = (PP™Y)A(PP ) B(PP™") = P(P""AP)(P"'BP)P~" = P(P"'BP)(P"'AP)P~' = BA.

tuja, to istnieje macierz unitarna P € U(n) oraz macierze diagonalne
takie, ze P"'AP = Dy oraz P"'BP = Dg .
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. 2 1 3 2
Przyktlad 10.4.2. NlechA{1 2},3 [2 3].

Sa to rzeczywiste macierze symetryczne, a zatem kazda z nich jest ortogonalnie diagonalizo-
walna.

AB = [ i ; ] = BA, wiec istnieje P € O(3) taka, ze macierze P~ AP, P~! BP sg diagonalne.
Znajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A.

XA(t)—det(A—tI)—‘ S S Y LRI Sy U ()
Spec(A) = {\ = 1, \s = 3} widmo proste

[z ] (11 x 0

“-nn| o] =] 1} {y]_[o]:ﬂc—ky—O

Wybieramy wektor wtasny u = (1, —1) i normujemy go @ = %(1,—1).
(] [ -1 1 T 0

(A—XT) g7 _1}[y}—[0}:>z—y—0

Wybieramy wektor wlasny v = (1,1) i normujemy go o = —=(1,1).

2
11 1 -1 10
Stad P = Al o1 1| Ponadto P P 11 ] oraz P~ AP 0 3 }
11 3 2 1 -1 10
i -1 = l —
Obliczamy P BP—Q{_1 1}{23}[1 1} [O 5].

Widzimy, ze Spec(B) = {\; = 1,y = 5}.

10.5 Rozklad Schura

Twierdzenie 10.5.1. Niech (V,s) bedzie przestrzenia unitarna nad cialem C. Niech ¢ €
End(V). Woéwczas istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w
tejze bazie jest macierza trojkatna gorna.

Wnhniosek 10.5.2. Dowolna macierz A € M,,(C) moze by¢ przedstawiona w postaci A = UTU*,
gdzie T € M, (C) jest macierza trojkatna gorna, zas U € M, (C) jest macierza unitarna.
Powyzsze przedstawienie A nazywamy rozktadem Schura dla macierzy A.

Uwaga 10.5.3. Nawet jesli elementy macierzy A beda rzeczywiste, to na ogét elementy ma-
cierzy 1" oraz U sa zespolone.

Twierdzenie 10.5.4. Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech ¢ € End(V).
Jesli p ma n rzeczywistych wartosci whasnych (liczac z krotnosciami), to wowczas istnieje taka
baza ortonormalna przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza trojkatna
gorng.

Whiosek 10.5.5. Macierz A € M, (R), ktora posiada n rzeczywistych wartosci wtasnych (liczac
z krotnosciami), moze by¢ przedstawiona w postaci A = PTPT, gdzie T € M, (R) jest macierza
trojkatna gorna, zas P € M, (R) jest macierza ortogonalna.
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