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TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne ¢
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1.1  Zbiory i relacje n{ ay ~ f ,@tc”"_‘;;: 3
L gLE

Definicja 1.1.1. Parg uporzqdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a, b} } podzbioréw >

bi b}. —_ G
zbloru {Cl, } a\bb /_”2(’«0’6”" }
Twierdzenie 1.1.2. Dwie pary (a,b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a = »
c N b=d. ,{)B \“h

o

Mozemy zdefiniowa¢ n-ke uporzadkowana:
(a1, a2, a3) := ((a1, az), as)

(al,az,ag,a4) = ((Gl,a27a3),a4)

(a1, a9,. .. a0-1,0,) = ((a1,a9,...,a,-1),a)

Mozna uzasadnié, ze
(a1, a9,...a,) = (b1, be,...,b,) & Vie{1,2,...,n} a; = b;.
Definicja 1.1.3. lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANbec B}.

Analogicznie definiujemy
Ay x Ay x ..o x Ap i={(a1,a9,...a,): a1 € Ay Nag € Ay A... Na, € A}
Oznaczamy A®> = A x Aoraz A" = Ax Ax ... x A

n—razy

Przyklad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2
i) A={3,4,5}, B={5,7}

Ax B={(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5), (5, 7) }
B x A=1{(5,3),(5,4),(5,5),(7,3),(7,4),(7,5)}
ii) przedzialy A=(0,1) C R, B=(1,2) CR
AxB={(r,y):0<z <1l ANl<y<2}
BxA={(z,y): 1<z <2AN0<y<l}
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i) A= B=R
Ax B=Bx A= A?= B?
Oznaczamy R? =R x R = {(x,y) : x,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Definicja 1.1.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbiér R C AxB
nazywamy dwuargumentowq relacjg w iloczynie kartezjariskim A x B. Gdy A = B,
to moéwimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (z,y) € A x B piszemy Ry < (z,y) € R.
/ —_— —
Przyklad 1.1.6. i) Relacja réwnosci = w zbiorze N (yv=om
ii) Relacja < w zbiorze N (lub Z, Q, R)

iii) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A) = {B: B C A}

iv) Relacja podzielnosci | w zbiorze N, tj. m|n < Ik € N n=mk
Definicja 1.1.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje R nazywamy

@wrotnq, jezeli Vr e A xRz, ﬁc%/tksau na_ R s
ii) przeciwzwrotng, jezeli Vv e A ~ (zRx),

iii)jymetrycznq, jezeli Vx,ye A xRy = yRx, N = a=¢ L b=
a <b =)~ (() “9

iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vz,y € A xRy =~ (yRz), IR ¢<
V) antysymetryczng, jezeli Vr,y € A (xRy A yRx) = = =y, aghrbsa = -y -

przechodniq, jezeli  Vx,y,z € A (zRy AN yRz) = xRz, frﬂnwgfgunq astn (r'fc

spo’jnq,jeZeli Ve,ye€ A xRy V yRx V z =1y. OLS(" VlTSﬁL v oasl- =lasc

a<ly
Definicja 1.1.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym. vi<a v a-

i) Relacje R C A x A nazywamy relacjg réwnowaznosci w zbiorze A, jesli jest
ona zwrotna, symetryczna i przechodnia.

ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A. Zbior
wzn  (lzlr)={y€ A: xRy}

nazywamy klasq rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji réwnowaznosci R
wyznaczona przez element x. FElement x nazywamy reprezentantem klasy
réwnowaznosci |z|g. — - -

iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
Ozn . @/R >: {[x]r: z € A}

nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.



Twierdzenie 1.1.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, zas R relacja rownowaznosci
w zbiorze A. Woéwcezas dla dowolnych x,y € A

i) = € [z]g,
ii) [z]r = [ylr & 2Ry,
iii) [2]r # [ylr = [z]r N [ylr = 2.
Dowdd. iii) [z]g N[yl =@ < FzezlgNlyls © z: z€ [z]r A 2z € [yr

< zRx A zRy < zRx A yRz = xRy. Na mocy ii) mamy, ze [z]gr = [y]gr. O

Uwaga 1.1.10. Okreslenie relacji rownowaznosci w danym zbiorze A jest rownoznaczne

z dokonaniem podziatu tego zbioru na niepuste i roztaczne zbiory, ktérych suma

mnogosciowa rowna jest temu zbiorowi. Taki podzial nazywamy rozbiciem zbioru

) &0,
Przyklad 1.1.11. i) A=7Z,n € Nustalone zRy < n|(x —y)
rRy & dkeZ: kn=x—y & dkeZ: y=x+kn

Jest to relacja rownowaznosci zwana relacjg przystawania modulo n.

Piszemy = =y (modn) lub z =, y.

Z /= ={[o] .,[n = 1]} zbiér reszt modulo n

i) A=7Zx7Z*, gdzie Z* = 7\ {0}, (uv @xv—yu

A

(z,y)R(z,y) & zy=yx ,& gel . kOwnow |

(z,y)R(u,v) & zv=yu & uy=vr < (u,v)R(z,y)
przechodniosé - CWICZENIE

Jest to relacja rownowaznosci. Liczba wymierna 5 to klas akcii
(z,y)|r ={(u,v) € ZXZ": (z,y)R(u,v)} ={(u,v) €EZXZ": zv=yu} =
{(u,v) €Z xZ*: =1} —

Yy v

Dziatania +,- w Q nie zaleza od wyboru reprezentanta.



iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne ptaszczyzny euklidesowej

Wektor swobodny to klasa abstrakecji wektoréw zaczepionych.

b 7

Definicja 1.1.12. Niech A bedzie zbiorem, za§ R C A x A relacja w A. /R <
i ~
i) Relacje R nazywamy relacjg czesciowo porzgdkujgcg lub porzedkiem czesciowym
w zbiorze A, jezeli jest ona zwrotna, antys i chodnia. Moéwimy ?,O 5E T

wowcezas, ze zbior A jest czeSciowo uporzgadkowany.

ii) Relacje R nazywamy porzqdkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest ona porzadkiem
czesciowym i jest spdjna. Mowimy wowcezas, ze zbior A jest liniowo uporzqdkowany.

Dwa elementy z,y € A nazywamy pordwnywalnymi jesli xRy lub yRx. Jesli zbior J
e . . ] ' W0 €
jest liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego zbioru sa porownywalne. s Pred

V<=
Oznaczamy symbole stalony porzadek czesciowy. X Qn v ﬂ R j
Woéwczas piszemy = <7, gdy x < y oraz x # y.

Relacja < jest przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia. Nazywamy ja silnym
porzqgdkiem czeSciowym.

Przyklad 1.1.13. i) P(A) ={B: B C A} z relacja inkluzji C

B
C

Nl

BCA &
ACB N BCC(C &
Jest to porzadek czedciowy, ktory nie jest porzadkiem liniowym.
Jesi ANB=9,toani A= B,ani AC B, ani B C A.

Art =p
ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany 2adc 2 poy Z’sjwp
Ve,yeR z<y Vy<zx Vr=y

Wszystkie liczby rzeczywiste sa porownywalne.




1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci

Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowolna funkcje h : Ax A @azywamy dziataniem wewnetrznym
w zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a,b) € A nazywamy wynikiem dzialania dla pary
argumentow a, b € A.

Przyklad 1.2.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N. 5-6--14<NM

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

. nlreuymiery
Wtlasnosci dziatain wewnetrznych " J ©
Definicja 1.2.3. Niech x: A x A — A bedzie dziataniem wewnetrznym.
i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A axb=bx*a.

ii) Dzialanie % nazywamy tacznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax (bx*c). avb g

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania *, jesli
— R
@ axe=exa=a.

Przyklad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym w R* = R\
{0}. 1 jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja e, es € A bedace elementami neutralnymi w A.
Wowczas es = €1 x e3 = e1. [

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbiér pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X),U).
ii) Zbiér X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.2.7. Niech x : AxA — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element ¢’ € A taki, ze

axa = ctk/a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dziatania *. Inverse
A —

Przyklad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny). 5t(-s) =0

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest 3 (tzw. element odwrotny).

b~%,-,4

——
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O{zm:t-an Ve Pq,cﬂ—nft’) 2z

iii) W (R, o), gdzie zoy = z+y+1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do x jest —2 — x.

Xee = x <=7 x4e+A=x ‘—">6:-/_L€//2./ /
A-wnardonose x'éR@ ><°)<)=C <=> X+x? 4= <A

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dzialanie wewngtrzne jest laczne oraz posiada element > _ x =z
neutralny, to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny. €IR

Dowdd. Rozwazmy zbiér A z dzialaniem tacznym o. Niech e bedzie elementem
neutralnym dziatania o. Niech a’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A.

Woéwcezas ) , / ,
aod =e = ad"o(aocd)=d"oe

(a//oa)oa/:a//
600,,:(],”

/ "
a =a

1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas$ * : G X G — ﬁ dzialaniem wewnetrznym w
—_———

G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, %) nazywamy pdtgrupqg, jezeli dzialanie jest taczne.

ii) Pare (G, ) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest taczne i posiada element
neutralny.

iii) Pare (G,*) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest laczne, posiada element
neutralny oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x

w G.

Jesli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to méwimy o potgrupie przemienney,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).



‘N:{A‘l\“’\-"j
‘No - n\) u{Ob

Przyklad 1.3.2. Oznaczmy R* = R\ {0}.

(Nv +) (Z7 ) (Qv +) (Qv ) (R*> +) (R*7 )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1€z 0e@) A 1@ R 1R
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
bz%%Z a=-a€eQ a’z% a’:%
nie dla a = 0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa
bez el. neutr.

Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie
o to mnozenie liczb. Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istniejg k,m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2*.
wewnetrzne aob=2".2" =2""" c A
przemienne @ob=2".2M = 2ntM — gMIN — 9N . 9N — hoq
laczne  (aob)oc=2mtm. 2k = gntmik — on  om+k — 40 (hoc)
Lo i)a.c’rm.
el. neutralny e=2%seN; aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1& 2" =20 m=-n=m=-n¢N;

N(C 3’\%(”

Wnhiosek: monoid przemienny (tj. poélgrupa przemienna z jedynka)



Definicja 1.3.4. Zespot (A, o, %) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w
nim dziatan wewnetrznych o: A x A — A, x: A x A — A nazywamy pierscieniem,
. .  — T P . - .

jesli (A, o) jest grupa abelowa, za$ dzialanie x jest taczne oraz rozdzielne wzgledem

dziatania o, tzn.
o » 4’ A
Va,b,ce€ A (aob)xc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob)= (c*a)o(cxb).

Pierscien, w ktorym dziatanie x posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkqg lub z jednos$ciqg. Pierdcien, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e=1 Jjedynka
a' = —a element przeciwny a'=a! element odwrotny
nao=a+...+a, n€N at=a-...-a
—_——— —
0-a=0 a"=e=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a®=at-.. a7t
—_———
m n

Definicja 1.3.5. Zespol (K, o, ) ztozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej
dwa elementy i okreslonych w nim dziatlain wewnetrznych o : K x K — K, % :
K x K — K nazywamy ciatem, jesli

—

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e, ),

o (K \{eo},*) jest grupa abelowa,
e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o.
Zatem cialo to pierScieri przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0),

w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rézne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposob nastepujacy:

%:za*b*, abe K, b+0.

RIN 6
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Przyktad 1.3.6. i) (R,+,-) ciato liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata

* +) grupa multiplikatywna ciata
L : o 0 NSaeT . 2 IR

Q, +, ) cialo liczb wymiernych ]2 ()4) Ao F\Mk f)."‘ \w‘]w rer o

+,+) pierscienn przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 27! ¢ Z)

(
i) (
i) (2,
iv) (Z/pZ,+p,-p), gdziep € N, p > 2

+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p).
Jesli p nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

I +5]0 1 2 3 4 510 1 2(3 4
0012 3 4 00;)00'00

. 1112340 110 M2 3 4
ZfSZtocialo oy 5oy g 210 2 47D 3
313401 2 310 3(1)4 2

41401 23 _4"0432@

+4]0 1 2 3 4|0 1€2)3

0012 3 0[0 00 0

Z,/AZ nie jest ciatem 1112 30 10 2 3
212301 @0%2

31301 2 0 37 (@)

Definicja 1.3.7. Niech (A, +, -) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A;a # 0,0 # 0
nazywamy dzielnikami zera, jesli ¢ -b=0____

Uwaga 1.3.8. W ciele nie ma dzielnikéw zera.

Dowdd. Niech (K, +,-) bedzie ciatem oraz niech a,b € K. Zalézmy, ze a-b = 0 oraz
a#0. Jedli a # 0, to istnieje ! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'-(a-b_(a'-a)-b=1-b=h.

Zatem b=0. O



Rx 1R

Przyktad 1.3.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia
zdefiniowanymi ponizej ma strukture ciata.

(x,,b)

l"u)

TN
V(x1,y1), (T2,y2) € R? (1, 91)+ (22, ¥2) = (T1422, Y1+Y2), (T1,91)(T2,Y2) = (T1T2—11Y2, T1Y2F+T2u1).
—_

(C,+) jest grupa abelowa.

Dziatanie + jest wewnetrzne, laczne, przemienne. Elementem neutralnym jest
(0,0) € R?, za$ elementem przeciwnym do (z1,7;) € R? jest (—z1, —y;) € R2.
/

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelows.

Dzialanie - jest wewnetrzne.
przemiennos¢:
(2, y2)- (21, 41) = (w2m1—y2y1, 2y1) = = (T1T2—Y1y2, T1Yo+22y1) = (1, 1) (T2, 92)
tacznos¢: L =P
L= {(a,b) - [(z1,31) - (x2,92)] = (a,0) - (2222 — Y292, 11y + T211) =

= (a1 122 — ayry2 — br1ys — bToy1, ax1ys + axays + bxixs — by1Yys)

P =[(a,b) (z1,51)] - (x2,92) = (amy — byr, ays + bx1) - (22, Y2) =

= (az122 — by1xa — athys — bx1Yy2, ax1y1 — byrye + a1 xe + brixs)
el. neutralny: e = (1,0)

)

Y(z1,51) € R (1wyl) =121 =0y, 1-y1+0-21) = (21,91)
el. odwrotny do (z1,y1) # (0,0):

(1,51)-(a,b) = (1,0) & (az1—by, ayr+bxy) = (1,0) & {xl i H Z] = {H

Yy 11
x1 U1
V(Z'l,yl) 7é (070) a = ) b=
a3+ i i +yi

Drzialanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.

L = (a,b)-[(x1, y1)+ (72, 92)] = (a,b) (1422, y1+y2) = (ax1+ax2—by1—bya, ay:+ayz+br,+bxs)
P =[(a,b)- (z1,y1)] +[(a,b) - (x2,92)] = (ax1 —byy, ay1 +bx1) + (aw2 — by, ays + bxs)
Definicja 1.3.10. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych

i oznaczamy symbolem C. Elementy tego ciala nazywamy liczbami zespolonymi.
pesmm———2

po’Ynfle)( mufm(rcr‘s
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Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
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TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych C
LAnwizent €

Motywacja
h

N — 7Z /= R —— C
=G L R <
. J

¢ X? — 2 =0 réwnanie o wspotczynnikach z Q, jego rozwigzania +v/2 ¢ Q

p (X,
Cwiczenie: Q(v/2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q C Q(v/2) C R ®)

“ X241 =0r6wnanie o wspotezynnikach z R, jego rozwigzania =+i nie nalezg do R )
R(G)={a+bi:abeR}=C = ﬁoaf(“"ozwc
C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwigzania rownan algebraicznych o wspotczynnikach o
z C nalezag do C ‘2,’4 Il

b - to' .
Zanurzenie R w C N dom pne

Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R% Wowezas (Q,+,-) jest cialem.
wewnetrznosé:  (x1,0) + (22,0) = (1 + 29,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (z1,0)
(21,0) - (22,0) = (z122,0) = (z221,0) = (29,0) - (x1,0)

tacznosé: [(z1,0) + (x2,0)] + (z3,0) = (21 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 23,0 = (z12225,0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
1

el. symetryczne do (z1,0): (—21,0) wzgledem +, (5-,0) wzgledem -

rozdzielnosé:  [(z1,0) + (22,0)] - (23,0) = (x1 + 22,0) - (z3,0) = ((z1 + x2)x3,0) =
= (x12 + 3 + x913,0) = [(x1,0) - (3,0)] + [(x2,0) - (z3,0)]

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(z1 + x2) = h(x1) + h(z2) oraz h(zy - xe) = h(xy) - h(xs).
Utozsamiamy zbiory R oraz € i piszemy z zamiast h(x).
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