Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych C
LAnwizent €

Motywacja
h

N — 7Z /= R —— C
=G L R <
. J

* X? -2 =0 réwnanie o wspotczynnikach z Q, jego rozwigzania +v/2 ¢ Q

p (X,
Cwiczenie: Q(v/2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q C Q(v/2) C R ®)

“ X241 =0r6wnanie o wspotczynnikach z R, jego rozwigzania =i nie nalezg do R )
R(G)={a+bi:abeR}=C = ﬁoﬂ:“"ozwc
C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwigzania rownan algebraicznych o wspotezynnikach o
z C nalezag do C ‘2,’4 Il

b - to' .
Zanurzenie R w C N dom pne

Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R% Wowezas (Q, +,-) jest cialem.
wewnetrznosé:  (x1,0) + (22,0) = (1 + 29,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (z1,0)
(21,0) - (22,0) = (z122,0) = (z221,0) = (29,0) - (x1,0)

tacznosé: [(z1,0) + (x2,0)] + (z3,0) = (21 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 23,0 = (z12225,0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
1

el. symetryczne do (z1,0): (—21,0) wzgledem +, (5-,0) wzgledem -

rozdzielnosé:  [(z1,0) + (22,0)] - (23,0) = (21 + 22,0) - (z3,0) = ((z1 + x2)x3,0) =
= (x12 + 3 + x913,0) = [(x1,0) - (3,0)] + [(x2,0) - (z3,0)]

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(z1 + x2) = h(x1) + h(z2) oraz h(zy - xe) = h(xy) - h(zs). zgoa/n 09 = ofzvﬁam/’amy‘
Utozsamiamy zbiory R oraz €2 i piszemy x zamiast h(z). = (y 0)
/
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Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas

z2:¢-¢:((-\o,1):(—1,0):—4)1

hix)+ (8. hiy)

C3z=(z,9) = (2,0)+(0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = ¥+ iy g

Postaé¢ z = x + iy, gdzie z,y, € R to tzw. postaé¢ kanoniczna (algebraiczna, Gaussa)
liczby zespolonej. Liczbe x € R nazywamy czescig rzeczywistq liczby z i oznaczamy
Rez. Liczbe y € R nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby
postaci iy, y € R nazywamy czysto urojonymi.

2 =2y & (Rezl = Rez; A Imz; = Ing)

Postac algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomiandw
zmiennej i, przy warunku i2 = —1.

(z1,91) + (22,12) = (21 + 22,91 + (w1 +iy1) + (22 + i) = (21 + 22) +i(y1 +¥2)
(z1,91) - (@2, 92) = (X122 — Yayo, L1yo + o)) (21 + i) - (22 + iy2) = (122 — Yr1y2) + (@12 + T241)
e \—.—/

. . . X 4 X + X Liy
Przyktad 2.1.1. (2+7i) — (4 — 2i) = =2+ 9i N X Tl g F K
N~ -
(3—i)-(243)=6+9 —2 —32=9+Ti Ll IY-
r3

243i _ (2+3i)(2+50) _ 4410i+6i+15i2 _ —11+16i __ 11 | 16, Ao U - i

24830 DT — . = = + 5t MR Zanl g

2—51 2—51)(24-5% 42542 29 29 29

Cs)@s) — 4

}'DQCZ czjnn/k SfQQZ'On

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
l=i-i=(—i)- (=) 1=1-1=(=1)-(=1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi
w (0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

cR Qs\( " /o/ AOnm,

Aimz

Iy=0+iy @------------- pZ=X+Hiy

-
Re z

-
X=X+i-0

o5’ Qer’fjul'ﬁ-/ A
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Definicja 2.1.3. Niech z =z +1wy € C, z,y € R. Z = X- L'y

i) Liczbe zespolona w = x—iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy

ja z.
i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|. XE R
Amz [
Aimz ‘
X +0¢
Z=X+iy Iy @---nnmemmnee ; z:x+iy
Iy -------------------------- v v E v . \
i ap ; —
: > 7 : = X-0/ -
§X Re z b 5 X
AY e I o >
Z=XHY=X-iy X Re 7
Twierdzenie 2.1.4 (Wlasnosci liczb zespolonych). Niech z, 2,20 € C. Wowczas
prawdziwe sa nastepujace réwnosci.
i) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezg, Im(z; + 22) = Imz; + Imzy
ii) Rez = 5(z+2), Imz=5(z—2) 2T = X‘\Ug " X’Ll/j
i) (2) = 2
- = Zx
iV) Zl+22:§1+22, 21—22221—22, 2129 = 21" 29
iv) (22)=2,dlaz #0
Rl el : )

, _ oy - ‘x -
Vii)/i-i/:]gﬁ_ z - Z (¥t ’:j) X A:) :)
Vilili) Rez < |Rez| < |z|, Imz < |Imz| < |7] a U

ix) |21+ 22| = |a1] - 22

%) |21+ 20| < |21 + |2 (nieréwnosé trojkata) ‘|zl|—|22|‘§]21—22

Dowdd. vii) (z + iy)(x —iy) = 2* — i*y? = 2* + y? = |2|?

viil) Rez =z < |z < /22 + 42 = |2
def

W)V) x|

i
) 1 =Rel =Re <z1i§2> = Re <Z1+Z >+R <Z12f752> < nizz Z1Z-|?Z2 R
% = |21 + 22| < || + |2
lz1] = |21 — 22+ 22| < |or — 22| + [22| A |22 = |22 — 21+ 21| < |z — 21| + 21| =

21l = [l <l = 2l O
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SO
2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza (X* L /v) = ?
Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

2 2
Niech z = z+iy # 0. Wowczas z = |z| (f‘;‘ —HlZ—l) Poniewaz (£> + <l> =1,
wiec istnieje kat ¢ taki, ze —_—

z = |z|(cosp +isin ).

a N
A

%* 247

(L S Ez:x+iy cos¢:%§r LFf{77
¥ | o pi
Sin(p:% (/oaxfuws/iﬂfy
O,

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby
zespolonej, ktory lezy w przedziale [0, 2m), nazywamy argumentem gtownym liczby
zZ i oznaczamy @ Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2kmw,

k € Z. Przyjmujemy, ze argument liczby z = 0 jest il_i_e_(_)_l;rgé_lo\ny_._ Dowolna A
liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem przedstawi¢ w postaci z = |z|(cosp + isin p), “9\ ———
gdzie ¢ to jeden z jej argumentow. Powyzsze przedstawienie Mmy postaciq “1o
trygonometryczng liczby zespolonej z. ! Ve ‘ = A

Gdy z1 # 0,29 # 0, 21 = |21|(cosa+isina), zo = |23](cos B+isin (), to wowczas E\

21 = zp wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz f = o + 2k7 dla pewnego k € Z.
M

(Z21=4
Przyktad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z2=17 2z = —1 Z:—\/2_7—3Z \‘
2 =T7(1+ 0i) 12| = 02+ (12 =1 2 =v2T+9=

z=1(0+(-1) 1) z=6 3 1
cosp =0 COos
singp = —1 sin ¢

iy 0 dug
=0+ 2km goz@—)»ﬂmr (,0:%71'—1—2]{771', keZ

gz =10 argz==5m argz = gw
————— \___/
z =T(cos 0+ ism0) —i=1(cos 3w +isin3mw) —/27 —3i = 6(cos gm + isin i)

\\J
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Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ),
z1 = |z1]|(cos v + isin ), z5 = |23](cos 5+ isin B). Wowcezas:

i) 21'Z2:|Z1|'|22|'(COS<Q+ﬁ)+iSin(a+ﬁ))’ /\ m=2
Lz = p 2o
(cos(a— ) + isin (a — B)), =Z -3z

i) 2 = =l
) or gl d

— 2
Z [ .
iii) 2" = [z|" - (Cosngo + 18l @) tzw. wzor de Motvre’a / / 00)24“5/2,{6/
e
Dowdd. 1) z1 - 29 = |21| - |22|(cos a + isin &) (cos 5 + isin 3) '
= |z1| - | 2| ((gosacosﬁ — sinasin ) +i(sinasin 5 + COS@COS@)) ‘rnglw‘b% a
cos (a+p3) sin (a+8)

ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2?2 = z - 2 = |2]*(cos 2¢ + i sin 2¢).
Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze. [J

(/HL'G)ZO S

\[ 20 (L /
Przyklad 2.2.3. Oblicz (142¥3)" =
(10 Coop 70 snycp
1+Z\/_ = 2 %/2 cos z+ising) 1—i {\{_ ' =2 (cos (%) +isin(—7))
i c’-f —
LV cos (% + %) +isin +1>: 2 le T _(-7 o
1—i f G+1) G+1) .\/2/_0( (337) (=15m)) -—( (14/ LT ~ :1/.
N\ 20 -
(%g) = 210 (cos (£2) + isin (£27)) = 20 (cos (37) + isin (7)) = O -
=210 (cos (12 — %) 4 isin (12 — 3)) = 2!° (cos § — isin F) = 2'° (% - \/ng) = J "O’Df/‘/
=29(1 — V/3i) _—

Twierdzenie 2.2.4 (Wlasnosci argumentu). Niech z, 21, 20 € C.
Woéwczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z120) = argz; + argzs + 2kn/k € Z (k=01ub k =—-1)
rg(2) = argz — arges + 2km,(k € Z (k=01lub k= -1)

i) a
iii)
) a

arg(z") =n-argz +2kn(k € Z )
a\/gz — 0N _
v 27 — argz, gdy argz # 0 arg. 570"42) B X~y
C o e . 9 [__p/ ,&7//
Dowadd. 111) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z°) = arg(z - z) = argz + argz + 2km =

2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze.
iv) z-z = |2?| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argZz + 2km, skad argz = —27 —argz O

Przyktad 2.2.5. argi = 7 arg(—1) = arg(—i) = 3w

T
—i) = argi =7+ 7+ 2km g + 2km dla pewnego k € Z, tj. k= —1

i:<_1)'< 2
L”_,_J - .=
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Postaé wykladnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R @&i}y@%ew = cos ¢ + isiny. Zatem dowolna liczbe zespolong
z # 0 mozna zapisa¢ w postaci z = |z[e?, gdzie p to pewien argument liczby z.
T ———

Przyklad 2.2.6. a) ¢2' =cosZ +isin3 =0+1-i =1

b) e =cosm+isint=—-1+0-7 = "+1=0
— najpiekniejszy wzor w matematyce

Twierdzenie 2.2.7. Niech o, f € R. Wowczas:

ii) (e)F = ek dla k € Z, 6}/{:/ 86”73 \L\>

i) e
i)

iii) Z(a@: e dla k € Z,
) e #0,

1

o=
76

] - ZZ 0oL F L e K |
prey do| ‘I\ Ny c J
MEZL DL g < (e aemi Lt
Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dzialan na liczbach w postaci
trygonometryczne;j.

iv) Mamy |e™®| = | cosa + isina| = Vcos?a +sin” a = 1, zatem € = 0 < cosa =
sina = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. [

Whiosek 2.2.8. Niech z = re?, z; = 1€, 2o = r2¢”’ beda liczbami zespolonymi
w postaci wyktadniczej. Wowczas:

: _ i(a+ Z1 — Iipi(a—
i) 2129 = 1y’ (@th) Z=1re (a=h)

ii) 2% = rket*e dla k € Z,
[
i) z = re .
’___’—Fﬂ
Dowdd. iii) Jesli argz = ¢, to argz = 27 — ¢, skad e(Pmi—e)t — M9l — g=¢t [

Wzory Eulera
e'? = cosp +isingp Aimz
e = cos (—y) +isin (—¢) = cosp — isinp

Dodajac lub odejmujac stronaMmy :

e 4 o—ie e _ g
cosp = ———, singp = ————, p e R. N .
2 2i e 7.0

Obroét o kat ¢
z = re®
2. el = reilate)

@C\{; /’ 6""( C‘ -
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Liczby zespolone - cigg dalszy

3.1 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe
Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 3.1.1. Kazda liczbe 2z € C spelniajaca réwnanie 2" = w, nazywamy
pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby w. —_—

Przyklad 3.1.2. Rozwigz réwnanie 22 = 8 + 6i.

I sposéb: IT sposob: III sposob:
posta¢ wyktadnicza postaé algebraiczna postaé algebraiczna

w:8+6i Q:x+iy,w:8—|—6i 8+ 6i—9+6i—1=
|z]7e®P = 22 = =3242-3-i+*=

‘, Q= LL:UJrz'y —8+6i/ = (3+41)?

@|:/10 Lf Qxyz y =8+6i_ % \
w8+62m:}—€)?f ;}6‘8 Z=3+4iV z="03—i
¢ = arcsin g +2k7r y#O(gdyy—O to z = x, 2% # 8 + 61)

T = 2’ 3,92 y? =8
|z| = V10 yt+8y2 —9 =0, A =100
gokziarcsin%Jrkw yP=1,y=+1

v

z=+10e¥* k€ {0,1} 2=3+iV z=-3—i

Lnam &
Twierdzenie 3.1.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cosp + ising), to wowczas
roOwnanie 2" = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwiazania te maja postac

. k=0,1,....n—1

+ 2km g0+2k7r>
:7, o= 4

" ¥
2y = \/7_"<COST+ZSH1

Dowdd. Niech z = p(cos a + isin o). wowczas




ni VTW“
Vot R

Symbolem /w oznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan réwnania. Zatem

LW:{ZE(C:Z":w}:{Zo,Zl,...,zn_l},/ W:L

Przyklad 3.1.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — iv/2 @ (sn /()T
N1ech:ﬂg_)§_w isina) oraz w = /8 W Co> “‘( Sﬂ
Obliczamy |w| = /32 = 4v/2, skad w = 4v/2(3 — ) Zaten/ ¥
0 7
Co> 5. =V Sﬂ/' 4
] ) 5 _ _ 5
5 5 - B N P’ =4v2 = (V2)
@=w & pleossatisinda) _w) < { Ba=—T + 2%k, ke {0,1,2,3,4}
Stad p = V2, ay, = —f—5+§k7r oraz z = ﬂs;cos aptisinay), gdzie k € {0,1,2,3,4}. —_—
E——

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby Jé S
zespolonej ki z Jﬂb\ M
k=
Liczby zg, 21, - - ., 2n_1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" =
w stanowig wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o ',,',f"'i)' "
srodku z = 0 i promieniu /7. - /
w >
L 72 Rez
Przyklad 3.1.5. Rozwiaz rownanie z* = (/3 —i)'2. S, A
S
Rownanie ma 4 rozwiazania 2y, 21, 29, 23. Beda one
wierzchotkami kwadratu.
4
= ((\/3 - 1)3)
Niech zy = =3v3—-9i—3V3+i=—8i.
Kolejne WlerzchIE kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada
mnozeniu przez i = e'z.
W =20"1=8, 29=21:-1=8l, T3=2-1=—8
% ro {r @
"(’Ci:‘r e aotj
7—72' “+( Sin ﬁ (/
m ~——
O A

Uwaga 3.1.6. Rozwiazywanie rownan w Riw C
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w R w C
\/§ =3 \/g - {_3’ 3} Z j /l)-\:
v/—1 nie istnieje V=1 ={—ii}
Vi=1 V1={-1,1,—i,i}

Va? = Ja] VE = {22} 5
—

—

Rownania wielomianowe m

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
Wz)=cz"+cn12" P+ ... +caz+c, cy..oycn€C, ¢y #0

—

Definicja 3.1.7. Liczbe zyp € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli A_/ . z)m—- RETD)

<

Twierdzenie 3.1.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu ¢
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 2) P(2). -
Q.7 +bk=0

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — z, otrzymujemy W (z) = (z — 29) P(2) + const. RS - o1clom

Stad W(zp) =0 & W(z) = (2 —2)P(z). O

Niech k € N.

Z =0
Definicja 3.1.9. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem k-krotn wielomianu A=
W, jezeli istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — 29)*P(z) oraz P(z) # 0.

i 7~ (-1)<0

Przyklad 3.1.10. Niech W(z) = 2* — 2 — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy 2 o
Wz)=2(z-1)—(z—1)=(z—-1)(2 1) = (z = 1) (2 + 1). < ‘— L =0
T

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwuKrotnym. ( - L.) C% } 9

Twierdzenie 3.1.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony
dodatniego stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 3.1.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow
w C, liczac z krotnosciami. -
i gy S

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech zq,25...,2, to jego
wszystkie pierwiastki o krotnosciach k1, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego
twierdzenia algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ... + k,, = n oraz

WE)=(z-—2) (z—2)2 ... (2= 2,). O
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Trojmian kwadratowy az?+bz+c=0, abcecC, a#0
2
Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {46, 5}. 5 = N

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rozne pierwiastki zespoloneé = %;5, Z9 = _;’&Q

=b
2a "

Przyklad 3.1.13. Rozwiaz rownanie ZQJ@\‘Z +3=0. :
Obliczamy A = 4i2 — 12 = —16 = 16:2, VA= {—4i, 43} 3
Niech § = 4i, wowczas z; = —o oraz 2z, = i.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych
————

Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = z5 =

Niech k£ € N.

Twierdzenie 3.1.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspolczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W

wtedy i tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu
w. —

Dowdd. Niech W(2) = a,2" + ap_12" '+ ... + a1z + ao, ag,...,a, € R, a, # 0.
Udowodnimy twierdzenie dla pierwiastkow jedriokrotnych. Niech z, € C bedzie
takie, ze W(zg) = 0. Wowczas

-1 —1
Anzy +an—12y +...+a1z0+a=0 = a2 +an12y  +...+az+a =0
N

— _
= apzy +an12, +...+az0+a; =0.

, zatem W (Zo) = an(20)" + an_1(Z20)" ' +... + @120+ a9 =0. O

Whiosek 3.1.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych,
ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 3.1.16. Rozwiaz rownanie 23 — 322 + 62 = enkoty,
0= (= = (2 = 2+ T (=~ Dz = 1 +3) = (= ~ Dlz = ? — (V3] - Fonesg
=(z—1)(z =1 —=3i)(z — 1+ V3)

rozwigzania z; =1, 2o =1+ V3i, 23 =1—/3i,
—— ———

Przyktad 3.1.17. Rozwiaz rownanie 2* + (2+14)2° + (74 2i)2% + (1241)z + 6 = 0,
Wiedz‘jc, ze zy = 21 jest jednym z jego rozwiazan.

redenr ¢ N'e pPrao Ay (M« 000"
(z—20) (2 + 2+ 30)22 + (1 ~I—6i)z~l—3i> —0 L
(z—2i)(z+1)(22+(1—|—3i)z—|—3i> =(z—2i)(z+1)*(2+3i) =0 (48 @ bep

rozwigzania 2, = 24, 29 = 23 = —1, 24 = =31
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Wzory Viete’a

2
Twierdzenie 3.1.18. Niech W € C[z], W(z) = 2" + 12”4+ ... + 12 + <o, Xz *é’zq €5
gdzie ¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) r1,...,r, € C. Wowczas ~~ _ o
Cn(T1+7’2+...—|—7‘n) ::Cn\_l A /Vé
Cn, [(rlm +rirs+ ..+ rrn) + (rars +rarg oo Frery) o F rn_lrn] = Cp_2 n’rrf\/a - ‘E
Cy=av ... C &
(CnT172- - Tn :(;1)”2? Vg e, T qS
Dowdd. Niech W(z) = c,(2 —11)(2 — 1) ... (2 —ry). Wymnazajac, otrzymujemy ,
Wi(z) = cn[(—l)"rlrg e (D) 2 (D) ey 2
(=) rarg oz (= = )2 2] O

R (| c o
Przykltad 3.1.19. Wielomian W(z) = 22% — 522 + ¢z — 5, ¢ € R ma pierwiastek
z1 = 1 — 24. Wyznacz pozostale pierwiastki oraz warto$é¢ wspotczynnika c.

Wielomian ma wspotczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 2.

Oznaczmy a = 2, b = —5, d = —5. ec——

Na mocy wzoréw Viete’a otrzymujemy zq + 29 + 23 = 2+ 23 = —% = g 7

Zatemz?,:%orazW(%):%—g—i—g—%’:M‘l‘Z—\’ J
]

3.2 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + iy, 21 = x1 + 1y1, 22 = 22 + 1y2 beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r e R, r > 0. ———

1) |21 — 29| odleglosé z; od 2

|(x1 +iy1) — (x2 +12)| = \/(951 — 1)+ (11 — y2)?
~—

(Xq‘%'&,) + U (34'30 ) )
2)|z—z| =1 rownanie okregu o srodku z; i promieniu r

r=|(z—z)+y—wn)il = (e -2+ @y —m)? = r*=(@—n)+{y—n)’

e

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola
Im z
* bw%ﬁ%‘ A
o}~*°
> > >
Re z Re z Re z
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3) |z — 21| = |z — 2]

Almz

punkty

g
Zs

|2l =€ R 70D

réwnanie symetralnej odcinka o konicach z; i 25

"/ réwno odlegte

Przyklad 3.2.1.

-
argz = 7§

AImz

o
Rez

Aimz

1

4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie p € R ustalony, to potprosta.

4

&0 ma Sen

)g%/ < |z ~e-30/

arg(#4)

Almz

22
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5) Zbior {z € C: arg(%t}) = I} to tuk na okregu. Z=xqu ‘ry

N
Cz+i o wH(y+1) N-[ +y+1d-[r—(y—1)3] = —&g (ﬂé@(z—l—m y?—1
=i wd(y—1)i 2?4 (y — 1) STt (y -
/=y =iyt
Rew — P 4+y*—1 Ty — 2z N {Resz@x2+y2:1
22+ (y — 1) 22+ (y —1)2 Imw >0« x>0

i
W= Rew +U - Jomn (0) orqgv) = I

lJ = Cb_lr()’u' OL-_;@/?

b 70
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