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TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.
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Niech K =R lub K = C. L J ]& \M}
4 N

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

3.1 Macierze 1 ich wlasnosci

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn- mta Lolwomna

A= [aij]mxn =
Licrsry)
Ciag a;1, @iz, . . . , @y, NazZywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag ay;, asj, - . . , Gpj DAZyWaIy
j-tq kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M,,..,(K) zbior wszystkich macierzy o m wiersz i_n kolumnach
i elementach z K. Gd@ piszemy krocej M,,(K). Macierz A ¢ M, (K )\nazywamy
macierzq kwadratowg stopnia n. -

M (ot wilx
Dla A, B € Myxn(K), A= lay], B = [bj;] mamy —_—
A=B & ViT{L2,...,m} Vi€ {1,2,...,n} a; = b;;
1 -1 2 -2
Przyklad 3.1.2. Ae M3,4(R), A=|3 -3 4 4 Suiey . Bleo,
—_ 5 -5 6 —6 e
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6 - k) Aol s
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0dla i # j Nr.

ua’e/(sz%# e
r QO/&/L%&

b) trdjkatna gorng, gdy a;; = 0

ne o

W)‘Z;L > n v %
c) trdjkatng dolng, gdy a;; = 0 dla ’ L’ﬁ

Oznaczmy:
D,,(K) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gornych stopnia n

TP(K) zbiér macierzy tréjkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n Je

1€ 0

I3 = | O 1.

RN -

~

1 2 3)] Pea

A=10 e TP (K)
| 0 0N 2]

Dzialania na macierzach

7[{”5‘;,”, L iR -
e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,«,(K), A = [a;j], B = [b;].
C=A+ B, C = [Cij] S Man(K), Cij = Qg + bij

Uj/az /30 wgrael e

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € My, (K), A = [a;].
C=a«a- A, C = [Cij] S men(K>, Cij = QU Qyj

0) —A=(-1)-A A—B= —B). =
znaczamy A(M/l yoraz‘_ + (—B) J A+ 4). 3 o
e Mnozenie macierzy: Niech A & M,,«p(K), A = [aix]l Ble Mpxn(K), B = [bi;]. J 7[
C=leyl € MmXﬂ(K)aeij:Z:Z_/\zla’ffﬁj/ — i
Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A 7/ zR?MMR >
r—razy . —
.. . _ , / ?//Kbﬁd\
e Transponowanie: Niech A € M, (K), A = [a;] ne Ylto st - IR
C=A", C =[] € Myum(K), ¢ij = aji T o, Congy
ren,.
C o YT e
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Przyktlad 3.1.5.

L@ B[%% (3] 2-[38] F rucky

Jakie mnozenia sg wykonalne? ~ Wyznacz C — 2D, + - AT, AB, BA, D?.

@i (o5

—10
34
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1

2
D = ABG]@R schemat Falka 1 1=1-04+2-2+3-(-1)
8
0

Aeriry Beny, AEERL 8
2 4 5 6] 4 2 PO
@ @v —— @/O wa{d@

. 0 A-Bel‘.’g/yffhal5j . Zozz/\g
/G BAeJ\@R fSALéMZ,(/) (AB;ABA
@ _2 /,4‘-6 D

: # I, 0 ¢
1['0 £ m My(R), CA € Myys3(R), zas AC jest niewykonalne

1 4 9 1 Need
C’DEMQ(R),DCGMQ(R),CD:[B 20],,1)0 { iy 23} CD+CD /M/N

d ™M
Wtlasnosci dzialan na macierzach i et /

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,«,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa

-,

nastepujace réwnosci. wor<l,,

1 A+B B+A \%\/L,CKW'\/‘C’\&OSK/

i) (A+B)+C=A+(B+C) Cacrno >

i) A+0=0+A

i)
i)
i) R
v) (0 +5) A=a-A+p-A
sl V) a-(A+B)=a- AT ] redelaoy/
vi) (a- ) —a~(ﬁ‘) (roleobna (actaoey

A*CJA):@

Wnlosek 3.1.7. (Myxn(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) (AB)C = A(BC) [ rnosc

(
(A+ B)C = AC + BC
1 ~ozdiicdnos
iii) A(B+C)=AB+ AC .

i)
i)
i)
)
)
) 1A

ii

iv) a(AB) = (a¢A)B = A(aB) -
- . J4 O
Al =A A e __, .
s
vi =

AT

Wnhiosek 3.1.9. (M, (K),-) jest polgrupa nieprzemienna z jedynka. /L S

1
Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz mech a € K, 3
r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to woéwczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) (AT =A
I A—
ii) (A+ B)T = AT + BT
_ 4., DB . ‘
v=2 iii) (aA)T =a- AT » ol A o A3
Y, / 2 e
g b} 5*’(@
IV)( AB = BT AT - = L x 9
T .
(A ) v) (AT = (AT 0 =2 BA nieamons, 37 Al
“a >c_7> 23x 2
=(a-A)' Deﬁmqa 3.1.11. Niech A = [a;;] € M, (K). Sume elementéw na przekatitej aii -+ dag +
= ,q 1 .+ an, nazywamy Sladem maczerzyﬁtl oznaczamy symbolem tr(A)
= )
phuka 0 1
e Przyktad 3.1.12. tr | 2 =1-743=-3 }2 ! aCC 5

0 1 (R

Wtasnosci sladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), a € K. Woéwczas prawdziwe sa nastepujace

réwnosci. , i ’ ,
fa,fw)\:oﬂbua’l‘f nwh€ rusze Pfl,f[tq T

i) tr(A) = tr(AT) i) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 7

iii) tr(ad) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA) ,
Dowdd. 1), ii), iii) Wynika z definicji.
iv) Niech C = AB = [¢;5], D = BA = [d;;]. Wowczas ¢;; = > ,_, aiby; oraz trC =
o > opy aigbg. Ponadto dy = > bigak; oraz trD = Y"1 S bipag;. Zatem trC =
trD. O
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£ (A78)= tv( &))<=
= v ( BT . {AT)T) — (37 4) A
Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M, (K), to wowczas tr(A?T B) = tr(ABT) = tr(BTA) = Pryswoyy
[l

U0 R
R

Dowdd. Na mocy twierdzenia 3.1.13 i) mamy tr(ATB) = tr((ATB)T) = trBT A oraz
tr(ABT) = tr((ABT)") = tr(BAT). Ponadto tr(ATB) = Y7 | S | ayibyi oraz tr(ABT) =
o >y @ikbir, skad wynika teza. O

Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy A = AT @y - ay L ey
T —— T - ?7?1(?&4,,%
b) antysymetryczng, gdy A = —A a .. s sectepolans,

% \’ — Q -~ ,o-
b - Q[/“@,,
2

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej.\' /
Dowdd. A= B+C, gdzie B = 5(A+A"), C = 3(A—A"), /B =B, C = —C". Ponadto
- AT r T
BT = [%(A n AT)} — 1+ AT)} = L(AT 4+ (AT)T) = 1(AT + A) = B. Analogicznie
sprawdzamy, ze CT = —C. [ p
= _
- A —
1(2) 3 2% =2 L
i : />U WZ? - olie ernay
Przyktlad 3.1.17. A = yO macierz symetryczna o« :
307

B = macierz antysymetryczna

CM{/ _ %}/.
Definicja 3.1.18. Macierz utworzong z macierzy B;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

Bml Bm2 s an
nazywamy macterzq blokowg. Macierze B;y, Bio, . . ., By, stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, za$ macierze B}, Byj, ..., By,; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.
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L2 et enilt — 5 b on 4,

46[/4{3
. . wvzagd ; 7
3.2 Wyznacznik macierzy K Tt fmw/pij
%z_v
Definicja indukcyj ika J “/n
efinicja indukcyjna wyznaczni N Ao . S
Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy "
liczbe detA € K okreslona nastepujaco: _—
Tee——— —
A=l “Crom
e gdy n =1, to detA = ay; A4 2,
_ I —— . e
o gdy n > 2 to detA = Z?: (—1)'"*ay;detAy; = e suoma
= (—1 1+1a11detA11 + (—1 1+2 12detA12 —|—— . (—1@a1ndetA1n, i U/“"/qu .
S —_ —_— —_— —_ = Py
gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymang z nyacierzy A przez skreslenie pierwszego “oles, "y

wiersza 1 j-tej kolumny. e

Oznaczenia:

~—r

\ \Mﬂ
Przyklad 3.2.2. A= Mig
i
detA = (—]. 1+l 11detA11 + (—1)1+2a12detA12 = - 6\

‘\_/veﬁo

detB = (—1)1+1a11detB11+(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13det313 =
~ —_ N~

L dle gl sl
(-4)” R
=1 1842.(-6)3+ (=) (=2)-(-6) .- \ .

- 3-\1-—(:5)4-(—6)-(—6)-1-1-8-(—2)-2] — 59

T

Od@/ P Cam
Definicja 3.2.3. Niech A = [a;] ch{zie H%cierzad kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem element@azywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymane;
poprzez skreslenie i=tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;. I —

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.

—m,
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Przyklad324 B = @
Qay =— £ ﬁ) SU

1 3
ng 11 16 Mgg = dethb 11 16 ‘ 16 — 33 =—17
D3y = (— 1)3+2M23 =17 N __aow
\

O’(«O/Df\’jn s b5 ~aitcr
Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M,,(K), gdzie n > 2. Wowczas:

) Vie{l,2,....n} detA=3% auDu, = @, ) . 4. D b ray ),
—— (rozwinietie wzgledemn i-tégo wiersza) - ™
\

11) Vi e {1,2,...,77,} detA = ZZ:I aijkj.
- - (rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)
F\

Przyklad 3.2.6. B = ¢ Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.

h\‘c/liéjwj 1 4
detC:0D21+2D22+(—1)D23:2(—1)4 1 2

‘+(—1).(—1)5.“ ;‘——4

Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,

a potem wzgledem ostatniego wiersza.

\

—4(3D41 + 2D42) =

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € TE(K) lub A = [a;;] €ETP(K). Wowcezas

detA:all-a22~...~a . (223} ) .
nn o< enic

detA=5- ( 1)?

detB=10-2-3- (=




Wtasnosci wyznacznikéw

A - ( '
Ay Az
Niech A = [a;;] € M,(K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy A, czyli
A:[Al,Ag,... An] e

A e 2L

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzeniu’?\

i) detA = det(AT) & Jyn ka2 d, Laplaceas Ny
A1 -

=deb b v
¢

ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez
liczbe A # 0, to wowczas detB = ) - det A.

e

iv) Jesli Ay, = Br+Cy, to wowcezas detA = det[Ay, ... (By)..., A,]+det[A, .. @ A

>

——

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch

kol to wo detB = —detA. ,
. xolumn, to wowczas de e 454<___> a
@@’ vi) Jedli istnieja k,1 € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay = A\A;, dla pewnego A € K,

to wowcezas detA = 0.
O:AL( "9\'/\'(./ ZO/V”’"‘J Prepore) onst. £

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. 3Ny, ..., Ag_1, \es1, -+ -5 A €
Ko Ay =270 A - Ay, to wowezas detA=
W viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
e macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

A L{%ZH"SJ/Q&

ix) Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB

L. G
x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci T th )?‘70»0

0/...] 0 R S
"Byh...| O o
gdzie By, B, .. ., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogot réznych stopni), 0 macierzami
zerowymi, a 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to woéwczas detA =
detB, -detBy - ... -detB,. ) [

ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # A € K

—

iii) det(A") = (detA)” dla dowolnego r € N.

/\/T o =2
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika

d 0 1
Zatem nie istnieje A7 —~
— ko

T O
Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy Jc;b/\/l }
macierza odwracalng.

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami 2menin, s
e /
A-w;, M€ K,\# 0 pomnozenie wiersza przez liczbe Mizaae,, 4%
w; +A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;
‘\._“J nie 2 -
Przyklad 3.2.11. v "”%/4‘;‘
3.3 Macierz odwrotna Jiako S P
Lw
. " v
Definicja 3.3.1. Macierz B € |M, (K )/nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A € A
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja woéwczas symbolem A~
o o
Przyklad 3.3.2.
0 1 ¢
A= . AT =
01 C
AAT =T & {2 d]:{l 0] = c¢=0A c¢=1 sprzecznosé¢ c

ii) Macierz A € M,,(K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.
yp y yJa a a <= Whu.

—> Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie. T

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopelnieri
A

A=
ay —7b

algebraicznych. Woéwczas \/_J,_d/clm;lzi) K
trng - 7 n
Prs J

dek A10 O%CA’?K 31




Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, za§ D = [D;,;] macierza
jej dopelien algebraicznych. Macierz DT nazywamy W@ do macierzy A
i oznaczamy symbolem A”.

Whniosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

N S GL(nW)

ﬂ“e neral (un car @ rou.o
Metody wyznaczania macierzy odwrotnej /

1. Za pomoca definicji

-1 2 c d

Przyklad3.3.7.A{ 3 5], Al[a b}?

detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

AA—1:]@[3“_Z’ 5a+26}:]@ 5a+2b =0 :>A—1:{12_1 _%] (3{ N
3c—d 5Sc+2d 3c—d=0 ﬁ % Ao
Sc+2d =1 N

2. Metoda dopelnieni algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

— -
Przyklad 3.3.8. 7
1
A= ATl = CAP =7
’ detA
detA = —3 # 0, zatem A jest lddwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréow
elementow a;;. Wowczas /
[ 9 ‘4 3 4 3 9]
5 3 1 3 15
M= 73 2 3 @ _ g g 0
IEER IR AR (RS2 N
N— - -
Q 7 3 2 3 2 7 ) T
/ 1 :D
15 | |9 4 3 4 39 | MA
7 =5 6 7T —6 1
D =[D;] =[(-1)"M;]=| -6 3 AT = @ -5 3 1 - )
— 1 1 = 6 —3 -3 A 7% -
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3. Metoda operacji elementarnych (metoda W &T

Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa.

(e operacje  elementarne oe nJ oy
e RV — [A[T] [7]A7"]
bl o wo» AN tylko na wierszach! '\, . K
Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz trojkatna géorna — [ Wy ¥ ia J

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania metody operacji elementarnych.

Przyktlad 3.3.9.

12 01

"o o0 -1 2 1,
A=1109 21 4
ﬁgoo 10

2 0 1|1 00
00 -1 20 0 0| [y
(A1} = ‘0 <
l—L’Q_’_/Q’L( 0 1 0 wa na koniec
,ﬁ_()()looo 01 —
(12 0 1[1 0 0 10 00
0(1) -1 03 0 0 | wirws 1o -1 0 fwo
0 1T)0[0 0 1 00 01 5 @
0 2 0| 01 01
I 10 oo 1 -1 0 -1
02 0 —3 0 |/fwi—w 200 =3 0| wotus
0{0 0 01 0 0 0 1
_ (o & o 050}
O
3 —3 w1 2wy 3 —3
00 10(0 0 0 1 0 0 0 1
(00010 i 0 1 0 3 0 3
—
1| 2 32 -
ZatemA—0001 A
0 5 0 3

Wtasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), o« € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A
i B sg odwracalne, to wowczas macierze AL AT AB,aA, A" réwniez sy odwracalne i
prawdziwe sa nastepujace réwnosci. -

(£ A) =L A b (o
i) det(A™!) = 55 v) (@A)~ §> ) A=der 1 = Stk (A ""D J
i) (A~ 1)_1_A )AB)1 B1
T G = Gy ) S(gor ) - ldkat) =5
W/’Z, ) -
33 A-a\™ ARKAT = T
- o ) = At
A'A ul’\ﬂ( \ﬁ(/ &L,ZJ ( J M)V(A‘/)L
—~ @ j Lolga vpd



Twierdzenie 3.3.11. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna
0 ... 0 -

| By |...
postaci A = [\2_1 , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
0
B 0 ... 0
0 By' ... 0
odwracalne sa macierze By, Bo, ..., B,. Woéwczas A~ = )
0 0 B!
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