Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Macierz odwrotna. Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych

’\_d____‘/
Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnari liniowych z n niewiadomymi
x1,..., Ty 0 wspotczynnikach z K. AN~ N
a1121 + @192 + ... + Q1 Ty = bl
911 + A99x9 + ... + A2n,Ty = bQ

. abe Kyie{l,2,....m},je{l,2,...,n}
Am1T1 + Qma®2 + - oo+ Ty, = bm

Liczby a,;; € K nazywamy wspotczynnikams ukladu, zas liczby b; wyrazamsi wolnyms Jesli

by = ... = b, = 0 to uklad réwnan nazywamy_j/ecwc_l_n_y_@. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€ {1,2,...,m}, to uktad nazywamy niejednorodnym. i

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (v1,7s,-..,7) € K" spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwigzania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskoriczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.
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Przyktad 4.1.1. / roJ ,Onbgvh

— s/l
2c4+y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
y y =D

<V

N

AN > >
\\\ X | \ X
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym AX =
B, gdzie

ai a12 .. Qqp T b1 /\ o)
21 a92 .. Qop ) bQ
A=| 0 X=1 B=
Ami Am2 - Gmn T, b,
macierz kolumna kolumna 5 )
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyktad 4.1.2.

$1+$2+2$4:1 1
T+ 2T9—x4=0 <~ = 0
$1—£C2+.Z‘3—£C4:9 9

W eka ol Nnan = Q_,«_[C’\k-n'c nlosiado ,-w:_jd,] R A’ o

Uktady Cramera 4 Ak
A
Definicja 4.1.3. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad réwnan
AX = B nazywamy uktadem Cramera. et A 40 O 7 . A
Twierdzenie 4.1.4 (Cramera). Uklad Cramera jest ukladem oznaczonym. ]{j
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A~'B. [ A X=B
Whiosek 4.1.5. Rozwiazanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez A §
znalez¢ za pomoca wzorow Cramera MX - /4 J}
Ly = , det 7
(\(\99\ L\)”WA Vie{l,2,...,n} x; = ° - )

gdzie A; jést macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumng

wyrazow wolnych B. %Y |
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€1
112 1 1 T 1
Dowodd. X = : = A7 B = wal B =gz
xn
an a1,5—-
21 a2 j—
_ L. NWm oppy 1 "
Stad ;= 357 2 _im1 biDij = :
Qn1 An,j—

Przyktad 4.1.6.

3r—2y=>5
Uklad{ 20+ 4y = 1

2 4

o o : {3 —2} {m] {
jest rownowazny réwnaniu =

by
[Dj] | .

bim
1 b aij+1 --- Qin
1 by agjr ... az
1 bn Qnj+1 --- Qnn

2 4

W = det [ 3 =2 } =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera ;7 ; ]
ooy

Metoda eliminacji:

3 3

y=32z—2 zatem 2z +4(3z — 2) =1, skad = =

27 2

Rozwiazanie réwnania macierzowego:

Wzory Cramera:

—2

11 _ 7
g oraz y = —{

iy L2
/X/y\/z 4

W:detA:167é0,Wm:detA1:’1 4’:22,Wy:detA2:‘§ ?‘:—7,
- Wy 22 Wy, 7
T=W = YT W T 6
Whiosek 4.1.7. i) Jedynym rozwigzaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwigzanie
zerowe r1 = ... =x, = 0.

ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.

Przyklad 4.1.8.

0z+0y =0
Uk}ad{ 0z + 0y = 5

jest ukladem sprzecznym. Ponadto W = W, = W, = 0.

Uwaga 4.1.9. i) Mozna wykazac, ze jesli detA = 0 oraz detA; # 0 dla pewnego
ke {1,2,...,n}, to uklad jest sprzeczny.

i) JeslidetA = 0 oraz detA; = 0 dlakazdegoi € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony

lub sprzeczny.
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leduﬂan'{— ) mfumdo/mjw

A —nicC "a,‘v

Rzad macierzy kisadrar ou4

Definicja 4.1.10. Niech A = [a;;] € Myxn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m,n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymane;j z
macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.1.11. Rzedem macierzy A € Mp,«n(K), A # 0 nazywamy najwickszy stopien
jej niezerowego minora. Liczbe t¢ oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadfo przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest rowny zero.

nz (A)

(4) < minfm,n}. (R)
Przyktad 4.1.12. A< 4 2 *Y
3 h
A= —1 [ =-50#0, r(A) =3 IR iR % R
9
RIS
B_ _ 13“412'{ii> LA 2
2 —
L& 59 0,/)r(B) =1, Mozna zauwazy¢, ze ks = 3k;.
2 6 .
L2 2 oy .
= , T = n W
C 01 ﬂ—f 0, 7(C) =2 Uniowa
0 7 dedd 2 Aernad'd
11 P2+ : r\/ccfe,,\ REFLELY|
D=12 2 2|,r(4) <3, wy =2wy, ws =3wy, r(D) =1 J
3 3 3

L Ly % = W PN T
Twierdzenie 4.1.13 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M,,..,(K). Wowcezas

i) r(A) =r(A"),

ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.
W
Dowdd. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. [

Definicja 4.1.14. Macierz A € M,,«,(K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze
niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja
sie¢ w kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto/przyjmujemy, ze macierz o jednym
niezerowym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

1

B = n/omfyoj Of/(
00 |

3 SChOdki %Mﬁ (?OJ/

o o
J L ZKUE/(/
P- 5§Aod£«7u//\

w(@)fﬁ ?Wob

Qo eeduced

RRLF echclon  f,mm



Twierdzenie 4.1.16. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna gérna nieosobliwg. [

Przyktad 4.1.17.

2 34 5 Den o ( HL)
Q%
D_ 2,5 5 7 10
46 89 3 (D)<Y
47 7 8 3
1 2 3 4 5 1
wo—2w1 0 @_1 _1 0 w3+2w2 0 o
b w3—;4u)1 0\— -4 -7 =17 wa+w2 0 ’ T(D) =3
N R | 5—5 -8 —17
Ny
4.2 'Twierdzenie Kroneckera-Capellego ©Co o ©0
Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi zy, ..., x, o wspoélczynnikach z
K postaci AX = B.
a1 @2 ... A, b
. 921 929 ... Qop bg )
Macierz U = [A|B] = | . ) _ ) _ € My (nt1)(K) nazywamy macierzq
Am1l Q2 .- Amp bm

uzupetniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 4.2.1 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Dowdd. Oznaczmy przez Ay, ..., A, kolejne kolumny macierzy A. Uklad rownowazny jest
rownaniu z1A; + ...+ x,A, = B. Uklad posiada zatem rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy kolumna B jest kombinacja liniowa kolumn A;,...  A,. O

Whiosek 4.2.2. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

ili) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od
n — r parametrow.

Przyklad 4.2.3.
r—y+3z = 5
de+y+Tz =
dSr+2y+8z = 4

oo
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L 57 . 1 -1 3] 5 1
U L, 5 —5| 12 Qj—% 0 —1| -2 0
o) 7 =7 =21 | | o ~1| -3 0
r(U) =3 # r(A) = uktad sprzeczny, brak rozwigzan ' )
(U)=3+# (”) ctad sp y a Aoy ool 2 R
T L
Lor (“Algorytm rozwiqz;rwania ukladoéw réwnan liniowych O Y +O-m D -z =-2
o (P)F o () R
A L A Ao
1. Jesli 7(A) < r(U), uklad jest sprzeczny. / ol >7 o () °f

i emozln hay & g—““‘j it 4
‘* - M/

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macier;zy(Zl (bedacy 77 w
réwniez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan ukladu), ktore nie tworzg M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

_——ﬁ 2b. Jedli r < n, to n — r niewiadomych, ktérych wspoétczynniki nie tworza M,
przenosimy na strone wyrazéow wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametrow.

Moéwiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych @, ..., 2! zalezy od pozostatych
n — r niewiadomych ;. ,..., 2.

— 0 Lk H2 = = 5
Przyklad 4.2.4. y (v

N

20—y =7
3x 4 2y|— 52\ = 4

;, Az + 5y + 132 ot A
m A bl W
2 -1 3|7 a

—[AIB]= |3 2 —5|4/|,r(A)<3rU &/N(A)tz, :N(u)

4 5 —13]|1

Cp2 37 -1
U k1—k2 3 5104 wa+2w1

2
L wton g, 7
zmzenne@ /_:5—1 4 . 1 3 1 ws+dwq
s U \
‘ N -;/-,/O /\)5 = 8 N

= = 3z -1 2 y| | 7T—3z2 N _;?
FIREm L[] v g

# 0 minor niezerowy

x = % — 2z
uktad nieoznaczony, rozwiazania ¢ y = —% + %z
zeR

(5% ,.\ndt’/ OO . Wf,v A

od N parammnehic
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Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady rownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior

. . . . | —— L . . TTTrTY————
rozwigzani. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza zlozonego z O X +O  +
—_— . . . . N L < 5
samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja 3
L S -
\ rzedu macierzy U, zatem prowadza one do rownowaznego uktadu réwnan. Ewentualne 0 2=0
. . . . L o , N
&(U\L,o w macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych. o 7St 0

Dokonujac rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
U = [A|B] do postaci A) &

/h —
8“&"' Sim | 21 M@&L OUNA 7
A|B] = D, e
i Srotl - -- Sig)| Zr
10 ... 0[0 7 ... 0 |znu |

@o uktad jest sprzeczny. OX +0 SURISRF 5 J?WM(;/. j\J‘CWo MOLNGAI'(
Jesli osfatni wiersz si¢ nie pojawi oraz& = n,l uklad jest oznaczony i jego rozwiazaniem rPpranc

jest x; = z;, dlai € {1,2,...,r}. o Llhvagt
Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz|r < n,[ukltad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja P W"""%U
postac fale g e me /7"/0‘4/‘
‘ oy
' 1 J 3 Tyt
oA RE Sir+1 -+ Sin $;+2
Z‘;n 2 Srr4+l --- Srn x/n
A l ( I%) o= 4
Przyklad 4.2.5. Ayl o (M) <5
T+ 209 —23—24 = 1 <N
T+ T2+ a3 +3r4 = 2 NCA) - M\’OF{/
3x1+br9s —2r3+14 = 3 V\/»?i‘}w‘o A aon /
12 -1 —1|1 1 2 -1 -1]1 12—1—11W
U= L1 32| = -1 2 4|1 [ =510 -1 2 4| 1
35 -1 1|3 ] "™ -1 2 4]0 L0 0 0 o]-1]
Rownanie 0x; + Oxg + Ox3 + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
—_—

¥
@~%Z*"Z\03¥Z4>(JP) 14
— | — =0
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Przyktlad 4.2.6. A € ‘/\ 9 (\\L) W < l’\sx b
20 +4y+92—-5t+6u = 13
r+2y+4z—4t4+2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
4r + 8y + 192 — 15t + 1lu = 20
—3T—y+z+3t+2u = -2
Cly@49—5613 @24—4
-1 2 4 —4 2| 5 4 9 =5
U=| 3 6 7 —11 2|18 | =2 | 13l6 7 -11
4 8 19 —15 11| 20 | | ™ 418 19 —15
_\—%—1 1 3 2|-3 112 -2 -6
i — 4 — N5 ]
00 1 3 2/3]| L4 -4 2
0/0 =5 1 —4|3 | tezaks 8 = :1)’ i
Ju | 0o 3 1 3o | ey OEJ L 3
5 0=
Z v Z X uy
1 4 —4 2 215 -
01 320|3
zmienne X ut)y
00 80 0ig) "D
(1 4 2| -4 2|5 4 21 -4 2|5 1 40
0012 323|250\ 2f 3 23| n2w O@M
4 [0.0.3] 8 0]9 ] 00 o3 ™™ o001
do =2 A7 11000 0 2| 11] j; P
w10 T 0] -2 0] -3 .
00 1] 50 3J
= Y ZW kM
zH2y =11
rownowazny uktad %t =— rozwiazania

R

nlA)¢S
(W) €5

2| -1
0-3
0o 3

r(A) = r(U) = 3 <t n = 5 nklad nieoznaczony, nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych

od 5 — 3 = 2 parametréow
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Uwaga 4.2.7. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,

lecz nie jest dowolny.
N S e PN

Przyktlad 4.2.8. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu

ukladu réwnan.
T—3y+z—25s4+t=-5 67‘{

20 — 6y —4s+t = —10

22+1t=0
-3 1 -2 1| =5 1 -3 1 -2 1|-5
U= —6 0 —4 1|-10 | 22510 02 01| 0
N 02 01 0 —2—0—+1—0]
| 2[1 —5]
— | r:=r1(A) =r(U) =2,n=>5,n—r =3 parametry
Wy izl o) o] -
Trzy zmiehne sposrod pieciu mozna wybraé na ( ) 10 sposobow.

Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry

l k17k3, {y787t_} ,

k17k5 {y,Z,S} . B

k27k3 {l’,S,t} /){ (YV\’Ol ﬂlﬂ-\lo‘) “

N |2 440 Kaks {z,2,s}
\ 9 /\\ LEAT S

4 K5 {z,y,2}
ks, ks {xayas}

Uwaga 4.2.9. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac o ( (4 Y
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupetnionej U = [A|B], sprowadzamy te )»N\a
macierz do postaci || X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu. .
[1]X] Mf”mx{»«u)
operacje 7

A ] elementarne ]
na wierszach '

r+y+z = 3
2r—y—2 =0
r+3y+z = 5 \)/}

Przyktlad 4.2.10.

[A|B] =

1 (.(.)J 0
210 T 0 * = A
(—1)~w3 0 O 1 ,}j:/’
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1,y =1, 2 =1 Ij z=1
X=DdSyzg=-%F_ g -
N ’ 1
5 y = =R-Z = 4_
\ - % = =1 ____» z = /\ ——

o~



Przyklad 4.2.11. Okredl ilosé rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.
e

NS au \. T + 220 + (p+Dzs + (p+3)ry = 4
o= “ J 2r7 + 4xs + (2p+4)xs + (Ap+6)zy, = p+15
(p+1)z + 22, + (p+Las + (p+3)zs = p+4
Ty + 20 + (p+3)ry + 2p+2)zy = 11

p+1 p+3 4 _mer?) 4

+

2p4+4 4Ap+6 | p+15 | wo—2uw 0 0 2 2p |p+7

p+1 p+3 | p+4 ws—ws | p )0 0 0 P
0 0 2

[\

- ,

rﬁﬁ@

p+3 2p+2| 11

2 p+1 1 p+3| 4 4

k1 zaks 0 @ 0 2p |[p+7 wWa—w2 2p |p+7T
zmienne Xg X3 X1 X4 0 0 P 0 P P
0 0 —p

(,_Z.J p+1| 7 |
Whioski:

Dlap e R,famy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony.

skad otrzymujemy, ze(r(A) =
Zatem uktad jest nieoz
Posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postaé

skad otrzymujemy, ze ukltad jest sprzeczny.

44



