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Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : x,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie z,y, z to wspodlrzedne punktu

—
zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP = [z, y, 2],

gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora

zbior wektoréw swobodnych a. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektoréw
zaczepionych (w roznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, Uy, u.], T = [vz, vy, 0], A € R.
U+ U= [uy + Vg, uy + vy, u; + v;]  suma wektorow

A ﬁ = [Aug, Ay, Au,] iloczyn wektora przez skalar
—U = [—Uy, —Uy, —Us) wektor przeciwny do @
ﬁ U=u+(—v)=u+(—1)-U roznica wektorow
Z z
Y Y

Dtlugos$é wektora

Oznaczamy przez |u| dlugos¢ wektora u. Jesli P, = (x1,y1,21), P = (22,92, 22), toO
woOwczas

—_—
PiPy= [ty — 21,92 — 1,20 — 21), | PiPo| = v/ (22 — 21)2 + (2 — 1)2 + (22 — 21)%.
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Wektor dhugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0,0],7 = [0, 1, 0],]% =
[0,0, 1] wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowczas zapis @ = [uy, u,, u,] oznacza 4 =

Uyt + 11,] + u.k. Ponadto || = \/u + ul + uZ.
Wiasnosci dtugoéci: @] =0 < @ =0, |\-@| =A@, |@+7]<|d -+

Wersorem niezerowego wektora i nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co
1. Oznaczamy go 4. Oczywiscie 4 = ﬁ - .

U

Jesli 4 = [ug, uy, us], t

. u2 u? u? 1
‘u’:\/‘ﬁTQ‘FW—FW:W\/U%—i—uz—FUEZI.

Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqtami kierunkowymi, zas wspotrzedne wersora

o
>
I
P
=fF
=l
&
—_
]
=
<
N

@, czyli liczby cosa = Y cosfS = =, cosvy = % nazywamy cosinusami kierunkowymi
’ @]’ @]’ |@]
wektora .
zZ
y

X )ﬂ
Iloczyn skalarny

Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami «, ¢, Przyjmujemy, ze nalezy on do
przedziatu [0, 7).

Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwdch niezerowych wektorow @, v nazywamy liczbe
|t] - |U] - cos £(i, V). Oznaczamy ja symbolem # o ¥. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, us], U = [vy,0,,0,], to wowczas U o U = uyv, +
UyVy + ULV,

Przyklad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—-1,1]=1-244-(-1)+0-1=-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.
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Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace roéwnosci.

Dowdd. Wynika wprost z definicji. [

Uktad wspoélrzednych
Uktad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadtych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ AZ

<y

<Y

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ, U, u7) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

Uy Uy Uy

Vg vy vy | >0.

Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u,v nazywamy wspdotliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas w0 || ¥/,

Definicja 5.1.6. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow
i, U nazywamy wektor w taki, ze:

i) WL, 0L,
i) ] = | - 7] - sin £(@ 5),

47



iii) orientacja trojki (ﬁ, U, w) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Wektor @ oznaczamy symbolem u X v.
Jesli @ =0 lub v = 0, to przyjmujemy 4 x ¢ = 0.

Przyklad 5.1.7. i x i =

1.7, 0% J=kxk=0
1t X ] =R, ij:Z, [ JXi=—

ky, kxj=—i, ixk=-j

1 7k
UXT=| uy uy, u,
Uy Uy U,
. ) . Uy U Uy U Uy U ) .
Dowdd. Niech @ = vomE o F T "Y1 |. Uzasadnimy, Ze W ma ten sam
b b b
vy Uy Uy Vs Up Uy

kierunek, zwrot oraz dlugosé¢ co wektor 4 x v.

: L Lo R, Uy, U Uy U
Zauwazmy, ze W L @ oraz w L ¢. Istotnie Wo @ = u,| ¢ "F | —w,| © 7|+
v, . Uy U,
Up Uy U
Uy Uy vy : oL
Us| 0 g | T U Uy Uz | = 0 i podobnie w o v = 0.
v Uy Uy U

Ponadto |w| = |u x 0|, bowiem |[W]? = (u,v, — vyu,)* + (uzv, — vou,)* + (upv, — veuy)? =

= (u? + ug +u?)(v? + vfl + 02) — (upvy + uyvy, + uw,)? = |a? - |72 — (To 0)? =
2
= [@|* - |o]? - (1 — cos® £L(a,¥)) = (|d] - |0] - sin £(&, D)
Jesli @, ¥ sa niewspoltliniowe, to |@] - U] - sin £(, ¥) # 0, skad wynika, ze |@| > 0.
Uy Uy Uy
Vp Uy Uy | = Wy
Wy wy w,

Uy Uy
v

Uy Uy
Vg Uy

Uy Uy

— 2 2 2 _ |,7712
Wy + w, = w, +w, +w; = ||’

y Uz Uy Uy

—

Jak zaobserwowalismy |w|? > 0, wiec trojka (ﬁ, U, w) ma orientacje zgodna z orientacja
uktadu wspoétrzednych. [

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3], 0 = [3, 4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

i1k
ixv=|12 =3|=i Z _g‘—j é _g‘ﬂ% é 2'2[22,—14,—2}
3 4 5
lub metody Sarrusa
@xv=|1 2 —3|=10i+4k—9j — 6k + 12i —5j = 22i — 14] — 2k.
3 4 5

48



Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) Mux0)= (M) x 0 =ux (M) v)|uxd]<]u-|0
i) (G4 7) x T = (@ x @)+ (Tx@) vi)ixi=0« (2|7 Vi=0V 5:6)
Dowdd. Wtasnosci i),ii),iii),iv) wynikaja z odpowiednich wtasnosci wyznacznikow.
v) |@ x ] = [d] - 0] - sin £(d, ¥) < |l - |0]
X =

|
vi) Jesli @ #£ 0,7 # 0, to @ 0 & sin(@,7) =0 < £L(@,7)e{0,x}. O

Reguta prawej dtoni:
Z

<Y

ﬂ

Uwaga 5.1.11. Pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach @, ¥ rowne jest @ X 7).

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [ug, uy,u,],
mieszanym uporzadkowanej trojki wektorow
ja symbolem (ﬁ, U, u7).

Vg, Uy, U], 0 = [wy, wy, w,].  Iloczynem

U =
i, U, W nazywamy liczbe (@xv)owl. Oznaczamy

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [ug, uy, u,], U= [Ug, vy, V:],0 = [wy, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy

Wy Wy W,

Up Uy Uy
) Uy, U u Up U
Dowdd. | vy, v, v, |=w,| ¢ 7 |— T tw, | Y | =
y y
vy U, Uy U, Uy Uy
Wy Wy w,
U, U Uy U Uy U
_ Y z T z T Y = —
= Wy, wy, w,]| 0 , : =wo(uxv) O
vy U, Uy U, Uy Uy

- —

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach u, v, @ réwna jest
(@, 3, ).
Dowdd. Niech a = (i x

X U, W b
= |t x U] - |W]| cosa =W o (u x V). O

v). Poniewaz V = P, - d = | x U] - h oraz cos a = 1, zatem

|
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Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej ptaszczyznie?

Punkty leza w jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$é¢ czworoscianu
—_— T —
rozpietego na wektorach AB, AC, AD jest rowna zero.

— — —
AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0, 3, 3]

o 4 13
(AB,AC,AD): 2 1 0|=-12+18-6=0
0 33

Punkty sa wspolptaszczyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréow , v, w, a prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

Dowdd. 1), i), iii) Teza wynika z odpowiednich wlasnosci wyznacznika.
iv) Niech « to kat miedzy wektorami @ x ¢/ oraz w. Wowczas
((@,5,)| = @ x 5] - |] - | cosa| < [itx 81 - ] < [ - |d] - |if]. OO

5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3

Rownanie ogélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (20,90, %) € R?® bedzie ustalonym punktem, zas @ = [A,B,C] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior

—
T={P=(z,y,2) €R*: PP L 7}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt P, i prostopadta do wektora 7. Wektor 7
nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny .

P€7r<:)]70]_5077:0<:>A(x—xg)+B(y—y0)+C’(z—z0):0

Roéwnanie normalne: 7 : A(z —z9) + B(y — yo) + C(z — 29) =0
Roéwnanie ogolne: m: Av+By+Cz+ D=0, D=—Axy— By — Cz
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Przyktad 5.2.1. Py =(1,2,5),i=[1,—-1,3], hhem @i L« m="
7:1-(x—1)+(-1)-(y —2)+ 3 (2 — 3) = 0 rOwnanie normalne
m: x—y+ 3z — 14 = 0 rOwnanie ogdlne

Rownanie parametryczne plaszczyzny

Niech Py = (z0,v0,20) € R?® bedzie ustalonym punktem, zas$ @ = [a,, ay, a.] # 0,
b= [bg,by,b,] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ Jf b. Wowczas zbior

_ .
7={P=(r,y,2) €ER®: Ft,scR PP =td+sh}

jest plaszczyzng przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektorow a, b. Mowimy, ze
wektory @, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

N o
PoP =td+ sb & [x — 20,y — Yo, 2 — 20| = t[as, ay, a,] + s[bs, by, b,]
r=x9+t-a,+s-b,
Rownanie parametryczne: 7 : y=yo+t-a,+s-b, ,t,seR
z=zy+t-a,+s-b,

Przyklad 5.2.2. Napisz rownanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownoleglej do osi Oy.

- ~ ~
AB=[1,4,0] | 7, j=1[0,1,0] || Oy = j [ 7, Ae€m

r=14+1-t4+0-5 =1+t
T y=1+4-t+1-5s =1+4+s ,t,scR
z2=440-t+0-5s =4

Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci 7 : £ + ¥ 4 2 = 1, gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne
przechodzaca przez punkty (a,0,0),(0,b,0),(0,0,¢). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe
ptaszczyzny.

Roéwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
Py = (21,91, 21), P2 = (22,92, 22), P5 = (73, y3, 23) ma postac

r—oT Y-y =<2—=2
T | Xe—T1 Yo—Y1 22—z | =0.
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21

Istotnie, poniewaz Py Py = [x9 — x1,y2 — Y1, 22 — 21}, PIPy = [w3 — 21, y3 —y1, 23— 21) || 7
oraz 1 = PPy x P1P3_J>_ T, zatem
7={P=(2,y,2): PP L i} ={P=(v,y,2): [t — 21,y — 1,2 — z1] ol = 0}.
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5.3 Prosta w przestrzeni R?

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej
Niech Py = (%o,Y0,20) € R?® bedzie ustalonym punktem, zas @ = [az, ay,a.] # 0
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior

e
| ={P = (z,y,2) € R*: PP|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt Fp i rownolegla do wektora @. Wektor @ nazywamy
wektorem kierunkowym prostej [.
—
Phbel & dteR : PBP=td

T=x0+1 a,
Roéwnanie postaci [ : y=1yo+t-a, ,t e R nazywamy rownaniem parametrycznym

2=z +1-a,
prostej (.

Rugujac z kazdego z powyzszych réwnan parametr ¢ otrzymujemy rownanie postaci [ :
T-To _ Y=o _ Z;ZZU, ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej .

ag ay

Réwnanie krawedziowe prostej

Niech 71 @ Ajx + By + Ciz+ Dy = 0, my : Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie
A? 4+ B2 +C? #0, A2 + B2 + C% # 0 beda dwiema nieréwnolegtymi plaszczyznami. Ich
czedcia wspolng jest prosta [ = m N .

Pel & (Pem ANPeEm)

A1$+Bly+012’+D1:0

Roéwnanie krawedziowe: [ : { Apz+ Byy+ Coz+ Dy = 0 -

Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i
rownoleglej do ptaszezyzn m : 6xr —y+2—2=0,m:x+3y —22+1=0.

Oznaczmy 7i; = [6,—1,1] L m, fio = [1,3,—2] L m oraz @ =1, x 7ip || [.

i k r=2—-t
Wowczasa=|6 —1 1 |=[-1,13,19]orazl: ¢ y=3+13t ,t€R.
1 3 =2 z=14+19¢

5.4 Wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech 7 : Ay + Byy + Ciz + Dy = 0, iy = [Ay, By, Cy] # 0,
o Ao + Boy + Coz + Dy = 0, ny = [Ag, By, Cs] # 0.
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A1x+B1y+Clz—i—D1:O

Szukanie punktéw wspolnych 7, oraz 7o polega na rozwiazaniu uktadu réwnan { Apx + By + Coz + Dy = 0

A B G ]| Y :[—Dl]
Ay By Cy g -D, |

Al Bl 01:| U:|:A1 Bl Cl _Dl

Niech 4= {AQ By G Ay By Gy =Dy |

Ptaszczyzny moga by¢ rownolegte. mi||me & ni|ne & ny xny = 0

Wowcezas albo 1 = my & ﬁ—; = g—; = % = g—;, gdy r(U)=r(A) =1

albomNm =0 & i—;:%:g—;#g—;,gdyf(U):Q,r(A)zl.

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m Jf mo przecinaja si¢ wzdtuz prostej.
W szczegdlnosci moga by¢ prostopadte.

7T1J_7T1 ¢>n1J_n2<:>n_'10n_'2:0
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Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, zas b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ réwnolegte. Lk < d|be dxb=
Wéwezas albo [l =k, albo Nk = @.

Gdy I }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory
e —

PPy, d,b leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspolny tj.
INk={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
e g
stwierdzeniu, ze wektory P, P, d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [Nk = @ .

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy Png, a I;> # 0.

-

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi
tychze prostych.

ii) Kqtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny
sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze
plaszczyzn.
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Definicja 5.4.2. 1) Rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt
P’ €« taki, ze PP' L .

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq [ nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ 1 I.

Mozna zdefiniowa¢ rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf m:

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaktadamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz [:
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Przyklad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na ptaszczyzne

r=2+4+2t+s
T y=1+3s ,t,s € R.
z=3+t+s

Niech k bedzie prosta taka, ze k L w, P € k.
u=1[2,0,1] || 7, v=[1,3,1 ||, A=(2,1,3)en

PGk
n=uxv Lmr, n=2 0 1|=[-3,-16], kLlLan=Fk]|n
1 31
x=4-3t
k:¢ y=5—-t ,teR, 7:-3-2)—-(y—1)+6(z—3)=0
z=—-3+6t

n:3c+y—6z+11=0 {P}=knm="
3(4—3)+5—t—6(-3+6t)=0=t=1, P =(1,4,3)

Definicja 5.4.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze 7 — «,
gdzie a to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa réownolegle)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym

plaszczyzny.

r=2—-1
Przyklad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ,teR
z2=24+2t

a plaszczyzna m: 3xr +y+2+1=0.

Mamy @ = [-1,0,2] || I, @#=[3,1,1] L 7. Oznaczmy 8 = £(7,d), o = z—5.
: _ |Aedl _ |=340+2] 1 o 1
Obhczamy COSB - ‘ﬁ||§‘ - \/9+1+1,\/m - \/_5*5, o = 9 arccos \/—5—5,

. _ _ . 1
albo sina = cos f = «a = arcsin T
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Odleglosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegloscig punktu P od ptaszczyzny 7, nazywamy dtugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej |, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzér na odlegtosé¢ punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (29, Yo, z0) oraz 7 : Az + By+Cz+ D =0, 7 = [A, B,C] # 0. Wowczas

A B D
d(PO,'ﬂ'):| .'EO"— y0+CZO+ |

7|

T =x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Wowcezas k : y =1+ Bt

2 =29+ Ct
{F}=knm="
Az + At) + B(yo + Bt) + C(z + Ct) + D = 0, t:—f%—f%”’ )

zo+B zo+D

d(P,7) = |PyFy| = /(A1) + (B1)? + (Ct)? = |t|{VA + B? 4 C? = At fuica D

Wzor na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (xq, yo, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas
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Odlegtos¢ prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od pltaszczyzny
7 nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

// 4
ya

Definicja 5.4.7. Odlegtoscig dwdch ptaszczyzn (prostych) réwnoleglych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla plaszczyzn réownolegtych m @ Az + By + Cz + Dy = 0,
To: Az + By+ Cz+ Dy =0, iy = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor d(m, m) = 221,

17

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwoch prostych skosnych nazywamy odlegto$é dwoch ptaszezyzn
rownoleglych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P,. Zaldézmy ze proste te sa
skosne. Wowcezas B

|(P 1 Pa, d, 6>|

D) =" E
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Symetrie

Definicja 5.4.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz 7 ustalong
plaszczyzna.

—

i) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
—
SP;.

ii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.

iii) Punkt P, jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem plaszczyzny w, jezeli
- - —
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA | 7.

———————— PPy
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