Elzbieta Adamus Algebra wyzsza

Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .ccooooeeeieeeeenn.
TEMAT: Geometria analityczna w R3 ”23: R >R x R
5.1 Wekt trzeni y
. ektory w przestrzeni (% 3‘2>
R3 = {(z,y,2) : x,y,2 € R} mozemy interpretowaé jako:
e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie z,y, z to wspodlrzedne punktu x O7 :’T_?‘o/ja/ea
e zbiér wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych a = OP — [z, y, 2],
gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora —_

e zbior wektoréw swobodnych a. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektordow (\))7/,_ fﬂ\lr CJ
o L
zaczepionych (w roznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez’(-]_: [0,0,0] wektor zerowy. / /7 /7
Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, uy, us], U= [0, 0y,0,], A € R. >
U+ U= [ug + Vg, uy + vy, u, +v,]  suma wektorow O
)\ U = [Aug, Auy, Au,] iloczyn wektora przez skalar / —
—U = [—Uy, —Uy, —Us) wektor przeciwny do @ 2w
ﬁ U=u+(—v)=u+(—1)-U roznica wektorow N=2
Z z
- A= ~2 _e
W /
- 2 —>

xﬂ\%’ . ({)L/ u.‘ '7

Dtlugos$é wektora
Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora u. Jesli P, = (x1,y1,21), P = (22,92, 22), toO
woOwczas - -

_—
@: [xz —Z1,Y2 — Y1,%2 — 2’1]7 \P1P2| = \/(952 - 901)2 + (3/2 - 211)2 + (22 - 2’1)2-
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W ~ W Kk
v’
J( . 7 WEr>o ) /{l\‘
Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1.0,0],j = [0,1,0],k =_
[0,0,1] Wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowczas zapis @ = [ux,uy,uz] oznacza U =

Uyt + 1] + u.k. Ponadto |@| = \/u + ul + uZ. h * )
”& MX' E/\o‘o)*’(u 'LO‘ALOX“’m 'qu,/g
Wtasnosci dtugosci: |i| =0 < i =0, W ]ﬁ\i\ﬁ_\_im + |7]. _*Lu” 0.0} + [0
y\\LIbu 0S¢ Jcﬂo‘“‘t“\
Wersorem niezerowego wektora U nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co lolo, u &,“)
1. Oznaczamy go u. Oczywiscie 1 = ﬁ - . s . ~
— =S |\

Jesli @ = [ug, uy, u,], to 4 = [7””, i ‘—} oraz

N
v
owac
(\}mov(‘”‘ v 12/ u 1 2 2
wf/\“)‘o 4| = |4|2 W:W uy +uy +ug =1

Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi polosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqtam: kierunkowymi, zas wspotrzedne wersora

i, czyli liczby cosa = r—", cosff = %’l, cosy = “—ZI nazywamy costnusami kierunkowymsi
——

e |4 |

‘Nig

<N

— —
wektora .

— \6 !
[ i=A <ol

oS« = QL% /ug y
&2>% = W X
Wy = (g gt
Iloczyn skalarny
A N (VRS TRP"y
Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami «, ¢, Przyjmujemy, ze nalezy on do
przedziatu [0, 7]. i a,

Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwdch niezerowych wektorow @, v nazywamy liczbe
= |t] - |U] - cos £(i, V). Oznaczamy ja symbolem # o v. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,

swela’ przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0. -~
e . 2osobng .

W Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4@ = [uy, uy, u,], U = |z, vy, 0], to wowczas @ o U = u,v, +
UyVy + ULV, ’ E—
Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,-1,1]=1-244-(-1)+0-1=-2<0 >

Ny

Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwa

- — w
) =y _ (TP Q ‘
\_NL— ’L/((\/l?\\/ ) C LOIT‘\) 1 ek E C(u Loy
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Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) toT==0oi za&cjcc\x

. — — -2

11) uoUu = |Uu \
i ndent oo

v) [@od] < |d - |7l Go | cos<|g A
N oo, R s . D, — o
vi) U#0,0#0,d0v=0 = 4 L0 l(\}“l#o | <0 M"UZ;D
Dowadd. Wynika wprost z definicji. [ _ -
’< ELO‘T‘) B OOO'C O
Uktlad wspotrzednych =L
x
— —b-'

Uktad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadtych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ AZ o
({C 5 wbar
T e~ 0
[ 3
X Y Ao

WA g

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ, U, u7) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

(VS Uy Uy Uy

N Vg vy vy | >0.

Ly | Wa wy ws -

Iloczyn wektorowy ~~
-—_’_/— o

Dwa wektory u,v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w //>7

P e —
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas i || ¢/,

nﬂdunoltﬁzoo‘f’ dﬂ/’(/o’j
Definicja 5.1.6. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow N
i, U nazywamy wektor o taki, ze: T — éuo\aodv
(W& 7
piewn™ i) @ L@@ L7, t ) lo -
» NG pava Ay <
o i) [ @] = || - |7] - sin £(@, D), (v &)
M v\,_, 12
L € T.O\T\A 47




0%
(
»° LAY
iii) orientacja trojki (ﬁ, U, fLU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych. 3 >

Wektor @ oznaczamy symbolem u X v.
————————

Jesli @ = 0 lub @ = 0, to przyjmujemy @ x ¥ = 0. oWt
R R N N . . é/——d LO L«—VQ m é“ A
" Przyklad517z 1= x]=kxk=0 L ke
T s i3 A N . A . ) L
¢ ixj=k jxk=1, kxi=j, jxXi=—k kxj=—i, ixk=—j n
e o - T NN NN M g
L Li_
¥ Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [u,, uy, u,], U= [y, vy, v;], to wOWCzas
Re Guk o L2nd Webtory %
o.\,cd\“"’ UX VU= Uy Uy Uy | ' A
nc

C >L — +(/‘)J *(")L‘ a3 ) Cr @0 ) —J
Dowdd. Niech @ = [ Uy Uy Uy Uy Uy Uy ]

Uy Uz ’Um UZ ULE Uy
kierunek, zwrot oraz dtugosé co wektor u x v.

L,O 1 .2) L‘-’VQ‘ N
Uzasadnimy, ze w ma ten sam

, —

)

: . . L Uy, U Uy U
Zauwazmy, ze W L @ oraz @ L ¥U. Istotnie Wo @ = wu,| Y | —wu,| ° 7|+
vy, U, Uy U,
y
Up Uy U
Uy Uy r Y
Us| 0 o | T U Uy U = 0 i podobnie wWo v =0
v Uy O

Ponadto || = | x 0], bowiem-|w|? =
= (ug +uy +u2)(vg + vy +07) =

= [@|* - |7]? - (1 — cos? £L(u, 7))

+ (upvy — vpus ) 4 (upvy — vpuy,)? =
)? = af? - o] — (dov)? =

mie obo Vg Za/'e. /

Jesli i, U sa niewspotliniowe, | - V] - si # 0, skad wynika, ze || > 0.
Uy Uy Uy
Uy 2 -12
Uy Uy Uy | =Wy o | = Wa Hwy w ||
y y

Wy Wy W,

Jak zaobserwowalismy |w|? > 0, wiec trojka (u, U, w) ma orientacje zgodna z orientacja
uktadu wspotrzednych. [

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3],7 = [3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

-3 ~1 1 — ~1 1 2
by (1) /
RV R o
Tx 7= 1\%\,3 = 10 + 4k — 9] — 6k + 121 — 5] = 22 — 14j — 2k.
3\4\5 L _/
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Twierdzenie 5.1.10 (Wlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

N | KTD)\ V‘
) axT=—Fxi iv) @ X (54@) = (@ x §) + (@ x @) Fordiclnove <(m)

) A x 8 = () x =T x (W) v) [ x ] < i - |7 T+ @ | =T 0| 50m $20 7
M,Tm\wwni)(wn @ = (@ x ) + (7 x @) Vl)uxv—O(:}(uHU Vi=0Vi& 6)\ % /

S AL

Dowdd. Wtasnosci 1),ii),iii),iv) wynikaja z odpowiednich wlasnosci wyznacznikow. |
v) | x 0| = [a] - [v] - sin £(@, V) < [a] - |0]
vi) Jesli 1 £ 0,7 # 0, to i x T =0 <« sind(4,7) =0 < £L(7,0) €{0,7}. O \

| U-xh
Regula prawej dloni: 5 @ | w
¥
—

<Y

v

/M P
/
Uwaga 5.1.11. Pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach i, 7 rowne jest |@ x 0. Aﬁ/
>

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [ug, uy, u,], U = [vg, vy, v, 0 = [wy w,]. lloczynem pind = —
mieszanym uporzadkowanej trojki wektorow u, v, w nazywamy liczbel(u X ¥)ow. Dznaczamy I \
ja symbolem (ﬁ, U, u7). Ly

WOkl
Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [u,, uy, u.], U= [vg, vy, v.], 0 = [w,, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy Uy
— y _|_ wz —
Uy z Uy
Uz U - S o
0 Y =wo(uxy) O
Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ réwnolegloscianu rozpietego na wektorach o, v, réwna jest
(@, 7, ). IN
h

Dowdd. Niech o = £(t@ x U,w). Poniewaz V = P, - d = | x V] - h oraz cos a = 7, zatem

(uxv). O — ]
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Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B =,(5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5) [ o
leza w jednej ptaszczyznie? \ ey e
X e

Punkty leza w jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$¢ czworoscianu
—_— ——

rozpietego na wektorach AB, AC, AD jest rowna zero.
_\——

— — —_—
AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = 0,3, 3]
el 4 1 3
—_— — ——
(AB,AC,AD) —|2 -1 0|=-12+18-6=0
0 3 3

Punkty sa wspolplaszczyznowe (komplanarne).

VEpOIPIaszCZyZLOW

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla /TO:Z;
dowolnych wektorow , v, w, @ prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

I RN J7~)£F,yq . \Ov\o\ 454'.
55 = ) ¢ v

B
=
=

[

!
=
st
=

|
=
g
\5

-
<
Ty
=
d
P
<\
b
2
N——
Q
= T
It

( o 2
\ we(vx3 )
i) MA@, 7,7) = (M, 0,7) = (@, W, %) = (@, 7, \d) - ”
| )
i) (a+0.0,a) = (,0,a) + (,0.6)  ocd doac (S -
W) (@, 5,@)| < |- |0 - @ VoW +
) 1@ @) <1191 T
Dowdd. 1), ii), iii) Teza wynika z odpowiednich wlasnosci wyznacznika. VW AW
iv) Niech « to kat miedzy wektorami 4 x ¢ oraz w. Wowczas
((i,5,)| = @ x 5] - |] - | cosa| < [itx 31 - [&] < [ - |#] - ], OO

5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3 ~ 7

4{/ :
Rownanie ogélne i normalne plaszczyzny f

. P (<42)
Niech Py = (xo,%0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas 7 = [A, B,C] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior -
pIrall Ten <=>
o

—
n={P=(z,y,2)€eR®: PP L7 | ‘ B
{P=(w.y.2) €R: P L7t} 3 P LM
jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadia do wektora 7. Wektor 7
nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny .

‘CTA\T"?‘C) 2 T/CW\U\%> ?D‘J(”“”\U”ﬁ”y

—
Roéwnanie normalne: 7 : A(z — x9) + B(y — yo) + C(z — 29) =0

Roéwnanie ogdlne: s :@x + +D=0, D=—Axqg— Byy— C=z
s ‘ / B ;_i,_y—o—_(i—J

BP = Lo gz

/

l”\,fxé”\@
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Przyktad 5.2.1. Py =(1,2,5),i=[1,-1,3], hhem @i L« m="

A A
K . i "( . — — — A 1
777@ \(iﬂi) —|— (y 2)@(2/@ 0/£ownan1e normalne .
Yo

7 x—1y+ 3z — 14 = 0 réwnanie ogbdlne ?/W} A\\«j \Z ]

z—g

Rownanie parametryczne plaszczyzny B IZ/// /7/7
Niech Py = (z0,%0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, za$§ @ = [ay, ay,a,] # 0,
b= [by, by, b.] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @}t b. Wowczas zbior
2 ﬂrﬂﬂ‘n

r={P=(z,y,2) ER®: T, scR|PP=1d+sb}

jest plaszczyzng przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektorow a, b. Mowimy, ze
wektory @, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

Iy c\,\’f\“j) T oAb+ b kay yséﬂ #QUPS éy 2.0
N . \
PP =td+ sb & Y — Yo, 2 — 20| = t{as, ay, a,| + s[bs, by, b,] @ -
- 2

N o
s /\)L)«\J\O> rluyTond

RN Roéwnanie parametryczne: 7 :

Przyktad 5.2.2. Napisz réwnanie parame’gryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i réwnolegtej do osi Oy.

—
AB 1,4,0 1| [010||Oy:>]||7r Aer )
O 5 =141
g y—l 1} s —1+4t+s , t,seR ‘
0 s m
y
/V

Inne réwnania plaszczyzny

/@ Roéwnanie postaci(zr/:_ 2+¥ 42 =1, Jgdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne
przechodzaca przez punkty (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe 0,019

taszc : - -
piaszczyzny AL = L _.anLoj /57/ = -0, CJ ~
Roéwnanie ptaszezyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty 4—_3
Py = (z1,y1,21), Py = (%2,92, 22), Py = (73,93, 23) ma posta¢ 00 Y11 Lew = AD < AC
m ;(_}oc ac, aybj ”
{,o\'«" ’(ﬁ . 0’ (X @)yac( "O) *ﬁ‘a'
Oﬁo\na ‘@dfj -0 +z«o (g,o)

. . . % %

Istotnie, poniewaz Py Py = [x9 — x1,y2 — Y1, 22 — 21}, PIPy = [v3 — 21, ys —y1,23 =21] || 7

oraz 1 = PPy x P1P3_J>_ T, zatem
7={P=(z,y,2): PP L a}={P=(z,y,2): [t — 21,y —y1,2 — z1] ot = 0}.

/

oo

r—Tr1 Y—WY <—z
T | Xe—T1 Yo—Y1 22—z | =0.
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 2

o1



5.3 Prosta w przestrzeni R?

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (%o,Y0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [az, ay,a.] # 0
» ., \w
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior

| ={P=(z,y,2) €R®: BP|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt Fy i réwnolegta do wektora a. Wektor @ nazywamy

wektorem kierunkowym prostej [. 5 -
X Yo -y Z—%o - [ &4
i )=t iy bag

PRel & JeR: BP=ta

r =X
Rownanie postaci [ : Y = o
Z =20

ay ,t € R nazywamy rdwnaniem parametrycznym
. a/Z
prostej (.

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢ otrzymujemy réwnanie postaci [ :
T—xo _ Y=Yo _ Z—20

- R = , ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej . P »
L )

{1 A “q "/’L -
— T 4/
Roéwnanie krawedziowe prostej t b

‘/Aﬁ) LB/J(E Niech T o A1$+Bly+012 + D1 =0 , Ty A2$+B2y+CQZ+D2 = 0, gdzie

A2+ B24 C2 #£0, A2+ B2 + C2 # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi plaszczyznami. Ich \//
czescig wspolng jest prosta [ = m N . #
/

e
Pel & (Pem ANPem)

A15E+Bly+012’+D1:0
A2$+B2y+CQZ+D2:O '

Roéwnanie krawedziowe: [ : {

Przyklad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzace] przez punkt By = (2,3,1) i
rownoleglej do ptaszczyzn m @r ’, F2z32=0,m @»/@J +1=0. ——

Oznaczmy 7i; = [6,—1,1] L m, fio =[1,3,—2] L m oraz @ =1y x iy || [.

= ., = STANT

A R Y= Yy T =2
Wowczasa=|6 —1 1 |=[-1,13,19]orazl: ¢ y ,teR

13 2| = 2

oY
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 8
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Geometria analityczna w R3- cigg dalszy

6.1 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech m : Az + By + Ciz + Dy = 0, 111 = [Ay, By, C1] # 0,
Ty Ao + Boy + Coz+ Dy = 0, 11y = [Ag, By, Co] # 0.

Szukanie punktéw wspolnych 7, oraz 7o polega na rozwiazaniu uktadu réwnan
A B &1 |*| _[-D
A By G| |V T =Dy |

. o Al Bl Cl _ Al
NlechA—{A2 B, 02}’U_[

- Plaszezyzny moga by¢ rownolegle. m||me & nyllne & Ny x ny = 0

2 :%:%:%7 gdyT(U):T’<A)@ Qj?ﬁfﬂ\/\/\(y@
G [ Di — =
S B wiv ) =2 014) ) prncelient

5

Wowezas albo m = my &

LS

albo7r1ﬂ7r2:®<:)‘2—;:g—;

R l\\\ﬂ —
Gdy r(U) =1(A) = 2, plaszczyzny m ff T przecinajg si¢ wzdtuz prostej. - (‘A/( depy
W szczegolnosei moga byé prostopadfe. m=5 o="1 o 70
G

m—o =
m L om @ﬂlJ_'nz@'fl_iOTfQ:O

33



Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, zas b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ réwnolegte. Lk < dl b < @xb=0.
Woéwczas albo | = k, albo I Nk = @. e — _ MSL V/

WV -

Gdy mozhvve sa dwie sytuacje.

1) Proste [ ik leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory
e —

PPy, d,b leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspolny tj.
INk={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
e g

stwierdzeniu, ze wektory Py Ps,d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [Nk =@ .

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (]TP;, a, I;> # 0.
Ly
Unw= /§D

Hlwoon ¢

(/O 2 )
Katy ol >0 I %Jv

Definicja 6.1.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty, Cﬁ\ﬁo P )
gdy proste sg prostopadie] miedzy O(i])(ﬂ)viechlwwi wektorami kierunkowymi ‘
tychze prostych.

(TR g,

ii) Kaqtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny Z(/aié@
sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwr6éconymi wektorami normalnymi tychze (e
plaszczyzn. Lseiko g suoloclag )

L, —
Z%/ /L

/“,7 / —
RN U

54 K/\ “ ﬂ éj




’T\/\L;ep)b %’ P

)
Definicja 6.1.2. i) Rzutem prostokgtnym punktu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt @
P’ € 7 taki, ze PP 1 .

Yoyt |
P 1]

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq [ nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ 1 |.

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o J 7 P
6
7 L v
o A\ /
/ ©“ P v \\ W 2/
N O

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaktadamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz [:

95



Przyktlad 6.1.3. W znacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

,t,s € R.

Niech k bedzie prosta taka, ze k 1L w, P € k.

i=20] |7 T=[31] % A=@13)en

n=uxvLlnr, #w=[201|=[-3-1,6], kL~
—— D .,R lt31

—3z—-2)—(y—1)+6(z—3)=0

3(4—3t)+5—t|—6(—3+6t) =0 :itzl,{ P'=(1,4,3)

Definicja 6.1.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze 3

gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa rownolegle)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym

plaszczyzny. _
GJ nAa /l

_ awk Wﬁgom@

1::2@ LeT ﬁ

Przyktad 6.1.5. Wyznacz kat miedzy prosta [: ¢ y=1_"7,t€R Q/H/ﬂ —

z=2+
a plaszczyzna 7 @q@@ 1=0. @ L (\ﬂw A/

in=1[3,11 L m. Oznaczmy f = £(ii,ad), a = § — f.
34042 1 A T
\/9+1+1F Ty (=7 —arccos s,

W o Cwnw)

Ao d atni



Odleglosci

Definicja 6.1.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny 7, nazywamy dtugos$é odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na w. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtosciq punktu P od prostej |, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1). ?

¥

| 137

IDCP

d (7P’
Jaer)
2 A ol

Wzér na odlegtos¢ punktu od plaszczyzny

Niech Py = (29, Yo, z0) oraz 7 : Az + By+Cz+D =0, 7 = [A, B,C] # 0. Wowczas

‘ |Ax0+By0+C’z0+D|
d(P(),ﬂ') = |ﬁ| .

T =x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Wowcezas k : y =1+ Bt
2 =29+ Ct
{F}=knm="
A(zg+ At) + B(yo + Bt) + C(2+ Ct) + D =0, t= —%—LC%”’ i
zo+B zo+D
d(P,7) = |PyFy| = /(A1) + (B1)? + (Ct)? = |t|{VA + B? 4 C? = At fuica D

Wzor na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (g, yo, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas
_ 2 { V/\/
? - W

AP, 1) |P1P9,X a
q |dl
“S. l= =5 Y el oS
R \) \ & A d
e 48 —

e s s s ==

=)
=

Y
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Odlegtos¢ prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od ptaszczyzny
m nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

Y PN T _
e & T = L LoT=p
|

{\\?\) ?/ &(w\)a/@ ??f 1 M 1l

'\
4 :I:/\ ’ A/ &Uan “):0@ (J?/'///J
Definicja 6.1.7. Odlegtoscig dwdch ptaszczyzn (prostych) réwnoleglych nazywamy odlegtosé = | 2,7 A' \
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykaza¢, ze—dla plaszczyzn réwnoleglych m : A, > /(
7 Ax+By+Oz/ 0, 113 = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor|d(m, m) = 2Pk A

*

1 0
K

)
1 A
Definicja 6.1.8. Odlegtosciq dwoch prostych skosnych nazywamy odlegtos¢ dwoch plaszezyzn
rownoleglych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P,. Zaldézmy ze proste te sa

skosne. Wowczas

PP, d,b ob
d(k, 1) = % etV
a :‘Dfodof'
?‘z, ’ ”%//7/,,,
I
? 4 %

a8



Symetrie

Definicja 6.1.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prostg oraz 7 ustalong

plaszczyzna.
i) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
Lg—ﬁ T

ii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.

iii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem ptaszczyzny 7, jezeli
- - —
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA | 7.

e > £ = 7;5» (s)
= P — ﬁ’ﬁnslaﬁm/

O k}qvtfo/ _?;)
/bunp”pu )
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