Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Przestrzenie liniowe

7.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +, ) bedzie cialem, za§ V' # & zbiorem. Niech dane bedzie dzialanie
wewnetrzne @ : V XV 3 (u,v) — u @ v € V oraz dzialanie zewnetrzne @ : K x V' 3
(a,v) —aGveV.

Definicja 7.1.1. Zespol V = (V, @, K, ®) taki, ze
i) (V,®) jest grupa abelowa,
i) Vu,o eV Vae K a®(udv)=(adu)®(adwv)

)
)
iii) VoeV Va,e K (a+8)0v=(a0v)® (o)
iv) WweV Va,eK (a-B)0v=a6(B6v)

)

v) VoeV 10v=w

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowqg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V nazywamy wektorami, zas elementy ciata K skalarama.

Przyklad 7.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R"=(R",&,R,0)
Dla u = [ug, ..., uy},v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujemy
WDV =[ug+ 01, U ), O U= [auy,. .., auyl.

i) (K", &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne ciato
Dla u = [u, ..., uy),v =[v1,...,v,] € K" oraz a € K definiujemy
UBv=1[ug +v1,...,U, + 0], QU= [ Up,..., ¢ Uy

iii) (R®, +,R,-), gdzie R® = {f| f: R — R}
Dla fi : R —= R, f, : R — R oraz o € R definiujemy
fs = 1@ f2 takie, ze Vo € R fs(x) = (f1 @ f2)(2) := fi(z) + fo(x)
oraz f1 = a® fi takie, ze Vo € R fy(x) = (@ ® f1)(x) := - fi(x)
Elementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale réwna zero.

iv) Myxn(R) = (Myxn(R), 4+, R, -), gdzie dzialania +, - to dzialania dodawania macierzy
i mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej z
o wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 7.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dzialania w ciele K = (K, +,-)
i dzialania w przestrzeni wektorowej V = (C, +, K, -).

u+v suma wektorow

a+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, o, € K

Twierdzenie 7.1.4. Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dzialan w ciele
K. Wowczas:

) YweV VaeK 0-v=a-0=0

i) VveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0)

w)YweV —-1-v=—v

)
i)

i) weV VYaeK (—a)-v=a-(-v)=—(a-v)
)

VYweV Ya,feK (a—f)-v=_(a-v)— (8 v)
)

vi) Vv €V Va e K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Dowdd. Niech u,v € V, a, 8 € K beda dowolne.

i) Poniewaz 0+0-v=0-v=(0+0)-v=(0-v) + (0-v), zatem 0 =0 - v.

Ponadto0 +a-0=a-0=a-(0+0) = (a-0) + (a-0), zatem 0 = « - 0.

ii) Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Zal6zmy, ze a-v = 0 oraz o # 0. Poniewaz
a # 0, zatem istnieje ™t # 0. Mamyv=1-v=(a™'-a)-v=a"t (a-v)=a1-0=0.
Zatem v = 0.

iii) Na mocy i) mamy (—a)-v+a-v=(—a+a)-v=0-v=0. Stad (—a)-v = —(a-v).
iv) Na mocy iii) mamy —1-v=1-(—v) = —(1-v) = —v.

v) Na mocy iii) mamy (o — ) -v = (a+ (=) -v = (a-v) — (8- v).

vi) Na mocy iii) mamy o - (v —v) = a - (u+ (—v)) = (- u) — (a-v). O

Niech V' = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 7.1.5. Jesli zbior U wraz z dzialaniami

Bluxy : UxU 3 (u,v) — udv € U, Olgxy : KXU 3 (a,v) — a®u € U jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K, to U = (U, ®|u v, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.
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Twierdzenie 7.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorows oraz @ # U C V|
to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Vur,ups €U YaeK ui@uelUANa®u €U
lub réwnowaznie

Vuj,up € U Va,f €K (a®u)®(LOup) €U.
Dowdd. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z
faktu, ze U jest podgrupa grupy V. 0O

Uwaga 7.1.7. Niech V' = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie
U =V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami
niewtasciwymi.

Uwaga 7.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowadd. Jesli U jest podprzestrzenia liniowa, to Yuj,us € U Va € K uy ®us € U A
a@u; € U. W szezegolnosci —1 © up = —ug € U oraz uy @ (—uq) =0€ U. O

Wnhniosek 7.1.9. Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, zas U C V podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyktad 7.1.10.
i) V= (R[OJ]v +, R, ')7 U= (C([Ov 1]7 R)? +, R, )

U jest podprzestrzeniag liniowa V', bowiem suma funkcji cigglych jest funkcja ciagla oraz
iloczyn funkcji cigglej przez liczbe jest funkcja ciagta.

i) V=R[z],+R,:), U={f €R[z]: deg f — parzysty}

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = z* + 23 oraz g(z) = —a?. Wowczas
(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+g ¢ U.
iii) V=RY, +,R,:), U={(z,y,2,t) ER*: 20+ 2 -3t =0Ay =0}

U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro z = 3t — 2z oraz y = 0, zatem dowolny element
u € U jest postaci u = (z,0,3t — 2z,t). Wezmy uy = (21,0,3t; — 2x1,t1) € U, ug =
(29,0,3ty — 2xq,t5) € U oraz o € R, wowczas
Uy + Ug = (fEl + 1’2,0,3(t1 + tg) — 2(%1 -+ 1'2),751 + tz) cU
oraz auy = (ax, 0, a(3t; — 2xq), aty) = (0, 3aty — 2axy, aty) € U

iv) V= (Rlz],+,R,-), U =R,[z] :={p € R[z] : degp < n}.
Przyjmujemy, ze deg0 = —oo. Wowcezas U jest podprzestrzenia liniowa V.

Podprzestrzenie wektorowe R? i R3

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0).
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7.2 Liniowa niezalezno$¢ wektoréow, baza i wymiar przestrzeni
liniowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a1,...q,, € K,

U1,...,0m € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

Definicja 7.2.1. i) Wektor ajvy + ... + vy, € V nazywamy kombinacjq liniowq
wektorow vy, ..., v, € V o wspoélczynnikach oy, ..., € K.

i) Jesli aqvg + ... + apvy, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa aqv; + ... + vy, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy a3 =0,...,qa,, = 0.

iv) Zbior {v:a1w1+...+o¢kwk ag,...ap € Kwy, oo, wp €W kGN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow
wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq liniowg zbioru W i oznaczamy symbolem

ling W lub krétko linW.

Gdy W jest zbiorem skoniczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{ws, ..., w,}.
Czyli lin{wy, ..., wn} = {aqwr + ... + @pwy, : aq, ... € K}

Twierdzenie 7.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linlW
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)
podprzestrzen V zawierajaca zbior W.

Dowdd. Suma kombinacji liniowych elementow W jest kombinacja liniowa elementow W.
Podobnie iloczyn kombinacji liniowej elementow W przez skalar jest kombinacja liniowa
elementow W. [

Whniosek 7.2.3. Jesli u = AMjvi+.. .+ A\, v, dla pewnych vy, ...,v, €V, A1,..., A € K

oraz A\; # 0, to wowczas lin{vy, vg, ..., v} = lin{u, vg, ... v}

Dowdd. Inkluzjalin{vy, vy, ..., v} 2 lin{u, v, ..., v, } wynika z faktu, ze u jest kombinacja
liniowa vy, ...,v,. Jesli Ay # 0, to wowczas vy = _)\%“ — :\\—fvg — .= A/\—Tvm, zatem
lin{vy, va, ..., vp} Clin{u, vy, ..., v} O

Definicja 7.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linW, zas
podprzestrzen linW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W.

Przyktad 7.2.5. Wersory 7 = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzeri R?, bowiem dla
dowolnego @ = (uy, u,) € R? mamy @ = u,(1,0) + uy(0,1) = uzt + uyJ.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.
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Definicja 7.2.6. Wektory vy,...,v, € V nazywamy liniowo niezaleznymsi lub méwimy,
ze tworza uktad lintowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalarow (3, ..., B, € K zachodzi

Blvl+'--+ﬁmvm:0:>/61:"-:Bm:0

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 7.2.7. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €
N,m > 2. Wektory vy,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich jest kombinacja liniowa pozostatych.

Dowdd. Zaloézmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq, ..., € K
nie wszystkie rowne zeru, takie ze ayv1+. . .+, v, = 0. Bez straty dla ogélnosci mozemy
zalozy¢, ze a; # 0. Wowcezas v) = —a—fvg .= ‘;‘K—’fvm

Zalozmy teraz, ze vy jest kombinacja hmowq Vg, ..., Um, czyli istnieja Ps, . .. B, € K takie,
ze v1 = [PoUs + ... + BmUm. Wowczas [Sivg + 521)2 + ...+ Bnvm = 0, gdzie 5 = —1 # 0.

g

Twierdzenie 7.2.8. Wektory vy,...,v; € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektoroéw vy, ..., v, jest rowny n.

Dowdd. Wektory vy,...,v, € R" generuja R", gdy dla dowolnego x € R"™ uktad z =
101+ . . .+ v, w ktorym niewiadomymi sg aq, . .. ap € R, ma jedyne rozwigzanie. [J

Whniosek 7.2.9. Jesli wektory vy, ..., v, € R" generuja R", to k > n.
Przyktad 7.2.10. Czy wektory v = (1,1,-1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja
przestrzen R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (x,y,2) € R? istnieja o, 3,y € R takie, ze b =
au + fuv + yw.

(@,9,2) = a(1,1,-1) + B(2,10) +7(5,2,2) = (a + 28 + 5y, a + B+ 27, —a + 27)
1 2 5 o} T
11 2 =1y
| -1 0 2 z
Wektory generuja ]R“, jesli powyzszy uktad jest oznaczony.
1 2 5|z 1 2 5 T 1 2 5 T
11 2|y |20 -1 -3|y—a|22=2101 3 T—y
10 22 ] "™ o 2 Tlz4az| TV 00 1|—z+2+2

Uktad oznaczony, posiada rozwiazanie v = —x +2y + 2, f =x —y — 3y = 4o — Ty — 3z,
a=1z—28—5y=—2x+4y + 2. Zatem uktad wektorow u,v,w generuje R3.
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Przykltad 7.2.11. Czy uklad {A, B, C} jest uktadem liniowo niezaleznym?

N R I e

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.

Niech «, 8, € R bedg dowolne takie, ze A + B + vC = 049y = [ 00 ]

0 0

=0

B } [o 0} a

Smd[a = = { B=a=0
0 a+pB+n 0 0 B0

Zatem macierze A, B, C' tworza uktad liniowo niezalezny.

Przyklad 7.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R* sg
liniowo niezalezne?

Niech «, 3,7 € R beda dowolne takie, ze au + fv + yw =0 = (0,0,0,0) .

Stad (a + 5,2+ 26 4+ v,3a + 3v,4a — f+v) = (0,0,0,0).

Wektory u,v,w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne
rozwigzanie o = = v = 0.

1 10]0 1 1 0]0 11 o0]o
2 2 110 weow, |0 0 1]0| -2ws |00 1]0
3 0 3|0 wsw |0 =330 1, |01 =1]0
4 —1 1o ™™ o0 =5 0]0 01 00

= r(U)=r(A)=n=

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w
s liniowo niezalezne.

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektoréw w R” polega na wyliczaniu rzedu
macierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy rowny jest liczbie wektorow.

Whniosek 7.2.13. Niech vq,...,v, € R". Jesli £ > n, to wektory vy,..., v sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v, sg liniowo niezalezne, to k < n.
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Twierdzenie 7.2.14. Niech V = (V| +, K, -) bedzie przestrzenia liniows.
i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
ii) Uktad wektorow zawierajacy poduklad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny.

iv) Uktad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Dowdd. i) Jesli v =0, to 1-v = 0, a zatem uktad {v} jest liniowo zalezny. Jesli A\v = 0,
A € K\ {0}, to wowczas v = 0 na mocy twierdzenia 7.1.4, ii).

ii) Zatozmy, ze uktad wektorow {uy, ..., u,,} jest liniowo zalezny. Zatem istnieja A1, ..., A\, €
K, nie wszystkie réwne zeru takie, ze \ju; + ... + A\ u, = 0. Bez straty dla ogdélnosci
mozemy zatozy¢, ze A\; # 0. Dotaczamy do uktadu dowolny inny wektor v € V. Rozpatrzmy
kombinacje zerowa Aju; + ... + A, + av = 0, gdzie o € K jest dowolne. Jesli v = 0,
to av = 0 dla dowolnego «, za$ jesli v # 0, to a = 0. W kazdym przypadku kombinacja
jest nietrywialna, bowiem A\; # 0.

iii) Teza wynika z podpunktu ii) na mocy prawa kontrapozycj.

iv) Niech uy,...,u, € V. Zalozmy, ze upy = 0 dla pewnego k € {1,...,m}. Uklad
wektorow jest liniowo zalezmy, bowiem istnieje nietrywialna kombinacja zerowa postaci
O-u3+...4+40-up1+1-u+0-ups1+...+0-u, =0. U

Definicja 7.2.15. Niech fi,..., f, € C" Y(R), n > 2. Macierz W (x) postaci

fi(z) falx) ... fulz)
! / /
7@ 570@) - T )
nazywamy macierzq Wronskiego uktadu funkcji fy, ..., f,, a jej wyznacznik wrornskianem.

Twierdzenie 7.2.16. Niech fi,..., f, € C"1(R), n > 2. Jedli wronskian ukladu funkcji

fi,..., [ nie zeruje sie¢ tozsamosciowo na R, tzn. Jxy € R : detWy, 5 (z9) # 0, to
funkcje fi,..., f. sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).
Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaldézmy, ze fi,..., f, sa liniowo zalezne.

Wowczas istnieja A, ..., A, € R takie, ze dla dowolnego x € R mamy A, fi(x) + ... +
A fn(z) = 0. Rozniczkujac réwnanie stronami n — 1 razy otrzymujemy uktad réwnan

filr) ... fulo) A1 0
! . ! A 0
fi() fa(@) : .2 = | . |. Poniewaz fi,..., f, sa liniowo zalezne,
U@ A ] | 0
zatem wyznacznik gtéwny ukladu jest rowny zero. [
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Przyktad 7.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(x) = 1, fo(z) = sinz, f3(x) = cosz tworza
uklad liniowo niezalezny w C(R).

1 sinx cosT
detW(z)=|0 cosz —sinx |=—cos’r —sinz=—1%#0
0 —sinz —cosx
Tak, tworzg uktad liniowo niezalezny.

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 7.2.18. Uktad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli
jest on liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}.

Uwaga 7.2.19. Baza przestrzeni wektorowej jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji)
uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni.

Dowdd. Jesli B = {by,...,b,} jest baza przestrzeni V, to wowczas dla dowolnego v € V
istnieja A1,..., A, € K takie, ze v = A\by... + A\,b,. Zatem uktad {v,by,...,b,} jest
liniowo zalezny.

Jesli {by,...,b,} to maksymalny uklad liniowo niezalezny, to dla dowolnego v € V
uktad {u,by,...,b,} jest liniowo zalezny. Zatem istnieje nietrywialna kombinacja zerowa
Aot + Aby ...+ \b, = 0, gdzie A\g # 0 (bo inaczej bytoby Aiby ...+ A\,b, = 0). Stad
u = —%bl - .= ’/\\—”bn = 0, czyli dowolny wektor u € V' jest kombinacja liniowa wektorow

bi,... by Zatem V =1lin{by,...,b,}. O

Przyktad 7.2.20. Baza przestrzeni R"
Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R".
e1 = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1)

Whniosek 7.2.21. Jesli wektory vy,..., v, € R" tworza baze przestrzeni R", to wowczas

k=n.

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 7.2.9 oraz 7.2.13. [

Przyklad 7.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli
U =1n{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }.

Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uklad 5 wektoréw w przestrzeni
R* jest liniowo zalezny.

11113
321 2 4

"lg 1029 1]|S%#5
11113
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1 321 1 3 21
é ; 1 ; i 1 211 0 -1 -1 0 1 3 21
r21021:r1101:r0—2—202r0—1—102
11113 1 221 0 -1 00 0 -1 00
341 3 0 -5 =50
3 = U=1In{(1,3,2,1),(0,—1,-1,0),(0,—1,0,0)}
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U
(porownaj wniosek 7.2.3).
Twierdzenie 7.2.23. i) Kazda przestrzen wektorowa rézna od {0} posiada baze.

ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej skonczenie wymiarowej sa rownoliczne.
Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskoniczona, to kazda inna jej baza takze
jest nieskoriczona.

iii) Kazdy uklad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupeliony
do jej bazy.

Bez dowodu. Dow6d mozna znalezé w [4].
Definicja 7.2.24. Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej V' = (V, 4+, K, -) nazywamy

wymiarem przestrzeni wektorowej V' i oznaczamy dimg V' lub krotko dim V. Mowimy
wowczas, ze przestrzen V jest n-wymiarowa. Jedli zaden skonczony ukltad wektorow

nie tworzy bazy przestrzeni V, to przyjmujemy dimV = oco. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.
Whniosek 7.2.25. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,

gdzie m > n jest liniowo zalezny.

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych
stanowi baze tej przestrzeni.

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen
stanowi jej baze.

Dowdd. 1) Teza wynika z uwagi 7.2.19.
ii) Wykazemy, ze taki uktad wektorow generuje przestrzen. Niech V bedzie rozwazana

przestrzenia, zas vy, ...,v, € V ukladem liniowo niezaleznym. Na mocy i) dla dowolnego
wektora w € V uklad {w,vy,...,v,} jest liniowo zalezny. Na mocy twierdzenia 7.2.25
otrzymujemy, ze u jest kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,.

iii) Wykazemy, ze taki uktad wektorow jest liniowo niezalezny. Sposrod generatorow
mozna wybraé baze. Poniewaz wszystkie bazy sa n-elementowe, zatem caly uktad generatorow
stanowi baze V. [

Przyklad 7.2.10 - raz jeszcze

Wiemy, ze wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.
Ponadto dim R3 = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.
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Whniosek 7.2.26. Wektory V1 = (’1)11, V12, -« -, v1n>7 Vg — (021, V22, ... ,Ugn), N (’Unl, Un2, -

tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0.
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 7.2.8 oraz 7.2.25 iii). O

Whiosek 7.2.27. i) Na plaszczyZnie R? dwa dowolne wektory niewspolliniowe tworza
jej baze.

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszczyznowe tworza jej baze.

Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b1,...,b,} jej baza.

Definicja 7.2.28. Uporzadkowany ciag wektoréw bazowych (b1, . .., b,) nazywamy reperem
bazowym lub bazqg uporzqdkowang.

Czesto mowimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow
bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych
1) (R",+,R,)
By = (61,...,en>, gdzie e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1)
2) (R[z], +,R,-)
By = (1,x,x2,x3,...), dimR[z] =00, px)=ap-1+a-z+ay-2>+...+a, x°
3) (Rufel, +,R,), Rufa] = {f € R[] : deg f < n}

= (1,$,x2,...,w”>, dimR[x] =n4+1

dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+a; -z +ay-2°+ ...+ a, - z"

4) (men(R)a +, R? )
BZ = (E1117 E127 e 7E1n7 E21; e ;Emn)7 gdzie Ekl = [efﬂ, zas 6?} = { 1 (27])
dim M,,un(K) =m -n

Przykltad 7.2.29. Baza M,(R) jest uktad (Eiq, Evo, Eo1, Eos), gdzie

10 01 0 0 0 0
E11:|:0 0:|7E12:|:0 0:|5E21:|:10:|)E22:|:01:|

Dla dowolnej macierzy A = [ Cé b } mamy A = aF11 + bF 19 + cEy + dFEss.

d
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Twierdzenie 7.2.30. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, za§ W jej podprzestrzenia.
Woéwczas

) W#V = dimW <dimV,
i) dimW =dimV <oco = W =V.

Dowdd. 1) Niech {by,...,b,} bedzie baza W oraz niech v € V \ W. Poniewaz v nie
jest kombinacja liniowa by, ..., b, zatem uktad {v,b;,...,b,} jest liniowo niezalezny.
Uktad ten mozna uzupetni¢ do bazy przestrzeni V', ktéra bedzie miata co najmniej m + 1
elementow.

ii) Teza wynika z i) na mocy prawa kontrapozycji. O

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (b, . . ., b,) jej baza uporzadkowana. Wowczas
dla kazdego v € V istnieja skalary ay,...q, € K takie, ze v = ai1by + ... + a,by.
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary aq, ..., sa wyznaczone
jednoznacznie.

Definicja 7.2.31. Skalary ay,...q, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, ... a,]5.

Przyklad 7.2.32. R® = (R3 +,R,-), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)

Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne b] w bazie kanonicznej.
UMOWA: Piszemy 0] = (4,2,1) zamiast b} = [4, 2, 1][5%.
Ponadto b] = [1,0, 0]z

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [a, 8,7]s, tzn. v = ab] + by + b, Otrzymujemy

(=3,15,7) = a(4,2,1) + 5(—5,2,3) + v(1,3,0) = (4o — 58 + 7,20 + 208 + 3y, + 303).
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne a, 3, v, nalezy rozwiazac¢ uklad réwnai

4 -5 1 « -3

2 23| |8l=]| 15

1 30 ~ 7

4 -5 1|-3 1 30| 7 1 30| 7 1 3 o] 7
2 2 3|15 | m=U o 92 315 |22l 4 03 1| =220 16 —12| —4
1 30| 7 4 =5 1]=3 | ™™ o —17 1|-31 0 —17 1|-31
1 3 0| 7 1 3 0] 7 13 0 7 )

0 16 —12| —4 | =22, 10 1 11|35 |2 101 11 | 35 | =2

0 -1 —11|=35] 7™ |0 16 —12|—4 0 0 —188|—564

(13 ol 7 13 0|7 100|1

01 11(35 |2 1o 1 0]2 |22 101 0/2]| = v=[.23g

(00 1| 3 00 13 00 13

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., by,) oraz B’ = (b, ..., b)) jej dwiema
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bazami. Woéwczas istnieja skalary oy; € K, i, € {1,2,...,n} takie, ze

bll = O(Hbl + Oézlbg + ...+ anlbn
bl2 = Oélgbl + 042262 + ...+ Oéngbn

b;L = Oélnbl + Oéznbg + ...+ Oénnbn

Definicja 7.2.33. Macierz P € M, (K) postaci

11 (12 ... Qqp

Qg1 (g ... Qgp
P = foy] =

Ap1 Opa ... OQpp

nazywamy macierzq przej$cia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Pg ..
Macierz przejscia Pgs_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’

sa liniowo niezalezne.

Zmiana wspoélrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B' = (b}, ..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_p5.

Twierdzenie 7.2.34. Niech v € V, v = [z1,...,x,]g = [2],...,2)|p. Wowczas X =

Ty x)
. T g
PX' gdzie X = L, X' =
Tn, x
Dowdd. Przyjmijmy, ze zapis [w;q ws ... w,| oznacza macierz, ktéra w kolumnach ma
wspotrzedne wektorow wy, wa, . . ., w,. Wektory b;, b oznaczaja tutaj i-te kolumny macierzy.
Wowczas [b) V) ... b,] = [biby ... b,]P. Macierz P jest nieosobliwa, zatem istnieje P~1.

Poniewaz I = P - P! i mnoZenie macierzy jest laczne, zatem

1 1
T2 -1 L2
U:.Ilbl—i-l'nbn:[blbgbn] . :[blbgbn](PP ) . =
Tn In
T T
x x
= ([brbs ... 0)P)- | PV 2 =, ) |
T Iy
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Ponadto z1by + ...a7by, = [V b, ... V] | . |. Poniewaz wspélrzedne wektora w bazie
/
xn
/
: . 4 1] T2
sa wyznaczone jednoznacznie, zatem i =P~ A
/
), T,

Przyklad 7.2.32 - ciag dalszy
R3 = (R3, +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 -5 1
P=Pg_g=|2 23| X=pPIX=2
1 3 0
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P~' = & | =3 1 10 | i obliczamy
-4 17 —18
9 -3 17 -3 1
X=+]1-3 1 10 15 | = 2
-4 17 —18 7 3

Przykltad 7.2.35. Rozwazmy przestrzen Ry[z] oraz jej dwie bazy
B=(1+4xx+2*1+2%),B =(1,1+z,1+x+ 2*). Wyznaczmy macierz Ps_p.

1= [, B, = a1(1+2)+ i(z+22) + 71 (1+2%) = (a1 +71) + (a1 + B1)z + (81 +71) 22

amt+m=1
Stad ¢ a1+ 51 =0 iostatecznie oy = 3, f1 = —3, 71 = 3.
Srtm=0

Latwo zauwazy¢, ze 1 + = = [ag, 2, 72]s = [1,0,0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 2% = [as, 83, V3|5

1 1
. . i, 1
i otrzymujemy Pgp= | —5 0 35
1 g 1
2 2

Twierdzenie 7.2.36. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoniczenie wymiarowa, zas
B, B, B" jej bazami. Wowczas

-1
1) Pp_p = <PB—>B’) )

ii) Pg_p - Pg—pr = Pp_pr.
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Dowdd. Wykorzystujac zapis przyjety w dowodzie twierdzenia 7.2.34, mamy

[bll b/2 vee b;z] = [bl bg N bn]PBHB’ oraz [blll bg N b;;] = [bll b/2 N b;l]PB/*)B” .

i) Macierz przejécia jest odwracalna, zatem [b) by ... 0] Pg" 5 = [b1ba ... by).

ii) Mnozenie macierzy jest taczne, zatem

[b/1/ bg Ce bx] = [bll le RN b;]PB/_,BH = ([bl bg R bn}PBﬂB’) PB’—»B” = [bl bg R bn} (PB—>B’PB’—>B”)-
(]
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