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TEMAT: Przestrzenie liniowe

7.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K,+, ) bedzie cialem, za§ V' # & zbiorem. Niech dane bedzie dziatanie
wewnetrzne @ : V X V 3 (u,v) — u @ v € V oraz dzialanie zewnetrzne @ : K x V' 3
(a,v) —aGveV.

Definicja 7.1.1. Zespot V = (V,®, K, ®) taki, ze

) (V@) jost grupa abelowa, 00 g o

ii) Vuv e V. Vae K a@(u‘él?v) =(a0u)® (a®v)

iii) VeV Vo, K (a+p8)0v=(a0v)d(Bov)
)
)

iv)VoeV Va,BeK (a-B)ov=a6(B0Ov) , -
= TREG Ty g5

VI Vo eV 10v=0v un/'+drnos ¢

4_ ‘Gf, "‘W‘b/. am o.g»c‘r;fn w~ oicle K
nazywamy przestrzenig wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, zas elementy ciata K skalarami.

Przyklad 7.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R" = (R", &, R, ®) (;Vv&f”‘”ﬁm

Dla w = [ug, ..., up),v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujem TO

UuBv="_[u +v1,...,u, + 0], ¢ ©u=[auy,...,qu,. \(Cﬂ/\)é\" 471% \/\/
i) (K", &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne cialo

Dla w = [u,...,uy),v =[v1,...,v,] € K" oraz a € K definiujemy ™

UBv=1[ug +v1,...,U, + 0], QU= [ Up,..., ¢ Uy \%

iii) (R® +,R,), gdziegli: {f| f:R—>R}
Dla fi :R— R, f5: R — R oraz a € R definiujemy A%: {/? B “’A\B
3= /1 f2 takie, ze Vo € R f3(z) = (/1 @ f2)(2) := fi(z) + fo(x) ‘
oraz f; = a ® f; takie, ze Vz € R fi(z) = (@ ® fi)(x) = o Ji(z)

lementem neutralnym dzialania @ jest funkcja stale réwna zero.

V) Mpxn(R) = (Mpxn(R), +, R, ), gdzie dziatania +, - to dzialania dodawania macierzy

mnozenia macierzy przez liczbe. -
N i @ @
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej z
o wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 7.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +,-)
i dzialania w przestrzeni wektorowej V' = (V ,+, K,

u+v suma wektorow

a+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowcezas dla u,v € V, o, f € K

wehtor
z/afouj
Twierdzenie 7.1.4. Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dzialann w ciele

K. Wowczas: N Ceater C R C)
L

YoeV VaeK 0-v=a-0=0 @ O
K v

i) VveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0)

i

il

YVoeV YaeK (—a)-v=a-(-v)=—(a-v)

— 2.
/L [{f\fﬁ‘ﬂ)’dkﬂ)‘tj

- CQ\/)CKZ\/:?\ Z\/&j
L L-vxvy SN

)
)
)
iv) VveV —1-v=—v
v) VYveV Va,eK (a—p)-v=(a-v)—(B-v)
)

vi) Vv €V YVae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Dowdd. Niech u,v € V, a, 8 € K beda dowolne.

i) Poniewaz 0 +0-v=0-v=(0+0)-v=(0-v) + (0-v), zatem 0 =0 - v.
Ponadto0 +a-0=a-0=a-(0+0) = (a-0) + (a-0), zatem 0 = « - 0.
ii) Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Zal6zmy, ze a-v = 0 oraz o # 0. Poniewaz
a # 0, zatem istnieje ™t # 0. Mamyv=1-v=(a™'-a)-v=a"t (a-v)=a1-0=0.
Zatem v = 0.

iii) Na mocy i) mamy (—«)-v+a-v=(—a+a)-v=0-v=0. Stad (—a)-v=—(a-v).
iv) Na mocy iii) mamy —1-9=1-(—v) = —(1-v) = —v.

v) Na mocy iii) mamy («a — f3) - ‘/—(—‘+ (=B v =(a-v)—(B8-v).
a-

vi) Na mocy iii) mamy « - (u —v) = u+(—v)=(a-u)—(a-v). O

Niech V' = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.
E———, m/\.\,zj \LO‘&,(%NQZC!}/C&{]/C(/Z/U]

Definicja 7.1.5. Jesli zbior U wraz z dziataniami
| ®lowy : UXU 3 (u,0) — udv € U Olgxv : KxU 3 (a,v) — aGv € U jest przestrzenia

iniowa nad ciatem K, to U = (U, ®|gxv, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

(7 ()7 K
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Twierdzenie 7.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V,
to wowcezas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

Vur,ups €U YaeK ui@uelUANa®u €U N(/‘V”%f"‘”\ooc

lub réwnowaznie I o \4,(74@ J

Vuj,up € U Va,f €K (a®u)®(LOup) €U. hoﬂ’héqu

g .

Dowdd. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z Zm o,
faktu, ze U jest podgrupa grupy V. 0O
Uwaga 7.1.7. Niech V' = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie V = \/
U =V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami @ —
niewtasciwymi. — l/

Uwaga 7.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowdd. Jedli U jest podprzestrzenia liniowa, to Yuj,us € U Va € K u; Guy € U A
a@u; € U. W szezegolnosci —1 @ up = —uy € U oraz u; @ (—uq) =0 € U. @ O(/
—

Whiosek 7.1.9. Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, zas U C V podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyktad 7.1.10. C(C}OUK na [D, //J
i) V= (ROU,+,R, ), U = ([0, 1], R), +, R, )
1( - To) — R

U jest podprzestrzenig liniowa V', bowiem suma funkcji ciggltych jest funkcja ciagta oraz

iloczyn funkcji cigglej przez liczbe jest funkcja ciagly.
i) V=R[z],+,R,:), U={f €Rlz]: deg f — parzysty}

— degree (sto

U nie jest podprzestrzenig liniowa V. Niech f(z) = 2* + 2® oraz g(z) = —a*. Wowczas

(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+g ¢ U.
i) V= (RY, +,R,), U ={(x, y,z t)eER*: 20 +2—3t=0Ay =0} R *IR < IR % IR

0 -2
U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro z = 3t — 2z oraz\y = 0, zatem dowolny element

u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2z.t). Wezmy uy = (2,0,3t; — 221,t1) € U, ug = 0([\/6{
(29,0, 3ty — 279,15) € U oraz o € R, wowczas Ao

Ul + Up = (a:l -+ $2,0,3(t1 + tz) — 2(%1 + 332),751 -+ tg)E* O\l uo//lc?

oraz auy = (a0, a(3t; — 2xq), aty) = (0, 3at; — 2axy, aty) € U 2 Z(/

Ozn., iv) V = R[z],+.R, ), U 9 RyJz]
Przyjmujemy, ze deg 0 = —o¢.

= {p € R[z] : degp <n}.
owczas U jest podprzestrzenia liniowa V.

Podprzestrzenie wektorowe R? i R3

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez

0.0 D

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0, O 0 \ AT

UAGA
o '? 1.8
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7.2 Liniowa niezalezno$¢ wektoréw, baza i wymiar przestrzeni
liniowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a1,...q,, € K,
U1,...,0, € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

Shatds | endos Shon ' A s suana
Definicja 7.2.1. i) Wektor ozlvl‘//+. .o+ Uy, € V onazywamy kombinacjq liniowqg
wektorow vy, ..., v, € V o wspoétczynnikach aq, ... a,, € K.

. . Sumd bthtorow & Oy . S
i) Jesli ayug + ... + apvy, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.
kel
ol O-tas_ . +O e | .
iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + vy, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i

tylko wtedy gdy ay =0, ..., a,, = 0. w045 by O
iv) Zbior {v=owi 4 ...+ opwy : o, € K wy, .. w, € W5 k€ N}, FN=V

e —
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow
wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokg liniowq zbioru W i oznaczamy symbolem

ling W lub krétko linW. 51?0”, W
Gdy W jest zbiorem skoniczonym W = {wq, ..., w,,} piszemy tez lin{ws, ..., w,}.

Czyli lin{wy, ..., wn} = {aqwr + ... + @pwy, : aq, ... € K}

Twierdzenie 7.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Woéwczas zbior linWW
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)
podprzestrzen V zawierajaca zbior W.

Dowdd. Suma kombinacji liniowych elementéow W jest kombinacja liniowa elementow W.
Podobnie iloczyn kombinacji liniowej elementow W przez skalar jest kombinacja liniowa
40X __ elementow W. U

=, 20
AR
Whiosek 7.2.3. Jedli @ AU+ .+ AU, dla pewnych vy, ...,v, €V, A, .. A, € K 1 \{0\
UA (\SQ/

NTQ oraz A\; # 0, to wowczas lin{@ Vo, .oy Up} = lin{@vg, ce Un}

WV Y Dowdd. Inkluzja lin{vy, vgm}ﬁ_—hﬁ{—uﬁ , Um } wynika z faktu, ze u jest kombinacja

N~ liniowg vy, ..., Uy JeSli Ay # 0, to wowcezas v, = —Aiu — %vg - = ’t\—mvm, zatem n§
T

v d lin{vy, va, ..., vp} Clin{u, vy, ..., v} O ' ' ' JMA¥\D

-~ PR B

K\/\ \/b ) = W 45 ) 5 e,
efinicja 7.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linW, zas Aoy

(\,\ \6) podprzestrzen linW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W. 047 , \y AH{ A A

U\ \\ Przyktad 7.2.5. Wersory 7 = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzenn R?, bowiem dla ij qu %*{ 4\%* wl,
W Q >d0wolnego 1 = (ug,uy) € R? mamy @ = u,(1,0) 4+ uy(0,1) = uzt + uyJ.
0 ~
X(\\ ‘/\S(f\(\ ‘/&\\D\ \ 5
W7 Y Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K.
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Definicja 7.2.6. Wektory vy,...,v, € V nazywamy liniowo niezaleznymsi lub méwimy,
ze tworza uktad lintowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalarow Sy, ..., 3, € K zachodzi

v+ ...+ 8upm=0= Bi=...=06,=0
Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.
oMo ¢ JCOU”/N ?U} ?éo
Twierdzenie 7.2.7. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €

N,m > 2. Wektory vy,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich jest kombinacjg liniowg pozosta}ycﬁ._\/ NIIN|

nie wszystkie réwne zeru, takie z¢ U1t .+ Uy = 0 Bez straty dla ogolnosci mozemy

zaloz'.yé, 7€ Woéwcezas v; = —UQ R ng Upn o ' J/\ 7}/0
Zalozmy teraz:7e v, jest kombinacja hnlowq Vg, ..., Um, czyli istnieja fs, . .. B, € K takie,

ze U1 = [390y + oo+ Binm. Wowcezas [ + ﬁzvg + ...+ Bnvm = 0, gdzie 5 = —1 # 0. OZ -
O =

Dowdd. Zaloézmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalefne‘)(“czyli istnieja aq,...qp, € K o/) A < %

- ’L’(\SI\

Twierdzenie 7.2.8. Wektory vy, ...,v; € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
. , . . . L , . L S N
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektordéw vy, ..., v, jest rowny n. @ 0<

Dowdd. Wektory vy,...,v, € R" generuja R", gdy dla dowolnego z € R"™ uktad =z = |
101+ . . .+ v, w ktorym niewiadomymi sa aq, . .. a € R, ma jedyne rozwiazanie. [J ‘\‘%&

Wnlosek 7.2.9. Jesh wektory vy, vk € R™ generuja R", to k > n.

s @wc = — a0}, “55

N U 3 Przyklad 7.2. 10 Czy wektory u = (1,1,(2—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja

przestrzen R3? ' g
W\“)i on &U \\/\W}j
Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (x,y,2) € R? istnieja o, 3,7 € R takie, ze b =
—_
au + v+ yw. C%S} v ¢

= (@426 457,045 +27,—a+27) o iadom

2 5 K’ !
. ARA%%
FT—E’_Q- /8 - (({\&\ ﬂ Nz 7
-1 0 2 v R ol ;
Wekto ry generuja R3, jesli powstzy uktad jest 0znaczony. b=
W AN | _ 7
2 5|z 5 125 T b=
112y“’2;—“’1>0@3y—x%013 r—y (
w3 Tw1 —1)w \
| 110 2|z E\\ Tlz4+xz | =7 |0 %1‘—x+2y+z
Uktad oznaczony, posiada rozwigzanie|y = —x +2y+ 2, f=x —y — 3y =4x — Ty — 32
a=z—20—5y=—-2x+4y+ 2. Zatem u wektorow u, v, w generuje R3.
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Przykltad 7.2.11. Czy uklad {A, B, C} jest uktadem liniowo niezaleznym?

N b R I S e
o

= - — O
Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna. T’ K
—— —— N
Niech «, 8, € R bedg dowolne takie, ze A + B + vC = 04945 = [ 8 8 ]
e o= O
@-5 o) T [00 -
Stadd{ 0 (a)Biy ] loo| T )PTe=0

y=—a—-F3=0 7/5(%

Zatem macierze A, B, C' tworza uklad liniowo niezalezny. |
~

Przyklad 7.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0, 1), w = (0,1,3,1) € R* sg
liniowo niezalezne?

Niech « € R beda dowolne takie, ze au + v +~yw =0 = (0,0,0,0) .
Stad (6 - .20, + 26 + 7, 3a + 37,4 8+ ) =(0.0,0,0).
Wektory u,v,w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne

= A 7£O

\ .
o
= r(4) P A4 ‘%\@ J
Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w
s liniowo niezalezne.

o O OO

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektoréw w R” polega na wyliczaniu rzedu
macierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy rowny jest liczbie wektorow.

Whniosek 7.2.13. Niech vy,...,v, € R". Jedli & > n, to wektory vy,..., v, sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v, sg liniowo niezalezne, to k < n.

h{;b (\M&& W\‘(\\'C“td"

7
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o@ﬂf

“%/S@q‘iw/@ R, vy d 0y Lnd mgbofc’@ ‘/0% <<0

| =)
Twierdzenie 7.2.14. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa. Of ‘\Y //@ ?'é
i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0. ! Con 2ok
——— e e
ii) Uktad wektorow zawierajacy poduklad liniowo zalezny jest liniowo zalezny. @

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny.

iv) Uktad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Dowdd\) Jesli v =0, to 1-v = 0, a zatem uktad {v} jest liniowo zalezny. Jesli A\v = 0,

A € K\ {0¥, to wowczas v = 0 na mocy twierdzenis7.1.4, ii).

ii) Zatozmy, zesuktad wektorow {uy, . . ., u,4Jjest liniowo zalezny. Zatem istnieja Ai, ..., A, €
K, nie wszystkie x¢ 7
mozemy zatozy¢, ze . aczamy do uktadu dowolny inny wektor v € V. Rozpatrzmy

iv) Ni : 07 ze up = 0 dla pewnego k € {1,...,m}. Uklad

O-u3+...4+40-up1+1-u+0-ups1+...+0-u, =0. U

Definicja 7.2.15. Niech fi,..., f, € C" Y(R), n > 2. Macierz W (x) postaci A 7 4
flz) . fal@) T semeatt”
falw) o fulz)

Wﬁoﬂ‘y o @
2(n_1)($> fr(zn_l)(x) LoHnan 040

nazywamy macierzg\ Wronskiego uktadu funkcji fy, ..., f,, a jej wyznacznik wrornskianem.

2
J{U@\ Twierdzenie 7.2.16.\Niech fi,..., f, € C"Y(R), n > 2. Jesli wroriskian uktadu funkcji
fiooo o fan WOWO na R, tzn. Jzy € R : detWy, 1. (x0) # 0, to

funkcje fi,..., f. sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaldézmy, ze fi,..., f, sa liniowo zalezne.
Wowczas istnieja A1, ..., A, € R takie, ze dla dowolnego x € R mamy A, fi(x) + ... +
A fn(z) = 0. Roézniczkujac rownanie stronami n — 1 razy otrzymujemy uktad réwnan

filr) ... fulo) A1 0
! . ! A 0
fi() fa(@) : .2 = | . |. Poniewaz fi,..., f, sa liniowo zalezne,
U@ A ] | 0
zatem wyznacznik gtéwny ukladu jest rowny zero. [
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626ff§ Tousiera — A\/\Alru\/
¢ _‘)ét/m .
Przyktad 7.2.17. Zbadaj, czy funkcje fl(x) =1, fo(x) = sinz, f3(zr) = cosx tworza

ktad lini iezalez C(R).
uktad liniowo niezalezny w C(R) L Y H sy 'S C/OJ>4 S, 47 Loo

1 sinz  cosw éf o=
detW(z)=|0 cosx —sinx f{‘: —cos?z —sin’r=—1+#0 )
0 —sinx —cosx 5?\‘ 4

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 7.2.18. Uktad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli >
jest on liniowo niezalezny oraz Y’_’l@i_bl_a__ b }
Cr\C/Uv ¢ \/ 2 r?\
Uwaga 7.2.19. Baza przestrzeni WektoroweJ jest thaksymalnym (w sensie relacji inkluzji)
uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni. Z/l W CWﬂ

Dowdd. Jesli B = {b;)..,b,} jest baza przestrzeni V, to wowczas dla dowolnego v € V
istnieja A1,..., A, € K takie, ze v = A\by... + A\,b,. Zatem uktad {v,by,...,b,} jest \L
liniowo zalezny.

Jesli {by,...,b,} to maksymalny wuklad liniowo niezalezny, to dla dowolnego u € V= OV woti

uktad {u,by,...,0,} jest liniowo\zalezny. Zatem istnieje nietrywialna kombinacja zerowa | ¢

Aot + Aiby ... + Apby, ; ie A9 # 0 (bo inaczej byloby Ab; ...+ A\.b, = 0). Stad bw\”ow

u = —%bl — .= ’\”b =0, czyh dowolny wektor u € V jest kombinacja liniowa wektoréw O/ﬂk ei Nt
b, .. b Zatem V = hn{bl, oobye O

(a1 (0) 7 Q€ prlo g4 CCay v EY
n AN Z//l
Przyktad 7.2.20. Baza przestrzeni R” QEnes o € el

7255\ =3
Uktad wektorow {ey,...,e,} stanowi baze przestrzeni R". (_/fgo o\

K o oV
= = = ‘\n 67}} ’
_a (1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) Aw o
Whniosek 7.2.21. Jesli wektory vy,...,vr € R™ tworza baze przestrzeni R", to wowczas
k=n.
—_—
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 7.2.9 oraz 7.2.13. [
Przyklad 7.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli (\}\A - (@ o
_hn{(l 3,2,1), (1 2,1,1 0\1}%1 0,1),(1,2,2, 1) (3,4,1,3)}. D/»J'ﬂlv"ofév-’ ﬂ\ﬂ\ M\) 9
\Y

Podane generatory na pewno nie tworzq bazy U, gdyz uktad 5 wektorow w przestrzeni \l/
R* jest liniowo zalezny. N s o0 O

11113 = r ,

3 2 1 2 <445 V-
"l21021]>

11113

Lo




1113
21 2 4
"ll2]t o201 ; }
1113 A 3
3 = U=1In{(1,3,2,1),(0,—1,—-1,0),(0,—1,0,0)} -
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U
(porownaj wniosek 7.2.3).
Twierdzenie 7.2.23. i) Kazda przestrzeni wektorowa rézna od {0} posiada baze. ‘

&\ \oﬁ) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej skonczenie wymiarowej W

-
@b Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskonczona, to kazda inna jej baza takze
@ jest nieskoriczona.
iii) Kazdy uklad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupeliony - L
do jej bazy. )\5 ﬂkﬂ o
Bez dowodu. Dowdd moz lezé w [4]. I A NO -
ez dowodu. Dowod mozna znalezé w [4] LA e G

0P\
Definicja 7.2.24. Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej V = (V, +, K ) nazyvvam§§ \
ymaiarem przestrzeni wektorowej V i oznaczamy dimg V' lub krotko dim V. Mowimy
wowczas, ze przestrzen V jest n-wymiarowa. Jedli zaden skonczony uktad wektorow
nie tworzy bazy przestrzeni V, to przyjmujemy dimV = oo. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.

Whniosek 7.2.25. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow, 5/%4/\ In mij

( ‘M({\‘N gdzie m > n jest liniowo zalezny. g e,
\ .
Q&X ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych Q/
stanowi baze tej przestrzeni. WALy

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen 5 Pf 4ty durd

stanowi jej baze. reden
Dowdd. 1) Teza wynika z uwagi 7.2.19. 2 W EmakoV
ii) Wykazemy, ze taki uktad wektorow generuje przestrzen. Niech V' bedzie rozwazana v dcél a 1@
przestrzenia, zas vy, ...,v, € V ukladem liniowo niezaleznym. Na mocy i) dla dowolnego Q)&y
wektora w € V uklad {w,vy,...,v,} jest liniowo zalezny. Na mocy twierdzenia 7.2.25 )
otrzymujemy, ze u jest kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,.

iii) Wykazemy, ze taki uklad wektorow jest liniowo niezalezny. Sposrod generatorow
mozna wybraé baze. Poniewaz wszystkie bazy sa n-elementowe, zatem caly uktad generatoréw
stanowi baze V. [

Przyklad 7.2.10 - raz jeszcze
Wiemy, ze wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.
Ponadto dim R? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.

—
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Whiosek 7.2.26. Wektory vy = (v11, V12, .., V1n), V2 = (U21, V22, . . ., Vop )y -+, Up = (Up1, Upa, - - -

tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0.
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 7.2.8 oraz 7.2.25 iii). O

Whiosek 7.2.27. i) Na ptaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspoéiliniowe tworza
jej baze.

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszcezyznowe tworza jej baze.

&9
Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b1,...,b,} jej baza. o/

Definicja 7.2.28. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (b, . .., b,) nazywamy reperem
bazowym lub bazq uporzqdkowanq.

Czesto mowimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow

bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.
A

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych

1) (R",+ R, ) W (e \€z\C5>

B = (el,...,en>,gdzieel:(1,0,...,0),62:(0,1,...,0),...,en:(O,...,O,l)

1 %

2 s Ty AN, % . ’O %
) (Rlz], +R,) ﬂ)\flﬁ*> 19 (074 +C (- FoK i

BZ: (1’.%.7,%'2’1'37_..), dimR[fL‘(w) :ao.1+a1,x+a2,w2+..._’_a8.x8

3) (Rula],+.R,), Rufe] = {f € Rla]: deg f <}

By = (1,:13,302, . ,:c”), dim R[z] =
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+a-xz+as-2°>+ ...+ a, - x

4) (M (R), +, R, )
BZ = (E117 E12; e ,Eln, E21; ey Emn), gdzie Ekl — [ kl] zad ekl _ { 1 (2,])

Przykltad 7.2.29. Baza M, (R) jest uktad (Eiq, Evo, Eo1, Eos), gdzie -

N
X’KA*UULL <-Cq

’ U'rm)

]

~
v

1
O+ Ry Ploy

10 01 00 00 -4
DBonn Pn {o 0}’&2 {o 0}’E21 {10]’]‘%2 [01] (\/ Q%OA

I
NTaa b0k /\ b1
Dla dowolnej macierzy A = ‘c’ d } mamy A = aF11 + bF 19 + cEy + dFEss.

s8N 128 ) B8] -85 v gs) i clts ) e



Twierdzenie 7.2.30. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej podprzestrzenia.
Woéwczas

i) W#V = dimW <dimV, \/\)C\/
i) dimW =dimV <oco = W =V.

Dowdd. 1) Niech {by,...,b,} bedzie baza W oraz niech v € V' \ W. Poniewaz v nie
jest kombinacja liniowa by, ..., b,,, zatem uktad {v,b;,...,b,} jest liniowo niezalezny.
Uktad ten mozna uzupetni¢ do bazy przestrzeni V', ktéra bedzie miata co najmniej m + 1
elementow.

ii) Teza wynika z i) na mocy prawa kontrapozycji. O

!
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) jej baza uporzgdkowan'@ Wowczas
dla kazdego v € V istnieja skalary aq,...q, € K takie, ze v = a161 + ...+ anbn Loomb. lrara., ,
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary a1, ..y, 53 wyznaczone hemcny,
jednoznacznie. fa 2

Definicja 7.2.31. Skalary ay,...q, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, ... a,]5. oA 55 LA ro\D

Przyklad 7.2.32. R® = (R3 +,R,-), B =(B} / baza kanoniczna,
B’ = (b, 0,,b5) inna baza, gdzie b) = (4,2, I);t, = (—5,2 3) by = (1,3,0)

{—\/ oh = Lovy. 5 VAT
Skalary 4,2, 1 to wspohrzedne b] w bazie kanonicznej.

UMOWA: Piszemy 0] = (4,2, 1) zamiast b} = [4,2, 1.

- %= (])
740,

Ponadto b] = [I,O,O]B,. Y. +6 J
3%

Niech v = (=3,15,7) € R3 Wyznaczymy wspotrzedne wektora v w bazie B’ 6 ( \J )

Niech v = [a, f3, 7]3/ tzn. v = ab} + Bb’ +lb’ Otrzymujemy =7, T’

315.7) — a(4,2,1) + B—52.3) T~(175.0) = (404—5ﬁ+7,2a+25+37,a+35). - \j‘ﬂu

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne a, 3, v, nalezy rozwiazac¢ uklad réwnai

4 -5 1 « -3 /

o 23||al=| 15| T“;

1 30] |~ 7 >

4 -5 1]-3 1 30| 7 1 30| 7 13 o 7
2 23|15 | W= lo 2 3] 15 | 22Ul 4 3] 1| =200 16 —12] -4
1 30| 7 4 =5 1]=3 | ™™ o —17 1|-31 0 —17 1|-31
1 3 0] 7 1 3 0] 7 13 0 | 7 1

0 16 —12| —4 | —*, |0 1 11|35 | =2% 19 1 11 | 35 | =2

0 -1 —11|=35] 7™ |0 16 —12|—4 0 0 —188|—564

13 0|7 13 0|7 10 0|1 .
0 1 11]35 | 2@ | g 1 of2 | @2 | g 1 02| = v=[1,2,3]s ’/\\o’(l\0 H’
(00 1|3 00 13 00 13 e

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., by,) oraz B’ = (b}, ..., b)) jej dwiema
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