Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

8.1 Definicja i podstawowe wtasnoSci

Niech V = (V,+, K, -) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym cialem K.

Definicja 8.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spekliajace warunki
i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' o(u+v) = ¢(u) @ p(v)
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Yo € V. Va e K p(a-v) =a® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzeni lintowych.

Twierdzenie 8.1.2. Niech ¢ : V — W. Woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe
i) Vu,o eV Vo, e K pla-u+p-v)=a0e(u)d s p)

i) Yoy,...,v, €V Vay,...,a, € K
olag v+ ...+ a,-v) =010 p() D...0a, ®p(vy,)

Dowdd. 1)= ii) Jesli ¢ jest liniowe, to wowczas g(a-u+ -v) = p(a-u) B (- v) =
a®e(u) ® B 6 p(v) dla dowolnych u,v € V, o, € K.

ii) = i) Przyjmujac @ = 8 = 1 otrzymujemy wtlasnos¢ addytywnosci, zas przyjmujac
a =0, # 0 otrzymujemy wlasno$é¢ jednorodnosci.

ii)< iii) Wystarczy przeprowadzi¢ dowod indukcyjny. O

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V- w W oznaczamy Lx (V, W)
lub Homy (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 8.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W,+ K,-), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dzialan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.
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Przyklad 8.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
1) ¢ : R — R, p(x) = ax, gdzie a € R ustalone

Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych a € R, x1, 2o € R mamy
olaz) = a(ax) = alar) = ap(z) oraz
o(r1 + x) = a(ry + x2) = axy + axg = p(x1) + p(x2).

2) p: R =R, ¢(x) = ax + b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(1+1)=p2)=2a+b# 1)+ (1) = (a+0b) + (a+b) = 2a + 2b.

3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz ¢(z,y) = (x, —y), zatem dla dowolnych o € R, (z,y), (x1,v1), (T2, y2) € R?
v (a(z,y)) = plaz,ay) = (az, —ay) = a(z, —y) = ap(z,y) oraz
4/9((961, y1) + (a2, yz)) = p(z1+ 22,91 +42) = (v1+ 72, — (Y1 +12)) = (71 + 72, —y1 —y2) =

(1, —y1) + (22, —92) = p(21,91) + P(22, y2).
Odwzorowanie jest liniowe.

4) R = R% p(z,y,2) = (v —y+ 22y + 2+ 1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L= <p(oz(x, Y, Z)) = p(az, ay,az) = (ax — ay + az, 20y + az + 1)
P=ap(z,y,2)=alr —z+22y+2+1) = (ax — ay + az, 20y + az + «a)
Na ogot L # P. Mozemy podaé¢ kontrprzyktad

90(5 ’ (17 0, O)) = 30(57 0, 0) = (57 1) #5- 90(17 0, O) =5-(1, 1) = (57 5)

Uwaga 8.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a,b, ¢, d € R takie, ze p(x,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R? — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(x,y,z) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, gx + hy + j2).
Przyktad 8.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[x] — R;[z]|, dane wzorem
o(p)(z) = (3 —x)p"(z) + 4p'(x), dla dowolnego p € Ry[x], jest liniowe?

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy

P(p+0)(@) = (3=2)(p+0)"(@) +4(p+0)' (2) = (3=2) (¢ (@) +¢"(@)) +4(P' (@) +¢ (@) =

(8= 2)p"(@) +4p'(@)) + (3 = 2)a"(x) + 4¢'(x) ) = p(P)() + 9 (0) ),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ©(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], @ € R mamy
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plap)(r) = (3—=)(ap)"(x) +4(ap) () = B—z)a-p"(x) +4a p'(z) = a- ((3 —x)p’(r) +

4p’(a:)> = a - ¢(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).

Niech V = (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 8.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to woéwczas
i) ¢(0y) = Ow,
i) Yo € Vp(—v) = —p(v).

Dowdd. i) Poniewaz Ow + ¢(z) = ¢(x) = p(z+0y) = ¢(x) + ¢(0y), zatem p(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0y) = ¢(v —v) = p(v) +¢(—v). Stad
p(=v) = —p(v). U

Wnhniosek 8.1.8. Niech ¢ : V — W. Jesli p(0y) # Oy, to ¢ nie jest liniowe.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 8.1.7 i) na mocy prawa kontrapozycji. O

Przyktad 8.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
F(0) =5 0.

Definicja 8.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:
i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,

ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,

iii) zomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

v) automorfizmem, jeSli V.= W i ¢ jest bijekcja,

)
)
iv) endomorfizmem, jesli V. =W,
)
)

vi) forma liniowgq, jesli W = K.

Twierdzenie 8.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektoréw. Wowcezas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe
p € L(V, W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Dowdd. Dla dowolnego v € V istnieja aq,...,q, € K takie, ze v = ay1by + ... + apby,.
Poniewaz ¢ jest liniowe, zatem ¢(v) = @(a1by + ...+ anb,) = a1p(by) + ... + anp(b,) =
QW + ...+ aw,. Zatem @ jest okreslone na calej przestrzeni V' w sposob jednoznaczny.

O

Uwaga 8.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w petni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni

V.
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Przyklad 8.1.13. Podaj wzoér odwzorowania liniowego ¢, jesli
¢ Rylr] = Ry[z], @(a*+x)=6x+10, ¢lx—1)=4, ¢(2r)=S_.

W przestrzeni wektorowej Ry[z] baza standardowa jest B = (1, z,?). Mamy
o(x? +2) = p(x?®) + o(z) = 62 + 10
plx—1) =) — (1) =4
p(22) = 2p(z) = 8

Stad p(z) =4, ¢(1)=¢(x) —4=0, ¢(z?) =6z + 10— ¢(z) =6z + 6.

Dowolny p € Ry[x] jest postaci p(x) = az? + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
o(ax?® 4+ bx + ¢) = ap(x?) + bp(x) + cp(l) = a- (62 +6) +b-4+ c-0 = 6ax + 6a + 4b.

8.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).

Definicja 8.2.1. i) Zbior{v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jedrem odwzorowania
liniowego ¢ i oznaczamy Kerp.

ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {¢) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imey lub ¢(V).

Uwaga 8.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imep
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem 0y € Kerg oraz Oy € Imp. O

Twierdzenie 8.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Kery jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbior Imey jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Dowdd. Niech z,y € Kerp oraz «, 8 € K. Wowczas p(ax + y) = ap(x) + fe(y) =
a0y + G- 0y = 0. Zatem ax + [y € Kerp.

Niech teraz wy, w; € Imyp oraz «, f € K. Wowezas istnieja vy, vy € V takie, ze wy = ¢(v1),
wy = p(ve). Stad aw; + Pws = ap(ve) + Bp(ve) = @(avy + Pug), gdzie avy + fug € V.
Zatem aw; + fws € Imp. [

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 8.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)

i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y},

ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Dowdd. 1) Jesli ¢ nie jest injekcja, to istnieja u,v € V takie, ze u # v oraz p(u) = p(v).
Stad u—v # Oy oraz p(u—v) = p(u) —p(v) = Ow. A zatem u—v € Kerp i Keryp # {0y }.
Jesli Kerp # {0y}, to istnieje v € V takie, ze v # Oy oraz v € Kerp. Stad p(v) = Oy =
©(0y), a zatem @ nie jest injekcja.

ii) Teza jest oczywista. [
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Definicja 8.2.5. Jedli dimImp < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania
liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy 7 () lub rank(ep).

Twierdzenie 8.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, W).
Woéwczas

r(¢) + dim Kerp = dim V.
Bez dowodu. Dow6d mozna znalezé w [4].
Wnhniosek 8.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dimImy < dim V.
Przyktad 8.2.8.
0:R* =R o(r,y,2,t)=(@+y+z+2t,x—y+2z+6t,x+y—2z—4t)
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci .
THy+z242t=0

o(z,y,2,t) =(0,0,0) & { 2—y+2+6t=0
r+y—z—4t=0

1 1 1 2]0 1 1 1 2|0l | 111 2/0
1 -1 1 60| o -2 0 4|0 221010 —2|0]| @
1 1 =1 40| ™™ ]lo 0 -2 —6|/0| 2= |0oo01 30
(110 —1]0] 100 —1]0 x:;tt
0010 =20 =2=%1010-20|=¢"""
001 30 001 30
: . teR

Kerp = {(—t,2t,-3t,t), t € R} =1in{(-1,2,-3,1)}

Uktad {(—1,2,—-3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.

Zatem ¢ nie jest monomorfizmem. Ponadto

r(p) = dimR* — dim Kerp = 4 — 1 = 3 = dimR3, zatem ¢ jest epimorfizmem.
St@d Imy = R3. Mo’na to réwniez sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem.
o(x,y, 2, t) = z(1, 1 1 —I—y (1,=1,1) + 2(1,1,—-1) + (2,6, —4)

Img&—hn{ 1,1,1), (1, ,(1,1,—1),(2,6, —4)}
1 1 1 1 1
1 1 0 -2 0 .
T 1 O 0 _2 :3 = Imgo:hn{(l,l,l),((), —2,0),(0707—2)}
0 4 6
Uk}ad {( 1 1 1) 2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep.

Imp C R® A dlmImcp =3=dimR? = Imp = R3.

8.3 Dziatania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatlem K.
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Twierdzenie 8.3.1. Zbior L(V,W) wraz z dzialaniami
L LV, W) % L(V,W) — LV,W), -1 K x L(V,W) — L(V,W)

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(z) + g(z), (a- f)(z) = a- f(z),
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Dowdd. Sprawdzimy, ze jest to podprzestrzen liniowa przestrzeni funkcji
WV ={f:V — W}. Niech f,g € L(V,W) oraz o, 8 € K. Woweczas af +Bg € L(V,W),
bowiem dla dowolnych v,v; € V, a,b € K mamy

(af + Bg)(avy + bvy) = a - f(avy + bug) + 5 - glavy + bvgy) = - (af(vl) + bf(vz)) +05-

(ag(m) + bg(m)) =a- <af(v1) + 59(%)) +b- <Ozf(1)2) + 59(%)) _
a-(af 4+ Bg)(v1) +b- (af +Bg)(vs). O

Twierdzenie 8.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas go [ €
L(U,W).

ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~ € L(W,U).

Dowdd. i) Dla dowolnych uy,us € U, a,b € K mamy

(g0 f)aw + bug) = g(f(aul + bu2)> = g<af(ul) + bf(u2)> = ag(f(ul)) + bg(f(u2)> =
a-(go f)(u) +b-(go f)(uz).

ii) Jesli f jest bijekcja, to f~! rowniez jest bijekcja. Ponadto Imf = W, zatem dla
dowolnych wy, we € W istnieja vy, vy € V takie, ze f(v1) = wy, f(v2) = wy. Dla dowolnych
a,b € K mamy

fHawy + bwy) = 1 (af(vl) + bf(”?)) = [ (f(cwl + bU2)> = (f7 o f)lavs + buy) =
avy +bvy = a(f o f)(vr) +b(f o f)(ve). D

Oznaczmy przez Aut (V) = {f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow
przestrzeni liniowej V.

Whniosek 8.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan jest grupa
nieprzemiennag.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 8.3.2 1). Skladania
odwzorowan jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe idy, .
Elementem symetrycznym do f € Autgx (V) jest f~', bowiem na mocy twierdzenia 8.3.2

11) f_l € AUtK<V) ]

Grupa Aut (V') bywa tez oznaczana symbolem G L(V') i nazywana petng lub ogdlng grupg
liniowq przestrzeni liniowej V.

Przyklad 8.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R3, dane wzorem
(1,9, 23) = (11 + T2 + T3, T2 + X3, 71 + To) jest automorfizmem przestrzeni R3.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 11
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe - ciqg dalszy

9.1 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoiiczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V — W.

Definicja 9.1.1. Macierzq (lub reprezentacjq macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w
bazach By, By nazywamy macierz A € M, (K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne
wektorow p(b1), ..., ¢(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, Bw ).

Przyklad 9.1.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R® — R2  o(z,y,2) =
(3z,2y + 2), gdy rozwazamy

a) w R? i R? bazy kanoniczne

2(1,0,0) = (3,0), $(0,1,0) = (0,2), 4(0,0,1) = (0,1), M, (B}, B}) = {0 -

300]F| [ 3
02 1 Z_2y+z

b) bazy B = (b = (1,2,0),bo = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (¢ = (1,2),c2 = (0,1))

300]

(p(bl) = (p(l, 2, 0) = (3,4) = [al,ﬁl]c, (3,4) = 1 + 6162 = (Ozl, 20(1 -+ 61),
= a1 = 3,51 = —2, (p(bl) = [3, 2]
o(by) = o(1,1,1) = (3,3) = [ag, fa]c, (3,3) = ascy + Pacy = (o, 200 + o
= Qg = S,ﬁz = —3, (,O(bg) = [3,
@(b3) = ©(0,0,1) = (0,1) = [as, Bs]e, (3,4) = azcr + Baca = (a3, 2a3 + B3)
= Q3 = O, 53 = 1, gO(bg) = [O, 1]@

c
3le

wiso=[ 3 3]

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od
wyboru baz.
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Uwaga 9.1.3. Odwzorowanie ¢ : R" — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,,«,(R) taka, ze

Z1
)

V(z1,...,2,) €R" o(xy,...,2,) = A
Tn
Wowezas A = M, (B}, BY).
Przyktad 9.1.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — M(C), f(az +

B) = aA+p1,, gdzie A = [ QéH 4£

(Cy]z],+,C, ) oraz (My(C),+,C, ).

; ] , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + .
Rozwazamy baze B = (1, z) przestrzeni C;[z] oraz baze C = (Ell, Eo, Eoy, E’22) przestrzeni
M, (C).

10

s=0-astn=r=[y 1] =00
F()=1-A+0-L=A=[2+41,3,4—i

dime Cy[2] = 2, dime My(C) = 4, = M;(B,C) € Myyo(C), M;(B,C) =

—_ o O -
w

Twierdzenie 9.1.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatlem K. Niech
By = (bl, e ,bn) oraz By = (01, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech p € L(V,W) oraz A = M,(Byv, Bw). Oznaczmy

T hn
x=| 7 v=] ",
xn ym
gdzie v = [x1,...,TulBy, W = (Y1, - -, Ym]By - WOWCZAS

olv)=w <& AX =Y.

Dowdd. Obliczamy ¢(v) = @(z1by + ... + x,b,) = z10(b1) + ... + Tp0(bn) =
= zi(apc1 + ...+ apicm) + oo F xp(amer + oo+ Gpncn) = (T1a11 + ..+ TRa1)e +
oot (T1am1 + - -+ TpGn ) Cn. Poniewaz wspotrzedne w = p(v) w bazie By sa okreslone
V1= T1011 + ...+ Tpaiy
jednoznacznie, zatem . ,ezyli AX =Y. O
Ym = T1Qm1 + ... + Tplmn
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Uwaga 9.1.6. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w
pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem bada¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 9.1.7. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By. Ponadto rank(y) = rankA.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 9.1.5. Poniewaz w = ¢(v) = x19(b1) +
(p(bl) = ajici+ ...+ anicm
. Ax,0(by), zatem Ime = lin{p(by), ..., ¢(b,)}. Ponadto . :
o(bp) = aper + .o+ Gl
Stad 7(¢) = dimImy = r(A). O

Whniosek 9.1.8. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 9.1.5. Woéwczas
i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n.

Dowdd. 1) ¢ jest epimorfizmem < Imp = W < dimImp = dim W = m.
ii) ¢ jest monomorfizmem < Kergp = {0y} < dimKerp = 0. Na mocy twierdzenia o
rzedzie dim Kergp = n — dim Imgp, zatem Kerp = {0y} < r(4A) =n. O

Przyklad 9.1.2 - ciag dalszy
Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, Bf) oraz za pomoca
M, (B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

3007 . 3 30
Oznaczmy A = M, (B}, B}) = {0 0 1},14 :]\4<p(l5’,C):{_2 3 1}
1 1
3 00 3
SHEENIHNE
3 0 21 3 7
Sprawdzenie p(1,2,3) = (3-1,2-2+2) = (3,7)
(1,2,3) = 1(1,2,0) + 3(0,0,1) = 1- by + 2 by = [1,0, 3]
1 1
3 30 3
SHEEENINN
3 -2 -3 1 |:3] 1
Stad ¢(1,2,3) = [3,1]¢ = 3c1 +c2 = 3(1,2) + (0,1) = (3,7) .

Dodatkowo zauwazmy, ze r(A) = r(A’) = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, wiec ¢ nie jest monomorﬁzmem

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(By,Bw),
B = M, (By, Bw).

Twierdzenie 9.1.9. Przy powyzszych zatozeniach
A + B = Mf+g(Bv, Bw> oraz «aA = Maf(Bv, Bw>
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Dowdd. Na mocy twierdzenia 8.3.1 wiemy, ze odwzorowania f+g oraz a.f s liniowe. Niech
veV,w=(f+g)(v),w = f(v),wy = g(v),z = (af)(v). Ponadto niech X,Y,Y;,Ys, Z
oznaczaja wektory kolumnowe wspotrzednych wektorow v, w, wy, wq, 2 w bazach By, By
odpowiednio. Wéwczas

My X=Y & (f+9)v)=w & fv)+9(v)=w & wvi+uwi=w & YVi+Y,=Y &
AX+BX =Y & (A+B)X =Y.

Analogicznie Mo X =7 & (af)(v) =2 & a- f(v) = 2.

Dla o #0mamy f(v) =2 &YV =17 & a-AX =7 & (a-A)X =7,

Dla a = 0, mamy z = Oy, wiec réownosé (0 - A)X = 0 jest spetniona. [

Twierdzenie 9.1.10. Jesli dim V' = dim W, to wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.

Dowdd. 1) = ii) Jesli f jest izomorfizmem, to jest odwracalne, a zatem réznowartosciowe.
ii) = iii) Zalézmy, ze Kerf = {0y}, wowczas dimImf = dim V —dim Kerf = dim V' -0 =
dim W, skad Imf = W.

iii) = iv) Jesli Imf = W, to r(A) = r(f) = dim W = dim V.

iv) = v) Zalézmy, ze r(A) = dimV = n. Wowczas A jest macierza kwadratowa stopnia
n taka, ze detA # 0.

v) = i) Jesli detA # 0, to r(A) = dim V. Ponadto r(A) = dimImf, zatem Imf = W.
Pozostalo wykaza¢ injektywnosé. Wezmy vy, vy € V takie, ze f(vy) = f(vg). Wowczas
f(v1 —wv2) = f(vy) — f(v2) = Ow. Niech X oznacza kolumne wspotrzednych wektora
vy — v W bazie By. Mamy AX = 0 oraz detA # 0, skad X = 0. Zatem v; — vy = Oy,
czylivy =v. O

Whniosek 9.1.11. Niech f € £(V, W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M(By, By ).
Wowcezas A~ = M1 (Bw, By).

Dowdd. Jesli f jest izomorfizmem, to Kerf = {0y}, skad dimV = dim . Na mocy
twierdzenia 9.1.10 mamy detA # 0. Zatem istnieje A™!, skad AX =Y & X = A1Y.
O

Twierdzenie 9.1.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g€ L(V,W) oraz A= M¢(By,Bv), B= M,(By,Bw). Wowczas

B A= M (By,By).
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Dowdd. Niechu € U, f(u) = v, g(v) = w oraz niech X, Y, Z oznaczaja wektory kolumnowe
wspotrzednych wektorow u, v, w w bazach By, By, By odpowiednio. Woéwczas My, r X =
Z & (gofilw) =w & g(flw) =w & AX =Y NBY =7 & BAX =7 &
(BAX=2Z7. O

Przyklad 9.1.13. Dane sa odwzorowania liniowe

[iRY =R f(x,y,2) = (x -y + 2,2y + 2),

g: R} —=R% g(x,y,2) = (v — 32,2 +y),

h:R? —R% h(x,y) = 2z +y,x —y).

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzoér odwzorowania
@ =2h"toh to(f+g)ioblicz ©(1,2,3).

1 -1 1
fZR3—>R2 = Mf = Mf(Bz,Bz)engg(R>, Mf: |:O 9 1
g: R > R? = M, := M,(B} B?) € Myy3(R), M, = [ i (1) _g ]

2 -1 =2
Myig = Mpig(Bi, By) € Maxs(R), My = My + M, = { 1 3 1 }

Czy h jest odwracalne?

h:R* — R? = My := M;(Bi,B}) € My(R), M), = [ % _1 ]

detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne

My = My1(B2, B2) € My(R), M, = (M) =1 { bl }

p:R*—>R* = M,:=M (Bz,Bk ) € Msy3(R)

S R
oz, y,2) =7

3x — by — bz
-2 = — (24,10, 10, 2 32, _ 14
- {3x—|—16y—7z] (,O(CL’,y,Z) <3.7} 0 Y 9273$+ 0 Y 92)

) ="

1 1
_ 2 3 _5 _5 o 2 _22 44 112
9 |:3 16 7 g ) 56 = 90(17273) ( 95 9 )

S

—~

J—‘

1 DT
WNH e R

84



9.2 Zmiana baz

Twierdzenie 9.2.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By oraz By, beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy

v, By oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V. — W. Niech P = Ps, .5, Q = Pp,, 5, oraz
A= M,(By,Bw), A" = M,(By, Byy,). Wowczas

A =Q AP.

Dowdd. Poniewaz X = PX'|Y =QY', AX =Y, A X' =Y’ zatem QY =Y = AX =
APX' = V' = (Q'AP)X'. O

Przyklad 9.1.2 raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ : R® — R o(z,y,2) = (3z,2y + 2) w bazach B = (b =
(1,2,0),b, = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (1 = (1,2),¢2 = (0,1)).

AMw(Bg,Bg)[g 8 (1)] A= M,(B,C) =
11 0]
10 ) 10
P=Pgy.p=|210 vQ:PB%C:[Q 1]’ 1:{—2 1}
01 1|
: 110
1 0][3 00 3 30
! __ —1 _ —
A= AP—[—2 1_[021] 31(1) _{—2 -3 1]

Uwaga 9.2.2. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B oraz
B' jej dwiema bazami. Woéwcezas macierz przejscia Ps_ . jest reprezentacja macierzows
odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V z baza B’ w przestrzen V z
baza B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (V},...,b),). Wowczas
ld(b’l) = bll = CL11b1 + ...+ anlbl
cee N Sk@d PBHB’ = Mid(B/,B). [
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