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TEMAT: Formy kwadratowe

11.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowg D mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + C, gdzie B = (D + DT), C =
%(D - DT, B=BT C=-CT.

Obserwacja: X"DX = XTBX

Istotnie X"DX = XT(B+ )X = XT"BX + XTCX oraz

XTCX = XT2=PLY — L(XTDX — XTDTX) = L (XTDX — (XTDTX)T) =
@)

(XTDX — X"DX) =

1
2

Niech A € M, (R) bedzie macierza symetryczna, tzn. A = AT,
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy przyjaé¢ to zalozenie bez straty dla ogdlnosci.

Definicja 11.1.1. Funkcje v : R* — R dang wzorem ~(z) = XTAX, gdzie X =
T

o)
dla dowolnego = = (z1, 29, ..., x,) € R", nazywamy formaq kwadratowq. Macierz

Ty
symetryczng A nazywamy macierzq formy kwadratowej .

Uwaga 11.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(x) = D7, ai;zi7;.
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.
iii) Ve e R" VA e R ~y(A\z) = Av(2)
ayp ... Qip I 111+ ...+ a1y
Dowdd. 1) [z1...x,] oo : = [x1...2, =
Ap1 ... Qpp I Ap1ZT1 + ...+ AppTy

CLHZ'% + 10122 + ... + ammi

ii) Na mocy ) kazdy jednomian =y jest stopnia 2.

iii) Niech = = (z1,...,2,), A € R. Woéwczas na mocy i) mamy y(Az) = y(Azy, ..., Az,) =
dorimr (A (Ary) = N300 a0
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Przyklad 11.1.3. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

) 7: R = R, v(r1, T, 13) = 202 + w179 + 42173 + 73 + 73

2 % 2 1
(@1, T2, 3) = [ T1 Ty T3 ] % 10 T
2 01 T3

ii) Niech Q C R"™ bedzie obszarem, za$ f : Q2 — R dowolna funkcja taka, ze f € C?(Q).
Niech Py € €. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie I

n

82
dhf R >R, dpy f(hy,. o ha) =) / (Py)hih;

i1 8$18.7}J
jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postac
o2f o2f o2f
§<PO) 3%23902 (PO) s 3%123% (PO)
f f /
Hy(Py) = | 9720m (Fo) 373(130) Tt za0xn (Fo)
o " S
doter (D) o (P) - 5 (Ro)

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.
11.2 Okreslonosé formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0.

Definicja 11.2.1. Forme kwadratowa v : R* — R, v(x) = X7 AX nazywamy

i) dodatnio okreslong, gdy Yo € R™\ {0} ~(z) > 0,

ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R"\ {0} ~(x) <0,

1v

)
)

iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R" ~(z) > 0,
) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) <0,
)

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa v(r) = X7 AX jest dodatnio okreslona itd.

Przyklad 11.2.2. i) v:R® = R, v(zy, 29, 23) = 22% + 23 + 23
jest dodatnio okreslona

ii) v:R® = R, y(x1, x9, 3) = —x% — 403 — 23 jest ujemnie okreslona
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iii) v:R? — R, y(x1, 29, ¥3) = 27 — 22+ 23 jest nieokreslona, bowiem v(1,0,1) = 2 > 0,
zas$ v(0,1,0) = —1 < 0.

iv) 7:R? = R, y(zy, 12, 23) = 222 +22 jest dodatnio pétokreslona. Vo € R (0, z9,0) =
0

Badanie okres$lonosci formy kwadratowej

Definicja 11.2.3. Niech A = [a;;] € M, (R).

i) Minorem gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstatej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

i) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powstlej przez skreslenie n— k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem
Ap.

Symbolem D;, ;, oznaczamy minor gtéwny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy
i kolumn poza tymi o indeksach i; < ... < i.

1 2 3 4
5 6 7 8
Przyklad 11.2.4. A = 1 9 _3 _4
-5 —6 -7 =8
. . B 1 2
minory wiodace gtowne: Ay = Dy =1, Ay = Dy = 56T —4,
1 2 3
A3 = D123 = 5 6 7| = 0, A4 = D1234 =detA=0
-1 -2 -3
. B 1 4 6 8
minory gtowne: Dy = ‘ 5 _3% ‘ =12, Dy = ‘ 6 -8 ‘ =0

Twierdzenie 11.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R) bedzie macierzg
symetryczna.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne sa
dodatnie, tzn. Vk € {1,2,...,n} Ay > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace glowne
parzystego stopnia sa dodatnie, a nieparzystego ujemne,

tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)*A;, > 0.

Bez dowodu.
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-2 1 0

Przyklad 11.2.6. i) A= 1 —1 0 [ jest ujemnie okreslona.
0 0 -3
—2 1
A1:—2<07 AQZ 1 —1 =1>0, AgzdetA:—3<0

ii) B = [ 8 _(1) } jest potokreslona ujemnie, gdyz v(z1, z2) = —x3 < 0.

Uwaga 11.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé
A.

Twierdzenie 11.2.8. Niech v: R" — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT.

i) Forma kwadratowa =y jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gtowne macierzy A sa nieujemne,
tzn. V1<k<n V1< <...<iu<n D; ; >0.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
gltowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki

Bez dowodu.

Przyktad 11.2.9. Forma kwadratowa v : R — R,
Y(w1, T2, v3) = 22 + 22 + 22123 jest dodatnio potokreslona.

1 01
A: 0 O O ,A1:17A2:A3:0,
1 01
11 00
D2:07D3:1,D13:'1 1' O,D23—‘0 1‘:0
Oczywiste bowiem 7(xy, o, x3) = (21 + 23)* > 0.

Uwaga 11.2.10. i) Jesli Ay = Dj5 < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci
wlasnych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = Diy to minor stopnia 2. Jedli Dy = (—1)2D15 < 0, to na mocy
kryterium Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okreslona. Na
mocy twierdzenia 11.2.8 nie jest pétokreslona dodatnio ani pétokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalezé w [4]. O
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Twierdzenie 11.2.11 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R* — R, ~(x) =
XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {A1,..., A\, }. Wowcezas forma kwadratowa

v jest
i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X, >0,
ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} A; <0,
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,
iv) ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; <0,
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 34,7 € {1,2,...n} A, >0 A X; <O.

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym .
Oczywiscie v # Oy, wiec [v| # 0. Obliczamy v? Av = y(v) = v v = MTv = Mv|?. Zatem
A(v) >0 < A >0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostatych przypadkach.
Ul

1 01
Przyklad 11.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio potokreslona.
1 01
1—t O 1
xat)y=| 0 —t 0 |=—=t1—-t)P+t=t(1-(1—-t)?%) =t(2t—t*)=132-1)
1 0 1—t

Sp@C(A) = {)\1 = )\2 = O, /\3 = 2}
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