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TEMAT: Formy kwadratowe

11.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Każdą macierz kwadratową D można przedstawić w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + C, gdzie B = 1

2
(D + DT ), C =

1
2
(D −DT ), B = BT , C = −CT .

Obserwacja: XTDX = XTBX
Istotnie XTDX = XT (B + C)X = XTBX +XTCX oraz
XTCX = XT D−DT
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XTDX − (XTDTX)T
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= 1
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XTDX −XTDX

�
=
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Niech A ∈ Mn(R) będzie macierzą symetryczną, tzn. A = AT .
Na mocy powyższej obserwacji możemy przyjąć to założenie bez straty dla ogólności.

Definicja 11.1.1. Funkcję γ : Rn ! R daną wzorem γ(x) = XTAX, gdzie X =


x1

x2
...
xn


 dla dowolnego x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, nazywamy formą kwadratową. Macierz

symetryczną A nazywamy macierzą formy kwadratowej γ.

Uwaga 11.1.2. i) Jeśli A = [aij], to wówczas γ(x) =
Pn

i,j=1 aijxixj.

ii) γ jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.

iii) ∀x ∈ Rn ∀λ ∈ R γ(λx) = λ2γ(x)

Dowód. i) [x1 . . . xn]




a11 . . . a1n
... . . . ...

an1 . . . ann







x1
...
xn


 = [x1 . . . xn]




a11x1 + . . .+ a1nxn

. . .
an1x1 + . . .+ annxn


 =

a11x
2
1 + a12x1x2 + . . .+ annx

2
n

ii) Na mocy i) każdy jednomian γ jest stopnia 2.
iii) Niech x = (x1, . . . , xn), λ ∈ R. Wówczas na mocy i) mamy γ(λx) = γ(λx1, . . . ,λxn) =Pn

i,j=1 aij(λxi)(λxj) = λ2
Pn

i,j=1 aijxixj. □
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