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TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego ' \m (N\@( J\i\
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10.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu ) o
Niech V' = (V +,R, ) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy r\j el
End(V V V) Endomorﬁzmy przestrzeni V' nazywamy rowniez operatorams lintiowyma. ‘& N Ueo
: et it adheli At
ﬁ‘wwrdze ie 10 1. 1 i) Zbior End(V) = (End(V'), +, R, ) wraz z dzialaniami dodawania nad \//%/
0\0\@ odwzorowan 1 mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenig wektorowg ~
ol ?OJ wymiaru n? ‘

U Q‘f\/ ~ \
- N 2obii) Zbior End(V) = (End(V), +, o) wraz z dziataniami dodawania i sktadania odwzorowan @/\]

b( .o, . . . ) S

* ma. struktur l1erscienla nieprzemiennego. Lo Q '

o ep nieprzemiennego.  bs { g ¥ ¢ | ool kM
iii) Ve € R Vf,g€ End(V) «a-(fog)=(a-flog=fola-g) Chanda

Dowdd. 1), ii) Wynikaja z twierdzen 8.3.1 oraz 8.3.2.  iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f, g, fog,af, ag. O

Definicja 10.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V) lub krotko p-niezmienniczq, jezeli M cV

z(Vv=1R UycU, tzn. YuelU eU. V =V
%0( ) chuud)\(tp(zd))e(/{/ O&ch\/ (a é\/

]
| Przyktad 10.1.3. 1) Niech V =R3, U = {(0,0,t) e R3: t € R}, o(z,y, 2 ) (—y,z,2)
\ J - 0 s 0% =
g \‘ Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokot osi Oz. /\ﬁ i ‘f P
\‘ Zatem dla (0,0,¢) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,£) € Ui U jest ¢-niezmiennicza. | bo
Mul Q/\\/\ \f ‘\ avr 9T~
0N 2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = Kerp dhev %uﬂf L I O o ?

N e T L )
Niech u € U, wowczas ¢(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy. — =
Zatem U jest p-niezmiennicza.
Q« >
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Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

eU)CV.
Gdy U jest ¢-niezmienncza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U, czyli
QO‘U € End(U ) - ‘\‘
Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V). / rM
VW
Definicja 10.1.4. q i) Liczbe A € R nazywamy wartosciq wtasng endomorfizmu ¢, e
jezeli istnieje®niezerowy wektor v € V taki, ze p(v) = M. Kazdy taki wektor
nazywamy wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej
A

2 2al02Cn in nreler /O},j

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych
i odpowiadajacych im wektorow wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem 4 W
Spec(p) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora. g d”‘% dx
Przyklad 10.1.5. Niech V = C*(R,R) oraz ¢ = -, tzn. dla dowolnego f € V mamy %>
o(f) = % = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartosciag wlasna Q</

operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

g : R =R, g\(x) —Md21e a € R #{0}. OczyW1sc1e g € C*(R,R).

Ponadto ¢(gy)(z) = a - () = axe? = Aa - €M) = Aga(z). Zatem g, jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci whasnej A. Stad Spec(¢) = R.

Gl ETNNECI0 R’

Uwaga 10.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej wartosci wtasne;j.
e s

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V) istnieja A, Ay € R oraz

v €V, v # Oy takie, ze p(v) = v = Av. Wowezas Oy = p(v) — p(v) = Ao — Agv =
O: (A — A2)v. Poniewaz v # Oy, zatem A\] — Ay =0, czyli Ay = Ay, O
20‘%’3- —_— —

Przyklad 10.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o$ Oz. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora ¢.
Zauwazmy, ze ¢(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie

sytuacje: M\i

1A =1, p) =v, gdy v || Oz, czyli v = (v, 0) Ty f\jjj
2) Ay =0, <p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,) ‘ s
Ay (ﬁ ) “\fv)~ AY | / E@ AB
f e
P e vl — Y Preclyy
A 00 x@ (U&U) - >
+—— ’Q_’ i (% fie) M @.@



A, uzupeliony o wektor zerowy. Zatem
A, UZUpeiniony o wWektor 2erow

wn

w\iglf; 5ty det(A — AT) = 0

/ L[Liku ne. Stroni ¢ I

I &
Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu CleE NFACE

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V| Z 200
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna. v
Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektorow wtasnych ¢.

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dzialania mnozenia i potegowania, co

odpowiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizméw.

U

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V) oraz A\ € Spec(p).
Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektorow wlasnych odpowiadajacych wartosci wlasnej

I @EN S? ACE Eyx={veV: o) =} A /U/%
Twierdzenie 10.1.8. i) Zbior E, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. ,_/) 5 Wl

— WU
ii) Zbior Ey jest podprzestrzenia p-niezmiennicza.  (\y” €’E—7‘ =) Hﬂ C /\f) c E j
iii) B\ = Kery, gdzie v = ¢ — X - idy. % /
Te——-

Dowdd. i) Dla dowolnych v,w € E), o, € R mamy ¢p(av + fw) = ap(v) + Bp(w) =
av + fAw = AMav + Pw), czyli av + pw € E).
ii) Na mocy i) jesli v € Ej, to ¢(v) = \v € E,.

iii) p(v) = v < () — Ay =0y < @) —A-idy(v) =0y < (¢ — A-idy)(v) = 0y
0 =" Veihlvy

Definicja 10.1.9. Przestrzen wektorowa E)\ nazywamy podprzestrzeniq wtasng endomorfizmu

v, odpowiadajgca wartosci wlasnej . A N .
UNIAR N regy,,

Uwaga 10.1.10. Na mocy uwagi 10.1.6 otrzymujemy A\ # Ay = E,, N E), = {0y }. @

Zatem zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy badaé jego restrykcje ¢| B\, €
End(E),) na podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(yp).

Twierdzenie 10.1.11. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie
przestrzeni V. Woéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(p) fn- AN warkod e NV ao no

.. . d’n:)ﬂ\w\a” : VY Ay
i) Ker(p — X-idy) #{0y} \C Q(\)):zﬁ‘) % (

Dowdd. 1) < ii) Jesli A € Spec(p), to istnieje v € V, v # Oy taki, ze p(v) = v,
czyli Oy = p(v) — Av = (¢ — A -idy)(v). Stad v € Ker(p — A -idy). I odwrotnie, jesli
Ker(p — A -idy) # {Ov }, to istnieje v € V, v # Oy taki, ze (¢ — A -idy)(v) = Oy, czyli
o(v) = Av.

ii) < iii) Niech v € V oraz niech X oznacza kolumne wspotrzednych wektora v w ustalonej
bazie przestrzeni V. Niech A bedzie macierza ¢ w tejze bazie. Wowczas p(v) = v <
AX =AX & AX—-)MX = 0. Uktad jednorodny (A—AI)X = 0 ma niezerowe rozwiazanie
wtedy 1 tylko wtedy gdy det(A — M) =0. O

TExyloer g A
7 ) :,7 — . 0(‘ N/ %\ ~ 7\1



Wniosek 10.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(yp). Niech B bedzie baza przestrzeni V
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,29,...,2,]8 jest wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

A ()/B BRY) et (6-21 )=0 o .
0 A [—

/27\/\/‘\1\/ (A-A)X =0, gdzie X =| .
VoA XS o] werly) p(R=AX
UWKA n1 €D2n C/L//P\I)X;,@

Y Twierdzenie 10.1.13. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V) nie zaleza od wyboru

WV bazy przestrzeni V. AA Yy Lk (A'~»3) =5 <=5 et (A 2I)=5
Dowdds Niech B, B’ beda dwiema réznymi bazami przestrzeni V. Niech A = M, (B, B),
A = B B') oraz P = Ps_.p. Na mocy twierdzenia 9.2.1 mamy A" = P~1AP.

Ponadto de
)\I)P) = det(P !

"' AI) = det(P~ AP — AI) = det(P~'AP — AP~\IP) = det(P~\(A —
det(A — AI)det(P) = det(A — M), bowiem det(P~!) = - O

" detP-

~—

Definicja 10.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian y,, € R[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Rownanie x,,(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x,, nazywamy pierwiastkams
charakterystycznymi odwzorowania . e e L= IR

Uwaga 10.1.15. i) Rzeczywiste pierwiastki charakterystyczne wielomianu x,, to dokladnie
wartosci wlasne endomorfizmu ¢.

ii) Na mocy twierdzenia 10.1.13 wielomian x, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni

V.
N Vi oMo V=

iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n. \,(
Niech A € M, (R). \/A = Yl% NS | ) ™

Definicja 10.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian
x4 € R[t] postaci xa(t) = det(A — ¢I). Réwnanie x4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy rzeczywisty pierwiastek wielomianu x 4 nazywamy wartoscig wtasng macierzy
A. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)
i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (x1, 2, ..., x,) € R" spelniajacy rownanie
T
. T2
AX = )\X, gdzie X = |,
Ty,

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wlasnej .
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Uwaga 10.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) sa identyczne z
wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R”.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz
A € Spec(yp).

Definicja 10.1.18. i) Krotnos¢ ky liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, Nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim F podprzestrzeni wlasnej F) nazywamy krotnosciq geometryczng wartosci
wlasnéj A — e

iii) Wartosci wtasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n roznych (a zatem prostych) wartosci wtasnych naz y W

Twierdzenie 10.1.19. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

XaosC DM = niC 20Clrpm a, — © e
Yo DU<AmEy <k, pohoda aly. = Wer w«% AJ) b? JT"“’JW
AM(O
> i) dim By = dimV — rank(A — AJ) N ool | N ma

AN )drm 162/0( =drmv ,(J /Vnﬁrm(\/u/ q L’( V—)\/olum\/ dim g, bag
# ) Szkic dowodu.' i) Jesli A € Spec(yp), to istnieje v € V| v # Oy taki, ze v € E), zatem y) iR
l\\u\)’r‘\f 1 < dim FE). Rozumowame uzasadniajace, ze dim Ey < k) mozna znalez¢ w [4]. '™
Tl i) Poniewaz E\ = Ker(¢ — A - idy), zatem

Lec ¥

—

o - N

E

dim £y =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V' —rank(A — AI). O

Przyklad 10.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu

— 9“7)
Okresl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzeme

wlasne i wymiary tyChZﬁ podprzestrzem Y, [ " (o > ) [
B2 = [erlien) 6095, |
/ I 1

) el
A= My (B, B) = 01 2 _1 B U) \( U a D/ CAM
]

> ZC/(,\?/%MO 2 )72
Xa(t) = xe(t) = J2-t)(-1-1) =p

21 —
AL LOUGO0 —2 —;— -1 = E%%O
Spec(p) = {)\1 = , k1 = ky = k3 =1 widmo proste ZXo)o
By, =E_, =
_ meru}( ’7\51> x 0 2 zol'x [ow
(A=) X =0 & (A+D) |y |=|0]| & 0 30 y|=10
V\/v\/\-/ z 0 -2 =2 0 z L 0|

242y =0 L=-4 A
& =0/=2x=y=0,2eR \ wlw , nr€oen -

W 0%) R (viem o)
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(0,02)= Z (0,0, 1) ¥
<i)M”” ”ﬂ“gma@? | &N%&/

Wektory Wlasne odpowiadajace A3 =/~1 sa postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}. o,
dﬂi"/’lﬂyﬁ {(0,0,2) : z € R} =1in{(0,0, } orazdlm,‘—\“ T My
2=, lternatywme korzystajac z twierdzenia 10.1.19 ii), mozemy obliczy¢ 2 4 Pod 7{ Sase
2 20 -, g
dmE_; =dimR* —r(A+1)=3—r 0 3 0|=3-2=1 4 _6 616’@
— dimn Jon(p )| =2 -2 0 — Ve @
Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 10.1.19 i) mamy 4 A2
1 < dim By, < ks = 1, zatem dim Ey, = 1. éj
~_ ]

Analogicznie wyznaczamy E), oraz E),. Z gory wiemy, ze dim Fy, = dim F), =1

10.2 Diagonalizacja

Twierdzenie 10.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace

roznym wartosciom witasnym sa liniowo niezalezne.
.

Bez dowodu. Dowod mozna znalezé w [4].
Twierdzenie 10.2.2. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarows oraz
niech ¢ € End(V).

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(yp) = {Ai,...,\,}, to wektory wlasne vy, ..., vy,
gdzie v; odpowiada A;, dla7 € {1,2,...,n}, tworza baze¢ przestrzeni V. (bo 34 I .4 yM/
e Sl

ii) Jesli wektory wlasne vy, .. € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace

roznym wartosciom Wlasnym) tworzg baze przestrzeni V' oraz o(v) = A, dla

i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma postac diagonalng

&““ﬂ’%’%ﬂ o ol BV ve

D= bora, ~ vdit s

= - N | %
Tmo, Q- ) v
iii) Jesli Wlelomlan charakterystyczny x., rozktada si¢ na czynniki liniowe E o ) 5
()
K)VJ ﬁ)\wt Xo = (E =AM (E= M) (t = A", lerol .atq, :Az,m

b\g{d (tzn. \; # N, gdy @ # j oraz ky + ky + ... + k, = n) i ponadfo k; —dlmE. d;\
i€ {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V zlozona % wektorow nych
endomorﬁzmu ®.

Dowdd. 1) Wynika z twierdzenia 10.2.1.
i) Jesli B = (vy,...,v,) jest baza oraz ¢(v;) = \wv;, to wowczas p(v) =
[)\17070...,0]3, SO(UQ) = )\21}2 = [0,)\2,0...,0]3,...,@(1}”) = )\nvn = [0,0
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skad D = M,(B, B).

iii) Rownosé k; = dim E), oznacza, ze jesli \; jest k;-krotnym pierwiastkiem wielomianu
Xy, to istnieje k; liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych odpowiadajacych A;. Z kolei
fakt, ze x,, rozklada si¢ na iloczyn czynnikéw liniowych, implikuje réwnos¢ dim Ey, +. ..+
dimEy,, =n=dimV. [0

Definicja 10.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza
diagonalna.

Whiosek 10.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektoréw wiasnych .

)
I — /{ .
Macierz diagonalizujaca A ? A :f)

Definicja 10.2.5. Macierz A € M, (R) nazywamy macierza diagonalizowalng, gdy istnieje
macierz nieosobliwa P € M, (R) taka, ze macierz P~'AP jest diagonalna. Mowimy A :/D
wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A. D_; ?_,\ AP

dh'apor
Wnhniosek 10.2.6. Macierz A € M, (R) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 0]00
istnieje baza przestrzeni R" ztozona z wektoréow wlasnych A.

Dowdd. Niech B bedzie pewng baza przestrzeni V' oraz niech A = M, (B, B) , dla pewnego
¢ € End(V). Zalozmy, ze istnieje baza B’ przestrzeni V', ztozona z wektorow wlasnych
¢. Oznaczmy A’ = M,(B',B'). Wowczas A’ = D = P"*AP, gdzie P = Pg_z. U

7 uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

\,(éﬂwtap&)

Przyktad 10.2.7. Czy A = [ 2 =3 ] € M(R) jest diagonalizowalna? ~ N
Vi \\Q/ — )11 a/t‘y\ "ou €

ver “(”‘é”(\”'*' D, A< O
A - QX‘

=2-t)(1—t)+3=t>-3t+5#£0. ¢
1 1_75‘ ( a u)owicu a0 e %0#£t?)cwn‘mw a A M (kg 3’)
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem — "4+ _
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna. Lktor¢ E
p\(_)____—— Y ) & Ca)n 54 tolw&n}(://( dé ‘L( QJ?
Przyklad 10.2.8. Czy ¢ € End(R®) taki, ze p(1,1,1) = (=1,—1,-1), »(0,1,1) = [y
(0,1,1), ©(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny? ), AU L/UP), ‘0,4))
2 Y {w)=A-" g, f
Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne )
=L = (1,11, A= Loy = (0,1,1), da =20 = (0,0,1). Ppeelt) Sy 4, (D rehg
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 10.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny. "
Przyktad 10.2.9. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem ‘ sz\mﬁ“n 17
o(x,y,2) = (3x + 82,3z — y + 62, —2x — 5z) jest diagonalizowalny? A 7/"’
Ve
4/0\/\/»0 0d (¥ 1
99 ‘ il /



T ?W ) 4 %WM@DV“V’/’V

0 =5 ?}Pvﬁf’;}bj‘iza W) 1A Qn I leo LC@ v (4\-( J-k j/)

(A2 =150 5
T L e S I AR B @%1) x="70

2 0 -5—¢
= (14142t +82) = —(1+1)3 E,/; éy = NG
Spec(p) ={\ = -1}, k1 =3 Oh””‘% M(iﬁr —x J/) =

x 0 WA 1 cozn,
By=E.={v=(ry2): A+D) |y |=]0 |} L

0 g

&m@{ (-1)-G) O“WWM Z . sa Nicreqo, ¢
d1mE1—3—7°(A+I)—3—7" 30 6|=3-2=1#k=23. VOTe

) —
AimV =dimm R =] —
Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw
wtasnych . - T

Wnhniosek 10.2.10. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne

v ..., v, odpowiadajace wartosciom wlasnym Ay, ..., \, (niekoniecznie réznym), tworza
baze C = (U1 cee vn) przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N
MO0 ... 0 d%m‘ﬁﬂ;gﬂ
L ) 0 X 0 ... 0
(B B)=PD"P~, gdzie P=PFPg.., D=1| . ] : D:?‘i
U{ &( A=A A 0 0 ... A\ AT
\//‘\‘/f—-/
Dowod Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_c. Wowczas A" = M, (B, B ~ o
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P"'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP™!)" = DQ M
(PDP Y (PDPY)...(PDP™ 'Y= PD(P7'P)D...(PPY)\DP~' = PD"P~! AT
h ~- — g L L A
T becrae \j el onanken, D-P«//} > "

Przyklad 10.2.11. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okredl ich
krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj

baze wektoréw wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca A
P. Oblicz ¢'9(1,2,3).

0:R* =R olr,y,2)=@r—2y+2222+22,y+2—1)

4 =2 2 /
_ 3 1R3) — M~
A= MABLBD = L y Rozs A, bV !
41—t -2 2 4t -2 2 41—t -2 0
(OLXA(t): 92—t 2 M| o 92—t 4-—92|PE| 0 2-¢ -3t |"dh
11 11—t 11 1t 11 2—¢
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)

oot

Y

9

4—t 2—t
2—t 6-—3t :(4—t)(2—t)?—3(2—t)2:(2—t)2(1—t)

= 2—1 -
Specp ={A\ =10a =2}, k1 =1,ky =2, dimE; =1_1<dimE,; <2
¢ bedzie diagom}l\izowalny, jesli dim Ey = 2 = %2. C_l
2 =2 2

[

dimBEy=3—r(A—2)=3—-r| 2 -2 2| =3-1=2,

-1 11 E—
zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wyznaczymy baze ztozong z wektoréw wtasnych. Rozwazmy A; = 1.

1) T [0 3 -2 2 T 0
A-D|lyl=]0] < 2 —1 2 y |l =10
z _0 —1 1 0 z 0
3 =2 2|07 1 -1 0]0 1 -1 0]0
2 -1 20| =3 —2 202210 120
-1 1 0/0 2 —1 20 "™ o 1 2]0
r—y =0 :
{y+22 =0
Ey ={(-22,—-2z,2):
7

Rozwazmy Ay = 2.

T 0 2 =2 2 T 0
A=2)|ly|=]0]| < 2 =2 2 y | =10
z 0 —1 1 -1 z 0

—x+y—2=0=z2=y—x,z,ycR
Ey={(z,y,y —x): z,y € R} :lin{(l,O,—l),(O,l,DJ_ :
Vg = ) (0 ) ) ¢ v/

Baza wektoréw wlasnych C = (v, = (-2, =2,1), 1,0, —1),v3 =

1.0 0 Y71 0
D=MyC,C)=| 0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs_c = | |(=2] 0 1
00 2 -1 1
Obliczymy ¢'°'(1,2,3) na dwa rézne sposoby. Aol ﬁlj i JU
METODA T: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a,b, ¢
1 a a 1

Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P71| 2

3 c c 3 . AAOA //"Z
| 3

Obliczamy P~ = K(J ? % A
Lo 130
plot | 9101 0 51 = | 5.910 | & o bae ¢ &V/
O 0 2101 6 6 . 2101 C »
P10 (0) =2, 5 - 2100 6. 2101 = 2y 45 . 210y, 4 6. 2100y, — (A[Z&) =Ly, J )
= (—4 452101 4 6.2101 2 4 2101 , C
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% 5 L X
METODA II: Obliczamy ? )
1 1 -2 10 1 0 0 1 -1 1 1
AL 2 | = pDYOIPpL L 2 | = | =2 01 0 2101 0 3 =2 2 2
3 3 1 11 0 0 2101 2 -1 2 3
3.2101 ] 2_2102 2102 ] 1 _4+5.2101
2102 -9 2 2101 2102 -2 2 — —4 — 6 . 2101
1 — 2101 -1 + 2101 1 3 9 4 2101

Przyklad 10.2.12. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okredl ich
krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wtasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow
wtasnych, macierz D endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

[ € End(My(R), f(A)= A+ AT . Mo ) 40‘&)
B:(EH |:é 8:|,E12 |:8 é:| E21 |:(1) 8:|,E22:|:8 (1):|) bazaMg(]R)
| ormo=[5 g5 8]=[2 8] - 20000
'01] [oo] [o1]
FE =10 0| "1 0|1 0] ’/UO'A\/I”OJJB
00 0 1 01
JED)=17 9" 00710
‘001 [oo] [0 o]
FE2) =10 114010 2
oo 0] @(9(9 2
T H reer |
0 N -k
o\o/ 0 2 J -
1—t 1 0 diot 1
Xf(t):det(A—u)/A:l@—t) (1) 18t 0| =@-t7] ] 1_t’:<2_

H2((1—1)? -1 g2 £)2(t* —2t) = —t(2 — t)
SP‘EC()—{)\1)—O)\2—2} ki =1,ky =3, dlmEo—l 1<dimFEy <3 Aé Cg}[‘/\/\é%é L‘%
M/

@ - ol 0
(P‘/ijéﬁj Ey = Ker(f )—{BE]\J{{/((;R)wJ;—FG‘BA?i O} <l 7 /) b ad
=0 n = B = / = 2 (ﬂva{-b A Qr@(/o(m ﬁ
P@NiechE[i d] gdzie a,b,c,d € R.
BT a b a c 0 0 2 =0 Tand
+B" =0 & cdal Tl al=lool™ b+c =0 L hto ¢
2d =0 00( . ?(/lt/a

o1 |1 0 b B 0 b Y 0 1
™ ZatemB—{_b 0}orazE0—{[_b 0 :beR ) =lin 10

¢ By = B =Ker(f — 2-iduym) = {B € My(R) : B+ BT = 2B}
&{A/lg*co N 9 /\C/O
Ké’f(( MW( ﬁ We) Zéﬂ/(f

%mew) -850 \72B5]) YO0k

Q;alwv ’5@ ;6‘9

A



Baza wektorow wtasnych C =

@/0 0 0
0
7PB—>C:

0 0

D=
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