Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 14

Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: coveeiiiiiini

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

12.1 Iloczyn skalarny i norma

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 12.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli spetnia
ona nastepujace warunki:

i) Yu,o,w eV Va,f €R s(au+ pv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),
i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u),
i) VYoeV s(v,o) >0 A s(v,v) =0<v=0y.
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem

E. Zamiast s(u,v) bedziemy rowniez pisa¢ u o v lub (u,v).

Przyklad 12.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R” x R" — R taka, ze
Vu=(1,...,24),0 = (Y1,..,Yn) ER" wov=>3" xy; =191 + ... + Ty
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E".

2) V=C_C(a,b],R), (,.):VxV =R, VfgeV (fg ff

PR T L . b .
Calka oznaczona ma wlasnos¢ liniowosci. Ponadto [ f?(z)dz > 0, bowiem f*(x) > 0
i catka oznaczona zachowuje nieréwnos¢ stabg.

HV=R,[z], (,.):R,[z] xR,[z] =R,
Vp,a €V (p,q) =1 op(z:)q(x;), gdzie vg < x4 < ... < x, liczby ustalone

Rozwazmy Ro[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) 4+ p(0)q(0) + p(1)gq(1).
Wowezas (p,p) = [p(—1)? + [pO)? + [p(1)]? > 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(z) = ag + a1z + ... + a,a™. Zaldzmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zo) = p(z1) =

1 xy af ... ag 0
. 1z, 23 ... af a 0

... =p(x,) =0, skad otrzymujemy : N
1 oz, 22 ... 2" O, 0

Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.

W = [lo<icjen(®j — i) # 0, bowiem z; # z; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a1 = ... = a, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

D)V = Mpn(R), () Mypn(R) X Myysn(R) — R,
VA, B € Myyn(R) (A, B) = tr(ABT

Na mocy twierdzenia 3.1.13, méwiacego o wlasnosciach §ladu macierzy, mozna wywnioskowac,
ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 12.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
i) VYoe V. s(v,0y) =0,
ii) Yu,v e V (s(u,v)>2 < s(u,u) - s(v,v)  nierdwnosé Schwarza
Dowdd. 1) s(u,av + pw) = s(av + pw,u) = as(v,u) + fs(w,u) = as(u,v) + Bs(u, w)

ii) Dla dowolnego a € R mamy s(v,0y) = s(v,a0y) = as(v,0y). Stad s(v,0y) = 0.
iii) Zalozmy, ze v # 0y. Dla dowolnego o € R mamy s(u —av, u—av) > 0. Rownowaznie

s(u,u) — 2as(u,v) + o?s(v,v) > 0. Biorac a = iﬁl‘fﬁi’ otrzymujemy s(u,u) — 2[85((“1)’12)]2 +
% > 0. Stad s(u,u) + s(v,v) > [s(u,v)]>. O

Niech V' = (V,+,R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 12.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace

warunki:
) YoeV |v|>0 A |lu]|=0<v=0y,
i) Vvve V. YaeR |av|| =laf |||,
i) Yu,v € Vo |lu+ol| < |[ul] + |[|v]]. tzw. warunek trojkata

Liczbe [[v|| > 0 nazywamy normg (lub diugoscig) wektora v. Pare (V)||.||) nazywamy
przestrzeniq unormowang.
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Twierdzenie 12.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s
V' — R dane wzorem
YoeV  |vlls =+/s(v,v)

jest norma w przestrzeni V. Moéwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Dowdd. Poniewaz dla dowolnego v € V mamy s(v,v) > 0 oraz s(v,v) =0 < v = Oy,
zatem ||v||s = v/s(v,v) > 0 oraz |jv||s = 0 & v = Oyp. Dla dowolnego a € R
mamy ||lav|ls = v/s(av,av) = /a2s(v,v) = |a|\/s(v,v) = |a| - ||v||s. Ponadto na
mocy nieréwnosci Schwarza ||u + v||s = s(u + v,u +v) = s(u,u) + 2s(u,v) + s(v,v) =
2+ 2521, 0) + ([0 < [l + 24/, w)/5(0, 0) + el = [full2 -+ 2lful ool + 1o]12 =
(JJulls + [|v]|s)?, skad otrzymujemy nieréwnosé¢ trojkata. [

Przyklad 12.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlaz = (71,29, ...,7,) mamy ||z|| = \/2} + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa
w R".

Whniosek 12.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.

12.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenig euklidesows. Wektor v € V' ktorego dlugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna
unormowad, tj. znalezé wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co 0.

| =[] -1l = g - tlolt = 1.
Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami.
Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u,v € V' mamy

o)) < /uuyy/o,0) = flull - Jlol] = Ak <1 e —1< ol <y

Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ W jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

v
(1ol

Istotnie © := ﬁ jest wersorem, bowiem ||0]| = HvH

a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miara. Zatem

{u, v)

[l - flof]

{u, v)

£ (u,v) = arccos :
’ [lul[ - []]]

cos £ (u,v) =

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0Oy a innym wektorem jest nieokreslony.
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Przyktlad 12.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.

(u,v) = u(0)v(0) +u(l)v(l) =2-5+2-4=18
lull = V/(u, v) = V[u(0)]2 + [ = V22 + 22 = 2v/2
o]l = /{v,v) = V(O] + [v(1)]2 = V52 + 42 = Vi1

— 18 9
£(u,v) = arccos ;5= = arccos =

Definicja 12.2.2. i) Dwa wektory u,v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn
skalarny jest réwny zero. Piszemy wowczas u 1 v.

ii) Uklad wektorow {vq,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,je{1,2,...,n} i#j = (v;,v;)=0.

ii) Uktad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym
i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,je{1,2,...,n} <Ui,uj>:{(1) f zii :

Uwaga 12.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora.

Przykltad 12.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (.,.)), gdzie (f, g) =
[T f(x)g(x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f(x) = sinx, g(x) = cos x sg ortogonalne/ortonormalne.

(f,9) = [T sinzcoszdr =1 [T sin2zdr = [—1 cost}:T =1(-1-(-1))=0
(f. f)= HfHQ = f:rsiﬂ2$dl’ = f:r #dl‘ = [laj — Z—isian]i
Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.

Twierdzenie 12.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
Vu,v €V ou Lo & [Jutol)? = ||ull+ v

(u,v:>:0

Dowdd. ||u+v||* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v) ul]> + [[v][? O

Twierdzenie 12.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
niezalezny.

Dowdd. Zalozmy, ze {vq,..., v} jest uktadem ortogonalnym oraz cjve + ... + agug =
Oy, dla pewnych oy, ...,a; € R. Dla dowolnego j € {1,...,k} mamy 0 = (Oy,v;) =
(Zle Qv V) = Zle ai(vi,v;) = aj{vj,v;) = aj||vj]|>. Poniewaz v; # Oy, zatem
llvj|] # 01stad oj = 0. Jest to prawda dla dowolnego j, zatem oy = ... = o = 0 i uklad
jest liniowo niezalezny. [
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Whniosek 12.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 12.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 12.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym bazg ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B = (% = (1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (v, vy, v,) mamy v, = v o 7, Uy = 0,0, =00 k.

Z dokladnoscig do znaku skalary v, v,, v, to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na
osie Ox, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v, - i LUy - j v, - k; to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 12.2.10. Niech B = (bl,bg, . .,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni

euklidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [aq, ag, ..., a,]z. Wowczas
b;
Vie{l,2,....n} ;= (v, 2>
10311
Ponadto
(u, b)(w, br) ~ (u, ba)(w, by) (u, bp) (w, bn)
Yu,we V. (u,w) =
[16:]]? |162]]? 100 |2

Dowdd. Poniewaz v = aqbi+asbe+. . .+, by, zatem (v, by) = (1by+asba+. . . 4anby,, by) =
ai(by,b1) + ao(ba, by) + ... (bp, by) = aq|b1|]?. Stad oy = ﬁ‘; b|1|2 Analogiczne rachunki
przeprowadzamy dla o, ..., a,. o

21 n  (v,b; n n v,b; n w,b;
Jesliv = 3T, frbi, w = o Tt bis to wowezas (v,v) = (L fisfs '%’%2%% mb) =
> T e i) (w, b (i by = 300 (v, ba)(w, b |[bi] P = 300, et O

Whniosek 12.2.11. Jedli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklidesowe;
(V.(.,.)) oraz V 5 v = [ay, aa, ..., a5, to wOwWCzas

Vie{1,2,...,n} o = (v,b)

oraz

Vu,w eV (u,w) = (u, by)(w,by) + (u, by)(w, ba) + ... + (u, b,)(w, by,).

Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 12.2.10 przyjac ||b;]| = 1. O
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Whniosek 12.2.12. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
oraz niech v,w € V, v = oy, g, ..., )5, w = [p1,P2,..., 0. Wowczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = o101 + @efs . .. + apf,.

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (31, by, 300, Biby) = >0, aifj(bi, bj) réwna sig
S 8; wedy i tylko wtedy, gdy (b;, b;) :{ (1) f zfj . O
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 15
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe - ciqg dalszy

13.1 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 13.1.1. Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by, ... by} =lin{cy, ... et

Bez dowodu. Metoda dowodowa jest analogiczna do tej przedstawionej w przykladzie
13.1.3 ponizej.

Whiosek 13.1.2. i) Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od
{0} ma baze ortogonalna i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy ukltad ortonormalny mozna
uzupelié do bazy ortonormalne;j.

Dowdd. 1) Na mocy twierdzenia 7.2.23 i) skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa
rozna od {0} ma baze. Na mocy twierdzenia 13.1.1, baz¢ te mozna zortogonalizowac.
Ponadto mozemy unormowaé¢ wektory otrzymanej bazy ortogonalne;.

ii) Na mocy wniosku 12.2.7 uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny. Na mocy twierdzenia
7.2.23 iii) uktad liniowo niezalezny moze by¢ uzupelniony do bazy. O

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyktad 13.1.3. Rozwazmy przestrzeni E3, tj. R? ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dana jest baza B = (b; = (1,—2,0),b, = (5,5,1),b3 = (5,4,4)) przestrzeni R®. Dokonamy
ortogonalizacji bazy B.

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1, —-2,0). Wowczas oczywiscie lin{c;} = lin{b; }.
II KROK: Aby zagwarantowaé, ze lin{cy, co} = lin{by, by}, poszukujemy c, w postaci

co = by + acy, dla pewnego o € R. Dobierzemy a w taki sposob, by ¢y 0 ¢; = 0.
Obliczamy ¢y 0 ¢1 = (by + acy) oy =bgocy + - (ca0¢y).
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_ b2001

Aby ¢y 0 ¢ = 0, wystarczy przyja¢ o = — 222t
W naszym przyktadzie 0 = byoc; + - (cao¢q) = (5,5,1) 0 (1,-2,0) + o - (1,—2,0) o
(1,-2,0) = =5+ ba, skad a = 1. Zatem ¢y = by + ¢; = (6,3, 1).

IIT KROK: Aby zagwarantowa¢, ze lin{ci,ce,c3} = lin{by, by, b3}, poszukujemy c3 w
postaci ¢g = bg + [1¢1 + Paca, dla pewnych £y, 2 € R. Dobierzemy 1, 52 w taki sposob,
by cgocy =0 oraz c3ocy = 0.

Mamy 0 = czoc; = (b3+fic1+faca)oct = byoci+PBi(cioc)+Pa(caoer) = byoer +fi e 2,
skad f; = —ﬁijﬁg Analogicznie 0 = c3 0 co = (bg + P11 + [ace) 0 co = by 0 ¢y + Pr(c1 ©

c2) + Ba(c2 0 ca) = bz 0 c3 + Pal|ca| %, skad B = _\blcgﬁ%'

. 0= b3 o Cy +51H01H2 = (5,4,4) o (17 —2,0) Jrﬁl(l +4+0) =-3+ 561
W naszym przyktadzie { 0 =byoco+ fBol|cal|2 = (5,4,4) 0 (6,3, 1) + Bo(36 + 9+ 1) = 46 + 4635
Skad 1 = 2, f = —1.
Zatem c3 = bz + gcl — Cy = (57474) + %(17 _2a0) IR (6a3a 1) = (_57 _%73)
C=(c1=(1,-2,0),c0=(6,3,1),¢3 = (—%, —%,3)) jest bazg ortogonalna.

Poniewaz ||c1|| = VB, ||ca|| = V46, ||cs|| = /45, zatem baza ortonormalng jest

= (Cll = qar = v5 (1L =20)ch = ity = 75 - (6,3, 1), ¢ = iy = /g - (_g,_%,g))

Whniosek 13.1.4. Jedli B = (bl, bo, ... ,bn> jest dowolng baza przestrzeni euklidesowej

(V,(.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Coy ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest bazg
ortogonalng tej przestrzeni.

<b27 Cl>

<b37 Cl> <b37 62>
[lea ]

— C1— C
el el

C1 = bl Cy = bg C3 = bg

Przyktad 13.1.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q
p(0)q(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z,2?).

—~
I
—_
N—
+

Niech b, = 1,by = x,b3 = 2%. Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
biobz3=1-(=12+1-02+1-12=2+#0.
Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = 1.
IT KROK: Poszukujemy ¢, = by + acy, a € R. Dobierzmy « tak, by ¢q 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cy0cy = (by+acy)ocy = byocy+a-(cz0c1) = (—=1:140-14+1-1)+a(1+1+1) =

3.
Skad o = 0. Zatem c3 = by = x. (MogliSmy to zauwazy¢ wczesniej.)
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ITT KROK: Poszukujemy c3 w postaci cg = bs + fB1¢1 + Baco, (1, B2 € R. Dobierzmy (1, B2
tak, by cgocy =0 oraz c3ocy = 0.

Mamy 0 = czoc; = (b3+Bic1+Pacz)oc) = bzoci+B1(croe1)+Ba(c20e1) = b3001+51‘|01||2 =
(1-140-141-1)+p; -3, Sk@dﬁlz—%.

Analogicznie 0 = ¢3 0 cg = (bg + f1¢1 + Pacz) 0 o = bz o ca + fi(c1 0 ¢a) + Pa(ca 0 ca) =
bsocy+ Pollea]P=(1-(=1)+0-0+1-1)+ By ((—=1)* + 0% + 12) = 235, skad B2 = 0.
Zatem c3 = bg — %cl =2 — %

C= (cl =1,co=w,c3=2a%— %) jest baza ortogonalng.

el = VI+I+1=V3, |lo|l=vI+0+1=v2 ||| = /i + 2+ 1=

Baza ortonormalng jest uktad wektordow

r_ (4 a3 g e N2 4 s _ V60,2 2y _ V6,2 V6
C=la=En=%a=m =306 = g =2 @ )= =% ).

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 13.1.6. Niech uy, ..., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Niech A € M,,«,(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspotrzedne
wektoréw uq,...,u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Woéwcezas stosujac operacje

elementarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna
doprowadzi¢ ja do postaci [G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna.
Wektory wierszowe tak otrzymanej macierzy A’ € M,,«,(R) sa ortogonalne w E".

Bez dowodu. Dowod mozna znalezé w [4].

Przyklad 13.1.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow b, =
(1,-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.

-1 2 0
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1 ]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 104+ 0 = =5 # 0.
1 5 5
_(2) ‘;’ j 5 -5 -3
. T: —
rro s s oy A= | o
5 5 1|-5 51 49
5 4 4|1-3 49 57
5 =5 =3|—-1 2 0 5 =5 =3|—-1 2 0
[A-AT|A]=| -5 51 49| 5 5 1 &J:“—le 0 46 46| 6 3 1 | =22
—3 49 57| 5 4 4| wFEwr |0 46 00| B 2 4
5 =5 =3|—-1 20
0 46 46| 6 3 1
0 o #|-2 i3

Uktad ortogonalny ¢; = (1,-2,0),c2 = (6,3,1),¢5 = (=%, —3%,3).
Jesli nie uzywaliémy operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||c1||?, [|c2| %, [|cs] |

Zatem ||Cl|| = \/57 ||02|| =V 467 ||C3|| = \/ 4_56
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13.2 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym podzbiorem.

Definicja 13.2.1. Zbior St := {v € V : Vo € S (v,z) = 0} nazywamy dopelnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbiér S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 13.2.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesows.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenig liniows przestrzeni V, to wowczas UL réwniez jest
podprzestrznig liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni

V.

Dowdd. i) Niech z,y € U*, o, € R. Woéwezas dla dowolnego w € U mamy (ax +
By, w) = alz,w) + By, w) = 0. Zatem ax + By € UL.

ii) Niech z,y € {u}t, a, 3 € R. Woéwcezas (az + By, u) = olx,u) + B{y,u) = 0. Zatem
ar+ fy € {upt. O

Przyktad 13.2.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
w=(1,0,1,0).

Niech v = (z,y, z,t) € RY. Wowczas u L v & uov=0 < x+ 2z =0. Zatem
v=(x,y,—x,t)oraz {u}t = {(x,y,—x,t) : z,y,t € R} =1lin{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 13.2.4. Niech U bedzie podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Jesli w € U+,
to moéwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w 1L U.

Uwaga 13.2.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {b;, ..., bx}
baza tej podprzestrzeni. Wowcezas dla dowolnego wektora w € V

wlU&Vie{l,2,....k} wlb

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego ¢ €
{1,2,...,n} mamy (w, b;) =0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [ay, . .., a,]p mamy
(w,u) = oy (w,by) + ... + ap{w,b,) = 0. Zatem w L U. O

Przyklad 13.2.6. Rozwazmy V = Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = folp(x)q(a:)dx,
podprzestrzen U = Ry [z] oraz w = 622 — 6z + 1. Czy w L U?

wlU=Riz]=lin{l,z} ©wllAwlx
(w,1) = [}(62% — 62 + 1)dz = 22% — 32> + 2|, = 0
(w,z) = f01(6;c3 — 622 + x)dx = 32t — 223 + %:UQ}; =0 Zatemw L U.

Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego
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Twierdzenie 13.2.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprzestrzeniami
liniowymi. Wéwczas:

1) U,cU, = UQJ'CUlJ',
ii) U+ = (linU)*,
iii) U C (U)*.
cq . n U Uz 1
Dowdd. i) z €Uy & VyeUsx Ly S VyelU z Ly & x e U
ii) Wynika z uwagi 13.2.5.

iii) Niech u € U. Wéwczas (u, z) = 0 dla dowolnego x € U*. Stad u L x dla dowolnego
reUt czylize. O

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Definicja 13.2.8. Operator liniowy 7 € End(V) dany wzorem
YoeV n(v)=u, gdzie v—u LU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U.

e

Twierdzenie 13.2.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, ba, ..., bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas v = 7(v) =

[alu Qg, ... 70%]37 gdZie
(br,by)  (b1,bs) ... (bib) || o (v, b1)
<b2,b1> <b2,b2> Ce <b2,bk> Q2 _ <U7b2> (1>
(b, b1} (Ok;b2) o (b, br) | | oy, (v, by)
i) Jesli B = (bl,bg, e ,bk) jest baza ortogonalng, wéwczas rzut ten okreslony jest
wzorem (0.5,) (0.52) (0.be)
v, 01 v, 02 v, O
u:w(v): bl+ b2++ bk
[11]]? [1b2] |2 1% ][>
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iii) Jesli baza B jest baza ortonormalna, wowczas
u=m(v) = (v,b1)by + (v,ba)by + ...+ (v, by by.

Dowdd. Jesli u = m(v), to v—u L U, co na mocy uwagi 13.2.5 jest rownowazne v —u L b;
dlai e {1,2,...,k}. Zatem (v — u,b;) = 0 lub réwnowaznie (v,b;) = (u,b;). Poniewaz
u € U, zatem istnieja oy, ..., ax € R takie, ze u = [aq, ..., alp.

i) Otrzymujemy uktad rownai (v,b;) = (u,b;) = (b + ... + agby, b)) = ay(by) + ... +
ag (b, b;), gdzie i € {1,2,...,k}, ktory jest rownowazny uktadowi (1).

ii) Na mocy twierdzenia 12.2.10 mamy «; = ffgbig

il
ili) Na mocy wniosku 12.2.11 mamy «; = (v, b;). O

<b17b1> <b17b2> cee <b1abk:>

Macierz (b2,b1) (b2, ba) - (b2, bi) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
<bk7 b1> <bk7 bQ> ce . <bk7 bk)

macierzqg Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Przyktad 13.2.10. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v =(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.

2 1 12}:2.

Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r [ 11 -30

METODA I

uw:=mg(v)=?, wi=v—ulU < wlb :=(21,1,2) ANwlb:=(1,1,-3,0)

u € U, zatem istnieja o, f € R takie, ze u = aby + Bby. Wowczas

w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — 5(1,1,-3,0) = (1 = 2a — 5,1 —a — 5,1 — a + 33, —2a)

Otrzymujemy uktad dwoch réwnan
0=(w,b1)=1-2a—p,1—a—p,1—a+35,—2a)o (2,
0=(w,by)=1-2a—p,1—a—p,1—a+35,—2a)o (1,
Stad o = %,ﬁ = —ﬁ oraz

_ _q2 1y _ 2 1 _ (422 4 =3 ) — (39 17 37 4
u=[ofls=05 —fls =30 - 5= (5533~ (o0 = (5 %55

1,1,2) =4 — 10a,
1,-3,0) = —1—118.

METODA II
Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.
Istotnie by o by = (2,1,1,2) 0 (1,1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 12.2.10 mamy

u,b u,b v,b v,b :
u= [flblll‘g, f‘bgﬁg] Ale (v,b;) = (u,b;), zatem u = [ﬁblﬁg, |<|b2|2‘%]. Obliczamy

(U,bl> = (1, 1, 1,0)0(2, 1, 1,2) =4, <U,b2> = (1, 1, 1,0)0(1, 1, —3,0) = —1 oraz Hbl||2 =10,
|b2]]? = 11. Stad u = [« B]5.

UWAGA: Gdyby baza B := (by, b2) nie byta ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzystaé¢ znaleziong baze ortogonalna

C = (c1,¢2).
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Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢z, ¢3) bedzie szukang
bazg ortogonalna.

KROK I:
C1 = b1
KROK II: b >
2, C1
Co 1=by — ———c1 = by — T}, c (bl)
el o

b,

KROK III:

bs, c b3, c
C3 = b3 - <||z ||12> Cl - <‘ |i ||22> C2 = b3 - ﬂ-]in{(q}(bS) - Wlin{(?g}(bﬁl) = b3 - T‘—lill{("y("g}(b.@)
1 2
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