Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie

Algebra wyzsza
Wyktad nr 14
Data: .ccoovieeiii

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

12.1 Iloczyn skalarny i norma

Niech V = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.  x

Definicja 12.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli spetnia
ona nastepujace warunki: [y an owoI A g T o e % »-LJ

v

i) Yu,o,w eV Va,f €R s(au+ pv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),
i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u), SU”MOMUV”&

y SRR, H= !

i) VYoeV s(v,o) >0 A s(v,v)=0<i)v:OV.Wtzdafﬁﬂafo%%/ £ ) OMIW)I(O\”,)

s v J j
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem L '(j

E. Zamiast s(u,v) bedziemy rowniez pisa¢ u o v _lub (u,v).
(u,v) bedziemy pisa¢ u o v lub (u,v) vl (U7 booa
(\5 | /
Przyklad 12.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi. CM/ \§ g ~J
\ o
; n n n /g 7 (,7‘U = U1 o)
1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R"” —R taka, ze > a
Vu=(1,...,24),0 = (Y1,..,Yn) ER" wov=>3" xy; =191 + ... + Ty
Przestrzen euklidesowa (R™, o) oznaczamy symboleniﬁs._, K’D
o [V )
)V =C(la,bLR), (.):VxV =R, VigeV (fg) =/ flz (o \V@ C’%«\’Z
b = \AV\J)Q
Calka oznaczona ma wlasnosé liniowosci. Ponadto [ f?(z)dz > 0, bowiem f*(x) > 0 NATED
i catka oznaczona zachowuje nieré6wnosé stabg. +Wy'
— -
DV =Rufe], () Rala] xRofe] = R Wotk = 4
Vp,a €V (p,q) =1 op(z:)q(x;), gdzie vg < 21 < ... < x, liczby ustalone Ty,

1
dien WA= 7 W™y 2
Rozwazmy Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) + p q(0) + p(\lq(l _ \(ﬁ)\ 7//0
Wowczas (p,p) = [p(=1)* + [p(0)]* + [p(1)]* > 0. -
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(z) = ag + a1z + ... + ap2™. Zaldzmy, ze (p,p) = 0. Wowcezas p(zo) = p(z1) =

1 xy af ... ag 0
_ 1z a3 ... a} a
= p(z,) = 0, skad otrzymujemy C
/ﬁ\b 1 oz, 22 ... 2" ap /

A Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.
$ = [lo<icj<n(®j — i) # 0, bowiem z; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
§ ‘jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ag = a; = ... = a,, = 0, co oznacza, ze p jest

wielomianem zerowym.

) R
)V = Mpusn(R), () Mpxn(R) X Mpun(R) — R, ' LA ?ﬁ

VA, B € M,,x,(R) (A, B) (ABT

e B
”\w{wwvm oo A KMOMM) VA

Na mocy twierdzenia 3.1.13, mowiacego o wlasnosciach sladu macierzy, mozna wywnioskowac,

ze jest to iloczyn skalarny. )D/ (oé A )

— LA )
Twierdzenie 12.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

(&“L)\N\N\QO i) Yu,o,w eV Va,f €R s(u,av+ fw) = as(u v) + Bs(u, w)
! (\ /\ P e aaN
i) YoeV s(v,0y) =0, 5@\; 1pUL \/> — SC\/ LUt 3(40/
) ocﬂuaw)v Wy
hv eV <s(u,v)> < s(u,u) - s(v,v) merownosc chwar
"

oL 50V Wn) vS (y Uy

,u) —2as(u,v) + a?s(v,v) > 0. Biorac a = z("’”) otrzymujemy s(u,u) — pJLIC0

(v,v)7? s(v,v)
Ss((uvl;))}? > 0. Stad s(u,u) + s(v,v) > [s(u,v)]?. O

Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniows. d{ﬂ g )
Definicja 12.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki: }
HYoeV |o]>0 A |p|]=0<0v=0y, Mjl/ AJ v
i) VeV VaeR || =lal vl H,Qq?\\/ﬂ/“b’/‘ . %
i) Yu,v €V W tzw. warunek trojkata Ag//”

v

Liczbe ||v]| > 0 nazywamy normgq (lub dtugoscig) wektora v. Pare (V,]|.||) nazywamy
>

przestrzeniq unormowang. ~
Wy 7|
il )
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}KS (l_/z: LUXL (Ay \A&J
J /ﬁ/o(& ://\//(/\ﬂ“é/(«gzlu :IU?)

Twierdzenie 12.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanié ||.|s

V — R dane wzorem — —
VeV foll, = v5(,0) | = [(ror

jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny. 0
Dowdd. Poniewaz dla dowolnego v € V mamy s(v,v) > 0 oraz s(v,v) =0 < v = Oy, o
zatem ||v||s = v/s(v,v) > 0 oraz ||v||s = 0 & v = 0yp. Dla dowolnego @ € R

mamy [|lav|ls; = v/s(av,av) = /a2s(v,v) = |a|\/s(v,v) = |a| - ||v||s. Ponadto na

mocy nieréwnosci Schwarza |ju + v||s = s(u + v,u +v) = s(u,u) + 2s(u,v) + s(v,v) =
[Tl + 25w, v) +[[0]]3 < [Jell? +24/s(u, w)y/s (v, 0) + |olI2 = [[ull2+ 2l ]|+ [Jo][§ =
(JJulls + [|v]|s)?, skad otrzymujemy nieréwnosé trojkata. [

Przyklad 12.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlaz = (71,29, ...,7,) mamy ||z|| = \/2} + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa

w R"”. L’/

Wniosek 12.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowang.

12.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenig euklidesowa. Wektor v € V' ktorego dtugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna
unormowac, tj. znalezé wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co V.

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem |[8|| = || 77 ’ = HvH Al = % l|lv]| = 1.
P |
Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami. w \’L /\ ,5
Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u,v € V' mamy ) ‘J(N i
(Tl 0l < Vool =l bl] > ity <1 | 1< iy < o
Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy WleleC m jako cosinus jednoznacznie okre$lonego kata UJ
a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako . Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem e y
u, v u, v .
cos £ (u,v) = _{wv) £ (u,v) = arccos {u, v)

[l - [fof]” [l - (ol

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jest nieokreslony.

- oA
e A8 (\f;\\]\ \<(\A\\}§\
VS

o (M kd\i::;%)g\,\_ﬂ\\ \)\/\\ \

104



Przyktlad 12.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.
- —

(u,v) = u(0)v(0) + ()v(1):§? 2.4— 18

[ull = V/{w, u) = V(O + [u(D)P = V22 +2° = 2v2
ol = v/{v,0) = VRO + ()P = V5 + 42 = Vil
v ML (,\j NEO,

£(u,v) = arccos 2\/51.% = arccos \/83 o
Definicja 12.2.2. i) Dwa wektory u,v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn 0
skalarny jest réwny zero. Piszemy wowczas u 1 v. Z
—_ 7 oy
ii) Uklad wektorow {vq,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli \}V \\

Vi,je{1,2,...,n} i#j = (v;,v;)=0.

ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym
i kazdy wektor jest unormowany, czyli T

ol it | 2 V)
o(2° o o | o ~/\
| N Vi e (L2 nt ) =4SN 170 NS, ’Y
&
i“) \Qw Uwaga 12.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora.
~. 0
\§\ N Przyklad 12.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (.,.)), gdzie (f,g) =
- {5 [T f(x)g(x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(x) = cos x sy ortogonalne/ortonormalne.
‘N s . s . ™
% ,t% (frg)=["_ smxcosxdw—%f sin 2zdz = [—1 co ]_ﬂzig —1))
S (f. [y =IfIIP= [ _sin xdx—fﬂ%dx—[%x—}is }_W
E% Wektory_wme ale nie ortonormalne.

Twierdzenie 12.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V ou Lo & [Jutol)? = ||ull*+ |v]]% ’
PN EZAY v)#évp)/@ v U/L%\)> L
Dowdd. ||u+v||> = (u+v,u+v) = <uu>+2<’uU>+<v,v><“’”:>:°||u||2+||v||2 0 °
\ oM (Mol ey Uo W +1rol )

Twierdzenie 12.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
6) niezalezny. /

Dowdd. Zaloimy, ze {vq,..., v} jest uktadem ortogonalnym oraz ajve + ... + agug =
Oy, dla pewnych oy,...,a; € R. Dla dowolnego j € {1,...,k} mamy 0 = (0Oy,v;) =
<Zf | QUi ) = Zf coifvi,vp) = ay{vj,v;) = aglfvyl|®. Poniewaz v; # Oy, zatem
llvj|] # 01 gtad oj = 0. Jest to prawda dla dowolnego j, zatem a; = ... = o = 0 i uklad
jest liniowo niezalezny. [
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Wniosek 12.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

—_—— -

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 12.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 12.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym bazg ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1). N9
RV N \LL B

O(*on@fmdwm

Wspolrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B} = (% = (1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (v,, vy, v,) mamy v, = v o z Vy =0 o], V, =010 k.

Z dokladnoscig do znaku skalary v, v,, v, to dlugosm rzutoéw ortogonalnych wektora v na
osie Ox, Oy, Oz odpowiednio, zas wektory v, - i LUy - ] v, - k: to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 12.2.10. Niech B = (bl,bg, . .,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni
euklidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [aq, ag, ..., a,]z. Wowczas

2o Lol by, We{l,Q,.. n} o = w2t

< . I, K 1Bl 6 > AN
A(U \OAPonadt(f e ) (’/I> = /;)Jr L <1774 (,/ ! L M U
N

<u7b1><wvb1> n (u, ba) (w, by) n (u, bp) (w, b } Ny °

Y Vv =
wwe Vo {ww) =" e I

Dowdd. Poniewaz v = aqbi+asbe+. . .+, by, zatem (v, by) = (1by+asba+. . . 4anby,, by) =
ai(by,b1) + ao(ba, by) + ... (bp, by) = aq|b1|]?. Stad oy = {vbr) Analogiczne rachunki

[[bx ||2
przeprowadzamy dla as, ..., ap. o
AT n  (v,b;) _ n  (w,b;) _ n  (v,b;) n w,b; _
Jesliv =3 0 ypbi, w = ZZ 1 1 Hgbz, to wowezas (v,v) = ( 31, T AL b;) =

S TR (v ) (w, b) (bis by) = oI e (0, bid (w, bi) b2 = o, gkt O

Whiosek 12.2.11. Jedli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklidesowej
(V.(.,.)) oraz V 3 v = [aq, g, . .., | B, tO WOWCzaS 0\6()

Vie{l,2,....n} ;= (v,b;
A 7\\\66\\

Vu,w eV (u,w) = (u, by)(w,by) + (u, by)(w, ba) + ... + (u, b,)(w, by,).

oraz

Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 12.2.10 przyjac ||b;]| = 1. O
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& Whniosek 12.2.12. Niech B = (bl, bo, . .. ,bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V (., .))

oraz niech v,w € V, v = oy, 0, ..., 0,5, w = [B1,P2,...,0]5. Wowczas baza B jest
T ortonormalna wtedy itylko wtedy gdy (u,w) = a1 + a2 /.. + ay,Bn.
Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (31, by, 30, Biby) = >0, aiBj(bi, bj) réwna sig L‘j’é\)

n : 0 ; i#]
> i i3 wtedy i tylko wtedy, gdy (b;, b;) :{ A ‘ . RN
J 1 5 i=] <ngu>_rﬂ {Jo“@@

od | T’u “ Ejm

107



Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 15
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe - ciqg dalszy
13.1 Metody ortogonalizacji QAV\O(LM/) (am,\j :('w < \/

Twierdzenie 13.1.1. Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Woéwczas istnieje uktad ortogonalny
_’__/—\
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by, ... by} =lin{cy, . " e} ‘
—_— e——

Bez dowodu. Metoda dowodowa jest analogiczna do tej przedstawionej w przykladzie
13.1.3 ponizej.

Whniosek 13.1.2. i) Kazda skonczenie wymiarowa przestrzeni euklidesowa rozna od
{0} ma baze ortogonalna i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Dowdd. 1) Na mocy twierdzenia 7.2.23 i) skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa
rozna od {0} ma baze. Na mocy twierdzenia 13.1.1, baz¢ te mozna zortogonalizowacé.
Ponadto mozemy unormowaé¢ wektory otrzymanej bazy ortogonalne;.

ii) Na mocy wniosku 12.2.7 uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny. Na mocy twierdzenia
7.2.23 iii) uktad liniowo niezalezny moze by¢ uzupelniony do bazy. O

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyktad 13.1.3. Rozwazmy przestrzen E3, tj. R? ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dana jest baza B = (b1 = (1,-2,0),bo = (5,5,1),b3 = (5,4, 4)) przestrzeni R3. Dokonamy

ortogonalizacji bazy B.
NS ) s ~0-

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b o by =5 — 10+ 0= —5 # 0. -
Niech C = (¢q, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna. yd
- T

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1, —2,0). Wowczas oczywiscie lin{c; } = lin{b
L— ]

II KROK: Aby zagwarantowaé, ze lin{c,co} = lin{bl,bg}j poszukujemy co w postaci
co = by +ary, dla pewnego a € R. Dobierzemy a w taki sposob, by ¢y 0 ¢; = 0.

Obliczamy’ cy 0 ¢; = (bg + awcy) ocy =bgocy +a - (ca 0 ¢y).
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X N\!OD\E)\[ ¥ oN izij

Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyjaé¢ o = _12%2. \O'L C \ ,,\o/» \
W naszym przyktadzie 0 = by oc; + a - (caocy) = (5,5,1) o (1,-2,0) + - (1,-2,0) o

1,-2,0) = =5+ 5a, skad o = 1. Zatem ¢y = by + ¢ (6,3,1). (g .
( c ) __A\O J\ 2 2‘{/" | _ Q/V‘«(C/l Cz, L L ° ¢,

N\

III KROK: Aby zagwarantowa¢, ze lin{c, CQ//@ = lin{by, by, b3}, poszukujemy c; w Cv
postaci c3 = by + [1¢1 + Paca, dla pewnych 51, 55°€ R. Dobierzemy i, 52 w taki sposob, wyra w%/%
by c3oclz((ioraz c30cy = 0. M»CL od
Maifly U = czoc; = (53+B1C1+ﬂ202)001 = byoci+fi(crocy)+Pa(c20c) = bgocr +fil|a|]?,
skad B = —ﬁ?jﬁg Analogicznie 0 = c3 0 co = (bg + P11 + [ace) 0 co = by 0 ¢y + Pr(c1 © "4 o 1
¢2) + Ba(ca 0 ¢a) = by 0 ¢y + Ballea|?, skad By = ﬁczﬁ%

[ 0=bzoc+ Billar]]* = (5,4,4) 0 (1, -2,0) + (1 +4+0) = =3+58 — O
W naszym przyktadzie { 0="bs0cs+ Bollca]|? = (5,4,4) 0 (6,3,1) + B2(36 + 9+ 1) = 46 + 463, " — .

Skad 1 = 3, 2 = —

Zatem ¢z = Se =y = (5,4,4) + £(1,-2,0) — (6,3,1) = (=2, -1,3). s ileoann clo x
C=(c1=(1,-2 0) = (6,3,1),c5 = (—2,—%,3)) jest bazg ortogonalnad

Poniewaz ||c1|| = V/5, ||ea|| = V46, ||cs] , zatem bazg ortonormalna jest

¢ = (¢ = far 3 & (1204

Whniosek 13.1.4. Jesli B = (bl, bo, ... ,bn> jest dowolng baza przestrzeni euklidesowej

(V. (.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Coy ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalng tej przestrzeni.

(b2, 1)

<b37 Cl> <b37 02>
2 “1
[lea ]

C1— C
el el

C1 = b1 Cy = bQ— C3 = b3—

Przyktad 13.1.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z,2?).

Niech(bl = Lby, = x,@ Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem &o
broby=1-(—1)>+1-07Ft1=2%0. %z /

Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna. ]
[ Y "
I KROK: Niech ¢; :=b; = 1.

IT KROK: Poszukujemy ¢, = by + acy, & € R. Dobierzmy « tak, by ¢q 0 ¢c; = 0.
Obliczamy 0 = cyoc) = (bg—f—OéCl)OC—l.: bgocl+oz~(c/1ocl) = (=1-1+0-1+1-T)+a(1+141) =
3o Y bye Cp 0,9C,

Skad o = 0. Zatem c3 = by = x. (MogliSmy to zauwazy¢ wczesniej.)

— v oL 4]



G < Q”‘ CC4 \Cﬂ K"@L: b (’:,‘,’\\\OCH\OD\ - w’”(c"@

[T KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = bs + Blc/} + Baca, B, B2 € R. Dobierzmy [y, 52
tak, by cgocy =0 oraz c3ocy = 0.

Mamy 0 = cz0¢1 = (bs+Bic1+P2c2)oct = bsoci+Pi(ciocr)+Fa(c20c1) = bgoci+Fi|er||* =
(1-140-14+1-1) 45, -3, sk@@

Analogicznie 0 = ¢3 0 co = (bs + [1¢1 + Pac2) 0 o = bz o o + [1(c1 0 ¢a) + Palc =
byocy+ Bollea]P=(1-(—=1)+0-0+1-1)+ By ((—1)2 + 02 + 12) = 23, sk@d@

Zatem cg3 = by — 2¢; = 22 — 2 —

C:(cl—l,CQ—x,c;;—x

3
— %) jest baza ortogonalng.

—=T
el = VI+I+1=V3, |lo|l=vI+0+1=v2 ||| = /i + 2+ 1=
Baza ortonormalng jest uktad wektorow ,
_ _ f c2 V2 _ 3 _ V6 2\ _ V6 V6 »m m @
C=(d=qar=% 2= a1 =206 = ju = 2@ —5) =92" - ?)‘ @ -
A A
Macierzowa metoda ortogonalizacji
. . ICUM/MO\JQ
Twierdzenie 13.1.6. Niech vy, ..., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni oM % o
E". Niech A € M,,«»(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspotrzedne
_wektorow wuy,...,u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje
elementarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna
~ doprowadzi¢ ja do postaci [G|A], gdzie G € M, (R) jest macierza trojkatna gorna.
Wektory wierszowe tak otrzymanej macierzy A’ € M,,«,(R) sa ortogonalne w E".
Bez dowodu. Dowod mozna znalezé w [4]. La AT A] — L_/\%? J 74]
Przyklad 13.1.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow b = A
(1,-2,0),bs = (5,5,1), by = (5,4,4) w przestrzeni E. -/
120 "9
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1 ]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 1040 = =5 # 0.
1 5 5 A7
— 4
(2) i) 4 5 =5 =3
. T — —
Tzt s oy AT
A5 b 1| -5 51 49
5 4 4|-3 49 57
5 =5 =3|-1 2 0 5 =5 =3|—-1 2 0
51 49| 5 5 1| =510 46 46| 6 3 1 | =%
49 57| 5 4 4 | wtsw o\%@% B Uy

@ I
46

Uklad o ogonalny c1 = (1,-2,0),¢2 = (6,3,1),c3 = (—%,-3%,3).
Jesli nie uzywali$my operacji a-wj, to na przekatnej ma(nerzy G otrzymujemy ||c1||%, |[e2||?, |es] [

Ry
Zatem ||c1|| = V/5, ||ca]| = V/46, ||cs|| =

i
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13.2 Rzut ortogonalny na podprzestrzen /\
\/

Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.

Definicja 13.2.1. Zbior St := {v € V : Vo € S (v,z) = 0} nazywamy dopelnieniem ’
~ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy 1/
tj. S = {x}, to zbior S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

5
< |
Twierdzenie 13.2.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. ﬂ‘ R

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ rowniez jest  / [ \_L K/

podprzestrznig liniows. T ‘

T ) r/

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni Q/ ,
V.

D%i) Niech z,y € Ut, a,3 € R. Woéwczas dla dowolnego w € U mamy (ax +
By, w) = alz,w) + By, w) = 0. Zatem ax + By € UL.

ii) Niech z,y € {u}t, a, 3 € R. Woéwcezas (az + By, u) = oz, u) + B{y,u) = 0. Zatem
ar+ fy € {upt. O

Przyklad 13.2.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
U= (1707170)' ”Z‘/\ +stan 4. )'\/bkdﬁ//rfj {ij’l‘

Niechv%ﬁt y,2,t) € RY. Wowczas u L v & uov=0 & x+2z=0. Zatem

v=(x,y,—x,t) oraz {u}l {(z,y,—z,t) : z,y,t € R} =l1in{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Deﬁn1CJa 13.2.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Jedli w € U+
‘

to moéwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w 1L U.
e

Uwaga 13.2.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {b, ..., bx}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V

wlU&Vie{l,2,....k} wlb

—_—
Dowdd. TImplikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego ¢ €
{1,2,...,n} mamy (w, b;) =0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [y, . .., ;] mamy

(w,u) = oy (w,by) + ...+ an<w,\bn> =0. Zatemw L U. O
V) )

a )
Przyklad 13.2.6. Rozwazmy V = Ry|x] z iloczynem skalarnym (p, q) fo

podprzestrzen U = Ry [z] oraz w = 622 — 6z + 1. Czy w L U? /
v ezeins »\f?f W

— Z 45
wlU=Riz]=lin{l,z} ©jlwllAwlx N
(w, 1) :f01(6x2—6x+1)dx—2x“—3wz—i—x'1 =0 nN <€ u

(w,:v>:f01(6m — 622 + x)dx = 32t — 223 + 552}0:0 Zatem w 1 U.
Nk
Wlasnosci dopelnienia ortogonalnego
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Twierdzenie 13.2.7. Niech V bedzie przestrzenia euklidesows, zas U, Uy, U, jej podprzestrzeniami
liniowymi. Woéwczas:
—

)U1CU2$UJ'CU1, @/A/&\,éﬂ /\,‘/[/ uz/[(L @ ML
ii) U+ = (linU)*4, -
i) U c (U)*L "= S g oy,

Dowdd. i)z €Ut & VyelUyx Ly gl VyeU xly o xelUt

ii) Wynika z uwagi 13.2.5.

iii) Niech v € U. Wéwcezas (u, z) = 0 dla dowolnego x € U*. Stad u L x dla dowolnego
reUt czylize. O

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 13.2.8. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem N K
e U /| 10
VoeV n(v) =u, gdzie v—u L U, (f

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U.
— N

({.:(:?/' W Q{«Logo/;dn ’l}))
- = D J
ATV

5

Twierdzenie 13.2.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, ba, ..., bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = m(v) =

[y, ag, ..., als, gdzie///\ AN Gt Grra eV
(br,by)  (b1,bs) ... (bib) || o (v, b1)
<b2, b1> <b2,b2> Ce <b2, bk> Q2 _ <U7 b2> (1>
(b, b1} (Ok;b2) o (b, br) | | oy, (v, by)
i) Jesli B = (bl,bg, e ,bk) jest baza ortogonalng, wéwczas rzut ten okreslony jest
wzorem (0.5,) (0.52) (0.be)
v, 01 v, O
= b1 + by + ...+ by.
bl Tl [16k[[2 "

\,!_J\,_Jk_*)

< 112 X

_ 1
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iii) Jesli baza B jest baza ortonormalna, wowczas . N -

u = ﬂ'(’U) wbl + <U b2>b2 +...+ wﬂjk
N o61, < U

Dowdd. Jesli u = w(v), to v—u L U, co na mocy uwagi 13.2.5 jest rownowazne v —u L b;
dlai e {1,2,...,k}. Zatem (v — u,b;) = 0 lub réwnowaznie (v,b;) = (u,b;). Poniewaz
u € U, zatem istnieja oy, ..., ax € R takie, ze u = [aq, ..., alp.
i) Otrzymujemy uktad rownan (v,b;) = (u,b;) = (b + ... + agbr, b)) = ay(by) + ... +
ag (b, b;), gdzie i € {1,2,... k}, ktory jest rownowazny ukladovvl (1).
ii) Na mocy twierdzenia 12 2 10 mamy «; = 7274

ili) Na mocy wniosku 12.2.11 mamy «; = (v,b;). O

<b17b1> <b17b2> cee <blabk:>

Macierz (b2,b1) (b2, ba) - (b2, bi) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
<bk7 b1> <bk7 b2> ce . <bk7 bk)

macierzqg Grama uktadu wektorow (bl, b, ..., bk).

Rl shand il skatary
Przyktad 13.2.10. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v =(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2, 1, 1, 2), ( , 1, -3, 0)} v ‘
3% AN ol LD 20 LA R bona W 7€ (L

Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r

127,
-3 0| ~ TS L
METODA I N IV WAV S o o by) oftogpadma

w=my(v)=?, w=v—ulU & wlb :=(21.1,2) /\/%: (1,1,-3,0)

u € U, zatem istnieja a,ﬁeRtakie Wowcezas L\ Po?

w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — 5(1,1,-3,0) = (1 = 2a — 5,1 —a — 5,1 — a + 33, —2a)
V =L =V ~Lbni b /

Otrzymujemy uktad dwoch réwnan
0=(w,b) =(1-2a-2, 1—04—5,1—04+3ﬁ,—2a) (2,1,1 2)—4—10a

0= {w,by) = (1-20— .1 =0 —F,1-a+35-2)0(L1,-30) = -1 115.

Stad o = 2,3 = —1; ora 2/5‘(21”,”‘2) A /'/3 ’0)

w= (0.8 = B —hls 4 = b b (L2358~ 50.0) = (2.2 2.9 X

METODA I W W= lhnker Y L&

) Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) je jest ortogonalna. % ”S
\\\a\\\j( Istotnj — (2,1, 1, 1,1 73,0) = 0. Na mocy twierdzenia 12.2.10 mamy oo
@b—l (u 22 Ale ( = (u bz , zatem u = (@g@] Obliczamy - )
12 (151127 T]b2]| — ;{_Oy\ﬂj‘
v, by = 1,1,1,0 2,1,1,2)_4 (v, b) r’éQl’l’l’O) (1,1,-3,0) = —1 oraz ||bs||? = 10, on
b2|y2_11 Stad u = [g fls. O A ARV

UWAGA: Gdyby baza B := (by, by) nie byta ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzysta¢ znaleziona baze ortogonalna

C = (c1,¢2). 3 ‘/\}:(U/W /’\’QM
4 1 b0

Y V\J’O\'f/\
W LV -y =D 4V/wlb“>co
ZV b, 5 < u b0 %



L by =<t by) Ly byduby

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢9, c3) bedzie szukana

baza ortogonalng. —_— N
KROK I
L'W&A\J = Q“\/L{LAB
KROK II: L - Ch
Coy = by — = by — Tiin{c,} (by) _ ?
2 C, .
b _ QA\/\ ‘<l0/|\ ‘lb
R et T
c, (} < C,° o fbg, Lcc/lb
N Co7 batd«(
ch v\ifjf/? - ¥ 5
\o m\ , C/\ * |
KROK Il: (N U%h\ bw{ \3
boc) (b )
c3:=bg — <||:: |C|12 C1 — ||?;’ ||22 Co = bz — Wlill{q}(ba) - Wlin{cQ}(b:a) = bz — 71111{(:\.(2}(03)
1 2 . " B u
—— a1 ¢ L wndcn 0y 3) = LC, +p o,
d (é’ﬂ’ [ rut oy 2 7

-

s O (+’0st{~\1\
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