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Podstawowe struktury algebraiczne

Notacja:
Q*=Q\{0} R*=R\{0} Q,={c€eQ:a>0} Ry={xeR:z>0}

1 Dzialania 1 ich wlasnosci

Zadanie 1. Uzupelnij tabele wpisujgc TAK lub NIE w odpowiednim polu w zaleznosci od tego czy
+, —,+,: jest lub nie jest dziataniem wewnetrznym w danym zbiorze.

N|Z|Q*|Q|R: |R*|R

+

Zadanie 2. a) Czy dodawanie jest dziataniem w zbiorze liczb niewymiernych?

b) Czy potegowanie liczb jest dziataniem tgcznym w N?

c) Czy zwykte dodawanie i mnozenie sq dziataniami w zbiorze {—1,0,1}7

d) W ktérym sposréd zbioréw N, Z,{—1,0,1},{0,1, },{0} wzdr aob = a* — b* okresla dziatanie?
e) Czy dziatanie dane wzorem x oy = \/xy jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze Q. ?

Zadanie 3. SprawdZ, ze o jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze A 1 zbadaj jego wlasnosci
(przemienno$é, tgcznosé, element neutralny, element symetryczny, idempotenty).

a) A=Q, Va,be A aob:aTer

b)) A=R, Vr,ye A zoy=z+y+1

c) A=(-1,1)CR, VzyecA xoy:ﬁ:;yy

d) A=R, Vr,ye A xoy=e"V

e) A=R, Vz,yec A zoy=a¥

f)A=R, Va,be A aob=ab+a+b

9) A=R?, V(x1,11), (@2,52) €A (21,11) © (T2,92) = (2172, Y192)

Zadanie 4. a) Wyznacz elementy neutralne dziatarni N\ oraz V okreslonych w przedziale [4,5) C R
wzoramsi
Va,b € (4,5) aAb=max(a,b), a Vb= min(a,b).

b) Dziatanie O jest okreslone zbiorze Ry wzorem aOb = 5985 %1¢s  Sprawds, czy jest ono
tgczne 1 przemienne. ZnajdZ element neutralny tego dziatania. Wyznacz elementy symetryczne

do tych liczb a € Ry, ktore taki element majq.

c) W zbiorze dzielnikow naturalnych liczby 6 okreslamy dziatania o, O nastepujgco

aob=NWW(a,b), aOlb=NWD(a,b).



Zbadaj wtasnosci tych dziatan. Zbadaj, czy dziatanie o jest rozdzielne wzgledem dziatania O.

d) W zbiorze R okreslamy dziatania ® oraz & nastepujgco
Va,be R a®b=ab+a-+0b, a®b=a+b+ 1.

Zbadag, czy dziatanie © jest rozdzielne wzgledem dziatania &.
e) Niech X bedzie zbiorem, zas P(X) rodzing wszystkich jego podzbiorow (tzw. zbidr potegowy).
Wyznacz element neutralny dziatan N, U, = (tj. przeciecie, suma i réznica symetryczna zbioréw)

w zbiorze P(X).

f) W zbiorze {a,b,c,d} dziatanie * zdefiniowano za pomocq tabeli.

xla b ¢ d
ala b ¢ d
blb d a c
cle a d b
dild ¢ b a

Czy dziatanie to jest przemienne, tgczne, czy ma element neutralny? Podac elementy symetryczne
do poszczegolnych elementow zbioru (o ile istniejq).

Zadanie 5. Niech A bedzie zbiorem nieskonczonym i niech ag € A. Czy mozna w zbiorze A tak
okresli¢ dziatanie o, by kazdy element zbioru A\ {ao} mial nieskoriczenie elementow symetrycz-
nych wzgledem tego dziatania?

WSKAZOWKA: Jesli dziatanie wewnetrzne w zbiorze A jest taczne i posiada element neutralny,
to wowczas jesli istnieje element symetryczny do danego elementu a € A, to jest on jedyny.

2 Podstawowe struktury algebraiczne

Zadanie 6. Czy dany zbior z dziataniem dodawania, bgdZ mnozenia liczb jest potgrupg (prze-
mienng)/monoidem/grupq (abelowq)?

o) N,+) b)(Z+) ¢ (Q+) 4 R+) ¢ N [)(Z:) g)(@Q-) n(R,)

) (Q%-) §) (R k) R, +) 1) (Ry,:) m) (R\NQ,+) n) (R\Q,)

0) (A,-), gdzie A={1,2,4,....2" ..} p)(A,"), gdzic A={a+bieC: abeZ a>0}
q) (nZ,+), gdzie nZ = {nk : k € Z}, n € N ustalone

r) (A, +), gdzie A= {2 € C: Re(z2) =0} s)(S,"), gdzie S ={z € C: |2| =1}

t) (V/1,-), gdzie ¥/1={2€ C: 2" =1}, n € N ustalone

uw) (Q(V5), +), gdzie Q(V5) = {a +bv5, a,b € Q) v) (Q(V5),)  w) (Q(V5)\ {0},-)



Zadanie 7. Czy (X, o) jest ptgrupg (przemienng, z jedynka)/grupa (abelowg)?

ola b ¢ d
ala b c d
a) X ={a,b,c,d}, dziatanie o okreslone jest za pomocq tabelki b|b ¢ d a
clec d a b
dld a b c

b) X=N,zoy=2 ¢)X=R zoy=ax+y+ay d)X=R\{-1},zo0y=a+y+uzy
e) X=R,aob=1(a+b) f)X=R,aob=la|+[b g)X=R, zoy=uzx-ly
h)X =R, zoy= a3+ i) X =Ry, zoy=7=L  j) X =R, aob=logs (5" +5
k) X =Z,zoy=x+(-1)"y )X =R,aob=a+b—-7

a+b ; a€Z
a—b ; a¢2Z

o) X={zeR:x>1},a0b=ab—a—-0+2 p)X=R\{3},a0b=ab—2a—2b+6

m)X:Z,aob:{ n) X=[0,1))CR, zoy=x+y— |z+y]
q) X =R?, (a,b) o (c,d) = (ac,bc+d) 1) X =R* xR, (a,b) o (c,d) = (ac,ad + b)
s) X =R3, (a,b,c)o (a,0,d)=(a+d, b+, c+ +al)

t) X =R", (ay,...,a,) 0 (by,...,b,) = (a1 +b1,...,a,+by)

u) X ={f:R—->R: f(x) =ax+b, a,b € R}, o to sktadanie odwzorowan

v) X to zbior izometrii tréjkgta réwnobocznego (tj. takich izometrii ptaszczyzny, przy ktorych
trajkqt odwzorowywany jest na siebie), o to superpozycja izometrii

w) X = {f1, fa, f3 fa, [5, f6}, gdzie Vizi, 6 fi : A = A dla A =R\ {—1,0} dane sqg wzo-
rams fl(x) = T, f2(x) = _2_17]03(‘%) = m__4r117f4<x> - %7]15(‘@) = :E__erluf(S(x) = —T = ]-7 zas o jeSt
sktadaniem odwzorowar:

Zadanie 8. a) Dobierz k € R tak, by (R\ {k},*) byto grupg abelowq, dla axb = ab—2a —2b+6.
b) Niech (Gy,0) oraz (Ga,0) to grupy. Czy zbior Gy x Gy z dziataniem (x1,y1) * (X2,y2) =
(1 0 2, y10Yys) Jest grupa?

Zadanie 9. a) Zbuduj tabelki dziatan +5 oraz -5 w Z/57Z.
b) Zbuduj tabelki dziatan +g oraz -3 w Z/8Z. Ktdre elementy sq odwracalne wzgledem mnozenia?

Zadanie 10. Ktdre z podanych zbioréw liczbowych (ze zwyktym dodawaniem i mnozeniem liczb)
sq pierScieniami (przemiennymi, z jedynka, z dzieleniem), a ktore ciatami?

a)Z b)nZ,neN ¢)Zsy={r€Z:x>0} d)Q ¢ QW2 ={r+yV/2: x,ycQ}



QW3 ={r+yV3:z,yeQ} ¢)Qiiv2) ={r+yiv2eC: 2,y cQ}
h) zbior liczb catkowitych Gaussa Z[i) = {a+bi € C: a,b € Z}

Z)P:{IE:y\?’/i—{-Z\S/ZIE,y,ZGQ} ])P:{a+b\/§+0\/§a,b,C€Q}

Zadanie 11. Wskaz pierscienie i ciata.

a) Cla,b] zbior funkcji ciggtych na przedziale [a,b], z dziataniami dodawania i mnozenia funkcji

f@) +g(z) = (f+9)(2), f(z) g(z) = (fg)(z)
b) (R, ®,0), gdziea®db=a+b+1oraza®b=a+b+ ab
¢c) P={f:A—=R: f - ciggla } 2z dodawaniem i mozeniem funkcji

d) Rx] zbior wielomiandw jednej zmiennej x o wspdtczynnikach rzeczywistych

*|a b ofa b
e) (P, *,0), gdzie P ={a,b} oraz a|a b, a|la a
blb a bla b

) (Z/nZ,+n,-n) zbior klas reszt modulo n

g) S ={a=(ap)nen|a: N —= R} zbior ciggow liczbowych o wyrazach rzeczywistych z dziataniamsi
dodawania i mnozenia (a,) + (by) = (an + by), (an) - (by) = (anby)

h) zbior wielomiandw jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych takich, ze ich wyraz wolny
jest liczbg parzystq

i) (Q%®,0), (a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc)

j) (R:®,0), (a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc)

Odpowiedzi

N|Z|Q"| Q |R, [ R* R
+ | tak | tak | nie | tak | tak | nie | tak
1. — | nie | tak | nie | tak | nie | nie | tak 2. a), b) nie c¢) mnozenie tak, dodawanie
tak | tak | tak | tak | tak | tak | tak
| nie | nie | tak | nie | tak | tak | nie
nie d) Z,{—1,0,1},{0} e) nie 3. a) wewnelrzne, przemienne, ale nie tgczne, brak

el. neutralnego, kazde a € Q jest idempotentem b) wewnetrzne, przemienne, tqczne, e=-1 el.
neutralny, Ya € R a™' = —a — 2, idempotent a = —1 c¢) wewnetrzne, przemienne, tqczne,
e=0 el neutralny, Va € (—=1,1) a~! = —a, idempotent a = 0 d) wewnetrzne, przemienne, ale

nie tgczne, brak el. neutralnego, brak idempotentow e) wewnetrzne, nieprzemienne, nie tgczne,



brak el. neutralnego, a = 1 idempotent f) wewnetrzne, przemienne, tgczne, e=0 el. neutralny,

Va # —1 a ! = o1, ne istnieje element symetryczny do —1 g) wewnetrzne, przemienne,
taczne, e=(1,1) el neutralny, V(z,y) € R\ {(z,y) 12 =0V y =0} (z,y)7"' = (1, %) 4.

1
a) ey = 5,eo =4 b) przemienne i lgczne, e = 5 el. neutralny, Va € RT\ {1} a~! = Hlese
c¢) Dziatanie o jest przemienne, tgczne, e = 6 el. neutralny, Zaden element nie jest odwracalny.

Dziatanie O jest przemienne, tgczne, e = 1 el. mneutralny, element a = 1 jest sam do siebie

odwrotny. Dziatanie o jest rozdzielne wzgledem O. d) tak e)e =@ dla U, e = X dla N,

e = @ dla = f) przemienne, tgczne, a to el. meutralny, a™* = a,b™' = ¢,c” = b,dt = d
a ; b=ag

5. tak, np. aob = b ; a=ag 6. a), k), ) potgrupa przemienna, bez

ap ; a#ag,b#ag
jedynki 0 ¢ N b), c), d), i), j), q), s) tzw. grupa okregu , t), u) w) grupa abelowa e),
f), g), h), o), v) monoid przemienny, ale nie grupa  m), n), p), r) dziatanie nie jest we-
wnetrzne 7. e) nie jest to potgrupa, brak tqcznosci  c¢) potgrupa przemienna z jedynkq
f), i), 7), p) potgrupa przemienna bez jedynki  q), u) pétgrupa nieprzemienna z jedynkq b),
g) potgrupa nieprzemienna bez jedynki  m), r), s) v) tzw. grupa diedralna, oznaczana Ds,

w) grupa nieprzemienna  a), d), h), k), 1), n), o), t) grupa abelowa 8 a)k=2 1b)

4510 1 2 3 4 510 1 2 3 4

01012 3 4 0/0 00 0O

grupa (abelowa jesli Gy, Gy sq abelowe) 9. a) ; ; ?) i 3 (1) ; 8 ; Z i) g

313 401 2 310 3 1 4 2

414 01 2 3 410 4 3 2 1
+5|/0 1 2 3 4 6 7 %10 1 23 4567
0012 3 45 6 7 0j0 00O 0O0OO0OO0OO
111 2345660 110 1 2 3 456 7
212 3 456 701 210 2 46 0 2 46

b) 313 45 6 701 2 310 3 6 1 4 7 2 5, celementy odwracalne: 1,3,5,7
41456 70123 410 4 0 40 4 0 4
5156 701 2 3 4 510 5 2 7 41 6 1
616 701234%5 60 6 4206 4 2
717012 3 456 710 7 6 54 3 21

10. a), h) pierscien przemienny z jedynka, ale nie ciato  b) pierscien przemienny bez jedynki

c), j) nie jest pierscieniem d), e), f) g), i) ciato 11. a), b), ¢), d), e), g), j) pier-

Scieni przemienny z jedynka, ale nie ciato  f) ciato gdy n jest liczbg pierwsza, w pozostatych
przypadkach pierscien przemienny z jedynkq — h) pierscien przemienny bez jedynki i) ciato



