Wydzial Matematyki Stosowane;j ALGEBRA, zestaw zadan nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie WFiIS, informatyka stosowana, I rok
Elzbieta Adamus pazdziernik 2023r.

Liczby zespolone

Notacja: arg z oznacza argument gtowny liczby z, tj. nalezacy do przedziatu [0, 27).

1 Arytmetyka liczb zespolonych

Zadanie 1. Oblicz:

@) (3+20)7 b) UNEMEYI) ) Loy i ) G ) UEVRICIED

Zadanie 2. Wyznacz liczby rzeczywiste x,y € R spelniajgce podane rownania.

0) 2(2430) +y(1—6) =5—i b) (x—20)B—yi) = 11 —5i ¢ 72 + 2
Zadanie 3. Niech z =z +iy € C, x,y € R. Wyznacz Re(w) oraz Im(w).

=1

1009

a)w=-% b)w=2z%i

—= Jw= 2 dw=z2z—i)-7%

Zadanie 4. Rozwigz w zbiorze liczb zespolonych podane rownania.
a) 224+32=0 b)|z|—2=142i ¢)z- 24+ (2—2)=3+2i d)|z|+2iz=11+8

e) 2 —iz+2=0 f)i= =272 g W28 p)oqi—zti i) =i

§) 2 =15+480 k)22=8+6i 1)22=(z)?

Zadanie 5. Niech z,w € C. Rozwiqz uktady rownan. Rozwigzania podaj w postact algebraiczne;.

a){z—l—z'w:l b){ﬁer 2 C){(l—i-i)z—i—(l—i)w:l—l—i
iz4+w=1+i oyt =3 (1—i)z+ (1 +i)w=1+3i
Zadanie 6. a) Oblicz i"" oraz i%°.

b) Wyznacz wszystkie liczby z € C, takie, ze 2% € R.

c) Wyznacz wszystkze liczby zespolone sprzezne do swojego kwadratu.

d) Oblicz = i" , gdzien € N.

e) Uzasadnij, ze (4i — 5)87T10 1 (4 + 57)8"10 = ( dla dowolnego n € N.

f) Niech m,n € N bedq dowolne. Uzasadnij, ze ponizszy uktad réwnarn nie ma rozwigzari.

2 =2+ /31
zm:\/§+\/§i

g) Uzasadnij, zZe jesli liczba z € C spetnia réwnanie 10(z — i)™ = (6 + 8i)(1 —iz)", n € N to
wowczas Im(z) = 0.

h) Liczba =z € C spetnia rownanie z+1+8i = |z|(1+41). Uzasadnij, ze wowczas |z|* —18|z|+65 = 0
1 na tej podstawie wskaz rozwigzania wyjscioweqo rownania.

WSKAZOWKI: f) Oblicz |z|.  g) Oblicz modut lewej i prawej strony réwnania.
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2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza

Zadanie 7. Oblicz.

o) 15551 D) IVB+il o) |1 —=iV10)?]  d) (1= VTi)(1 +VTi)|

Zadanie 8. Zapisz podane liczby zespolone w postaci trygonometrycznej i wyktadniczey.

a)—i b))l ¢)T+Ti d)1—3i ¢ —vV2T—3i [)V24+V2+ivV2+V2
9)V6+V2+i(vV6—+2) h)2+V3+i i) —icosa+sina j)sina+icosa
k) —cosa+isina 1) (1+i)(cosa+isina) m)14itga dlaa€l0,7)
n) (tga —i)*, a € (5,m) o) l4+cosa+isina p)l—tgia+2itge ) 3+4
r)sin§ +i(1 —cos §)

WSKAZOWKI: g), h), o), r) Skorzystaj ze wzoréw na sinus i cosinus kgta podwojonego.

Zadanie 9. Niech z; = 2(cos § +ising), zp = cos T +isin g, z3 = 3(cos =% 4+ ¢sin —) Oblicz:

57
22 2122
CL) Z1%2 b) 217223 C) % d) ?

Zadanie 10. Korzystajgc z przedstawienia liczby z = (1 + /3i)(1 + 1) w postaci algebraicznej i

7
trygonometrycznej wyznacz wartosé cos {5m.

Zadanie 11. Korzystajgc z postact trygonometrycznej liczby zespolonej wykonaj dziatania. Wy-
nik podaj w postact algebraiczne;.

o) (14497 ) (1+iv3)9  ¢) (cos33° +isin33°)10  d) (14 L + Li)2t ¢) (H/3)20

[ ) (1=iv3)(2=20)" h) {55 neNn>2

Zadanie 12. Podane liczy zapisz w postaci algebraiczney.
a) es’  b)eX ¢)e™ d)eris
Zadanie 13. Uprosc¢ podane wyrazenia.

cos 50+ sin 50 ) (cos 204 sin 20)7 ) cos 0—isin @ d) (cos 1= m+isin —7r)5

cos 20+ sin 26 (cos 40+isin 40)3 cos 20—i sin 260 (cos %w isin —7r)3

Zadanie 14. Oblicz.

sin Z —i cos T)12 )23 . s ?
o) S b) arg [ ] o) ang(i—te3)  d) ang [

Zadanie 15. Wykorzystujgc postaé wyktadniczq, rozwiqz réwnania.



a) |z - 22+i=0 b) 2| =iz' ¢)(2)8=4|2?] d)2=4z e)2'z=-32 f)'=7z
PDE=HP@E WEF=4 )@ = D)= B =2
)24 =22-12% m) 2Pz = (4—4V3i)Z n)2-|2% -7 =64
0) (2)" = (—2)>  (1+iV3)°- (sin T —icos )

Zadanie 16. Wykorzystujac postaé trygonometryczng, rozwiqz rownania.
a) =i b)zt=1 ¢)2*=2—iV12 d)2*=8 )2} =4v2(-1+i) f)z*=(V/3—i)?

g) 2t = —1;.1\% h) 2% =220 ) (z=3)" = (14+0)"? j)z'=(1-4)°
Zadanie 17. Rozwigz réwnania.

a)z6:—‘2/§;i b)z3:(—sin%7r+i-(:08%ﬂ)9 c) 2* = (V12 —2i)*' (i — 1)

4

e Pain 3 1, 2

3 _ (COb 15 M Hisin ﬁ”) 4 _ i—1 2 _ 53t 242\ _

d) = ( 4 4 )? 6) <= cos Z+isin I f) T = 2051 g) Z =1
COs ﬁﬂ'*l Sin Eﬂ-)

Zadanie 18. Korzystajgc ze wzoru de Moivre’a oraz wzoru dwumianowego Newtona wyraz:
a) cos3x przy pomocy cosxz, b)sinbdx przy pomocy sinx.

Zadanie 19. Korzystajoc ze wzorow Fulera przedstaw podane wyrazenia za pomocg Sinusow i
cosinusow wielokrotnosci kqta x.
a)cos®r b)sin®x  ¢)sint x4 costx

Zadanie 20. Liczba z = —1 4+ \/3i jest jednym z wierzchotkéw kwadratu. Wyznaczyé pozostale
wierzchotki tego kwadratu, gdy jego srodkiem jest:

a) poczgtek uktadu wspétrzednych — b) punkt zo = 3+ i

Zadanie 21. Zaznacz na plaszczyinie zespolonej liczby z = /24v/2i oraz w = /3—i, Rozwazajgc

odpowiednie kqty uzasadnij, Ze arg (z +w) = 57 oraz tgg; = V6+V3+v2—2.
Zadanie 22. a) Niech z,w € C bedg takie, zeZ+i-w =0, Im(2) > 0, arg (z — w) = 7. Wyznacz

arg (z).

b) Niech z,w € C bedg takie, ze z +Z = 2|z — 1|, w + W = 2|lw — 1|, arg (z —w) = 5. Wyznacz
Im(z 4+ w).

¢) Niech z,w,v € C bedg takie, ze |z| = |w| = |v] = |2 + L + 1| = 1. Wyznacz |z +w + v|.

d) Niech ¢ bedzie argumentem gtownym liczby z. Wyznacz argument gtowny liczby w = ﬁbl'

3 Rownania wielomianowe

Zadanie 23. Rozwigz rownania.
a) 22 —z4+41=0 b)22-22=2i—1 ¢)22—624+11=0 d)2>+2i2+3=0
e) 22— (2+i)z—1+71=0 f)iz?+2+9)2+2=0 g¢)2>°—-324+3+i=0
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Zadanie 24. Rozwiqgz rownania.
a) ' +5224+4=0 b)2"+2i22—1=0 ¢)2'—3022+280=0 d)2"—3iz22+4=0
e) 2t — (18 44i)22 +TT—36i =0 f) 2 — (19— 54i)2> + 448 —41di =0 ¢) 25+ —it1=0
h) 23 =322+62—4  i)523—1222+52—-2=0 j)5+(i—-1)z>—~i=0 k)2"+iz'-23—i=0
1) 24 + 423 + 1022 + 122+ 8 =0

WSKAZOWKI: 1) z* + 423 + 1022 + 122 + 8 = (22 + 22)? + 6(2% 4+ 22) + 8

Zadanie 25. Rozwigqz rownania.

z—41

, 4
) (z—i) = (z+i)' b)B=(iz+1)P* ¢ (ﬁ) =1 d)2*=81(1-2)*
Zadanie 26. Dokonaj rozktadu (faktoryzacji) podanych wielomiandw na czynniki liniowe.
a)iz?—4 b)) 23—3224+32—1-8 ¢)32"—=323—1422—112-3 d) 2°—42* +523—62+4

e) 22+ (2—60)2% — (9+12i)z — 18 f) 6iz" — 723 + 4iz? — T2 — 2i

Zadanie 27. Dany jest wielomian W (z) oraz jeden z jego pierwiastkow zy. Wyznacz pozostate
pierwiastks wielomianu.

a) W(z)=2"+223+5224+62+6, z0=—1+1

b) W(z) =23 =722+ 412 — 87, 2 =2 — 5i

) W(z) =24 =723 +2722 — 472+ 26, 20 =2+ 3i

d) W(z)=2°—32" +82%— 1422 + 162 — 8, zp =1+

e) W(z) =4z —242° + 5722 +182 =45 =0, 2 = 3 +iv/6

Zadanie 28. a) Oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu P(z) = 2° 4+ 322 + Tiz + 1 przez
dwumian Q(z) = z — 1.

b) Liczba z; = 4i jest jednym z pierwiastkéw wielomianu W (z) = 2* — 4i23 + 8iz + 32. Wyznacz
pozostate pierwiastki.

c) Wyznacz wartosé 24+ 534722 — 2441 dla z = —2 — V/3i.

d) Dany jest wielomian P(z) = 22* — (3 + 8i)z — (a + 4i), gdzie a € R. Wiedzqc, ze P ma
pierwiastek rzeczywisty x € R, wyznacz oba pierwiastk: P.

WSKAZOWKI: ¢) Oblicz (z + 2)? i wykonaj dzielenie wielomiandw.

Zadanie 29. Skorzystaj ze wzorow Viete’a, rozwigzujgc ponizsze przyktady.

a) Wielomian P(z) = 22° — 522 + cz — 5, ¢ € R ma pierwiastek 1 — 2i. Wyznacz pozostate
pierwiastki oraz wartosé wspotczynnika c.



b) Wielomian P(z) = 23 + as2® + a1z + 26, ay,a; € R ma pierwiastek 1 +i. Wyznacz pozostale
pierwiastki oraz wartosct wspotczynnikow aq, as.

c) Wielomian P(z) = z* — 323 + a2 + bz + ¢, a,b,c € R ma pierwiastki 2 oraz 1+ 2i. Wyznacz
wartosci wspotczynnikow a, b, c.

4 Interpretacja geometryczna

Zadanie 30. Narysuj na ptaszczyinie zespolonej podane zbiory.

a) {zeC:|22|=1} b){z€C:|z] <3 A Re(z) € (0,1) A Im(z) > 0}

z—1

c){zeC:arg(z) € (0,7) A [z—1—1i| <2}

d){zeC:2<|z+i] <4 A Re(iz—1) <0}

e) {z € C:Re(z+1) =Im(2z — 4i) A Re(*Z%) < 0}
f){zeC:Im[(142i)z—3i] <0 A Re(iz —4) <0}

g){z€C:2<]iz—5/<3} h){zeC:|z—1-3i|<|3—4i] A Re(2—2) <1}
i) {z € C:sin(n|z +2i]) >0} j){ze€C:3|z+1i] < |22+ 1] <5b|z —il}

k) {zeC:[Z5>1 A [22— (2 <4} D{zeC:|z+2[+]z—6]=10}
m){z€C:z2z2+ (20 —3)z— (20 +3)z2—3=0}

n){z€C:(z+2)* =16}, {z € C:|z+2i|* =16}, {z € C: [Re(z + 20)]* = 16}
0){z€C:2=(1+1)5},{z€C:23=|1+1[%}
p){z€C:|z2—6/=2]2+6—-9i]} ¢){z€C:|z—1]=Re(z+1)}
r){zeC:|(z+9)?* >1z2+1]} s){z€C:|z2—22—-8i|=0, 222+42+5=0}
t){zcC:Im(2) <|i-z2—1—-3i| <|64+V13-1i|}

) {z€C:Im(z) £0 A ZERGL >y v){zecczlm(%):—z}

w){zeC:|lz+2|—|z—2|=3}

Zadanie 31. Narysuj na ptaszczyinie zespolonej podane zbiory.

a){z€Crarg(z-2)=%} b){z€Crarg(z+2—1i)=n}



c){z€C:arg(z+3—2i) =37} d){z€C:arg(32+1i)=m}
e){zeC:arg(2244) =%} f){zeC:arg(z+3i) € (5,5)} g) {+€C:arg(%)=3n}
h){z€C:arg(z—1—2i)=3r} i){z€C:arg(iz) € (r,2m)}

j){z€C arg[(-2+2i)z] € Bm, Ta]} k) {z€C: T <arg(s®) <7}

) {zeC:Im(z%) <0} m){zeC:Re(z*) >Im(z*)} n){zeC:Re[(z)?}] <Im(z?)}
0){z€C:|z|=argz} p){r€C:|z+2r|<2r A |2+ 27| > arg(z + 27)}

g) { € C:arg(z —wy) = arg(z — wy)}, gdzie wy, wy € C ustalone

r){z € C:arg(z —wy) = 7 + arg(z — wy)}, gdzie wy, wy € C ustalone

s){z € Crarg(z —wy) = § +arg(z — wy)}, gdzie wy,wy € C ustalone

){zeCrarg(32) =12} w){re€Crarg() =2} v){zeC:arg[z(z+1)] € [37, 7]}

w) {z € C:arg[(z +1)(z +2)] € [3, 27]}

Zadanie 32. a) Niech z = cos + isiny. Uzasadnij, z = —i-tg¥.
b) Korzystajgc z podpunktu a) zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbior

(z€C:|z|=1 A ‘1—)<f}
Zadanie 33. Nazwij podane przeksztatcenia pltaszczyzny.
a) f(z) ==z b) flz) =iz ¢) f(z)=—iz d)f(z)=2 ¢ [f(z)=-2 [)flz)=

9) f(z) =4z+2) h)f(z)=z2+k keR

Odpowiedzi

1. oa) 2 —2i )28 B )10 49v3id) —1 e (V2+5)+(V2-5)i 2. a)
r=2y=1 b)a =1 r,y = HJ”ﬁ lub 9 —11+‘ﬁ,y = —11_4‘/97 c)r=2,y=3
3. a) Re(w) = %,Im( ) = ﬁ b) Re(w) = —2yz, Im(w) = 2* —y* ¢)

z2+x—y? —2zy—

Re(w) = (IJ:T@;Q, Im(w) = (31:—1—21% d) Re(w) = (z —y)(z+y — 1), Im(w) = 22y —z +y
4. a)z € {0,-3, (+\/_i),%(1—\/§i)} b)z=3-2 ¢)z=V2+ilubz=—V2+i
d)z—4—321ubz—4—3z e)z:z'lubz——2i f)z=—=2E5 g) brak rozwigzari  h)

z=z—14, 2 €R 2)2-\%4—\%2’1%2— f \1[ j)z=4+ilubz=—-4—1 k)

z2=3+ilubz=-3—-i 1l)z=uxlubz=uyi, dlaz,yeR 5. a)z=1—-3i,w=3 b)
r=2—iw=i+1 ¢)z=iw=i+1 6. a)i,—i b)z=yi,yeR ¢)z=—14+Y



wbz=—1 i d)i h)z=4-3ilbz=12+5i 7. a)\/Z b2 ¢)11'* d)8
8. a)l(cos(—3)+isin(—3))=e 2" b)1(cos0+isin0) = e c)7\/_(cos—+zsm T) = Teit

4) Q(COS(_%) + isin—%)) = 2¢75" e) 6(COS =T + isin 67T) e f) m

cosy +
isinT) = V4+2v2e®  g) 4(cos L +isin ) = deiz’  h) 2v/2+V3(cos 5 + isin L) =
2e1s’ i) 1(cos (m —a) +isin(m —a)) = €™ j) 1(cos(f —a) + isin(Z — ) = elz7
k) 1(cos (3 + a) + isin (3 + a)) = ezmra)i ) V2(cos (5 + @) +isin (Z + ) = V2eli e
m) COSQ(COS(X +isina) = ——e  n) L—(cosda +isinda) = ——e' ) 2cos $(cos § +
ising) = 23 p) = ;H(COSg +ising) = ;+1€%i q) 5(cos (arctg3) + isin (arctgy)) =
Berctss ) 2sin 15 (cos {5 +isin 75) 9. a)2[cos P +sin x| b)6lcos iw +sinw] ¢
L lcos (—2) —i—sm(—%ﬂ)] d) 18[cos T + sin T] 10. =8 11 a) 8V2( — )
) B L @) VDR o P VB [ ) )
3t 12, a)i b)cos2+isin2 ¢) -1 d) \e(3 — \/751) 13.  a) cos30 +
isin30 b)) cos20 + isin20  c¢) cosf + isinfd d) —1 14. a) g )0 ¢ Enm

15, a)z = 2(—1+d) lubz= L1 —i) b)z=01MWbz=|E" kL ecZ ¢
2 € {0,£V2, V2L + Bi), £V2(~L + B0} d) 2 =0lubz =4e5M kK =0,1,2 ¢) 2 €
{14V3i,1-v/3i, -2} flz=0lubz =Gt k=0,1,....7 ¢)z=0Iubz=v/S"5+rk7)
k=0,1,....,7 h)z=%V2 i)z:()lubz:e%km,k:0,1,...,6 j) z =0 lub z =
etk | =0.1,....4 k) ze{0,1,-1,i,—i} 1)z=01Mbz=e5 k=01,...,5 m)
z2=01ubz =21k =0123 n)z=+v21+1) lubz-—x/ﬁ(l—i—z) 0) z =10
b z = 2eCa™H ki L= 0,1,...,6 16. a)ze{—z‘[—i-—z—‘/?g—i-%i} b) z €
{1,7,—1,—i} ¢)ze€ {\/_(cos Dm+isin 7)), ﬂ(cos—ﬂ—kzsm L), vV2(cos Lr+isin iim), v/2}
d) z € {2,—1+/3i,—1 — \/_z} e) z € {2(cos ;m + isin ;m), 2(cos 4w + isin 537), 2(cos o+

i
isimm)}  f) z € {8,8i,—8,-8i} g)ze {3+ —i,,—%—‘[ ‘[+2,§——1} h)zE

(31,3(—%2 — Li),3(2 — i)} i) 2 € {1+2i,5—2i,1—2i,5+2} j)z = V8GEh

2 2 2
k=0,1,2,3 17. a) z = V2(cos (—8m +kE) +isin(—Lr +kI)}, k 0,1,2 3,4,5 b)
z € {cosZ —isinZ, cos i + isin 4T, (:0525—7r+7,51r12577r 0)2—266(12 skmi kb =0,1,2  d)
2 =1 lubz— —2 + 1y, gdzie x,y € R 18. a) cos3z = 4cos® a:—3cosx b) sinbr =
16sin® 2 — 20sin® r + 5sinx 19. a) cos’z = L[cosbr + 5cos3z + 10cosz]  b) sin®z =

[sinbz —sin3z +sinz]  ¢) $(3+ cosdx) 20. a) —1++3i,—i—+3,1—3i,i+V3 b)
4—3=30, T+ (4—V3)i,24+V3+5i, —4+(V3-1)i  22. a)3x b)2 ¢)1 d)arg(w)=¢
23. a)z e {58 8 p) s e (2440, —i} ¢)ze{3-V20,3+V2} d)ze {3}

e)ze{2i—1,3—i} f)ze{2i,-1} g)ze{l+i2—1} 24. a) z € {£2i, i} D)
e {—24i2 2V )€ {d—i dti, —A+i,—d—i}  d)ze {2 L2 V2 oy

ivV2,—V2—iV2}  e)z€{2—i,—2+i,4+i,—4—i} f)z€{6—5i,—6+52,3+z,— —z} g)
z € {\/73—1-%@', —\/7§+%i, —i,V/2(cos Sm+isin Z), V2(cos Br+isin37), V2(cos Zr+isin )}
h) z € {1,1 ++/3i,1 — /3i} z) ze {2,122 2 ) 2 =6k =0,1,...,5 k)
2 € {1,-1,4,—3, Y351 By ) oo (o 1+z,—1 i, =1+ V/3i,—1 — /3i} 25. a)
2€{-1,0,1} b)ze{, [+ (L -0 [ -2+ ¢)ze {~1+3i,3i,1+3i}
d)z € {3,323 9314 26, q)i(z—v2(1-19))(z+V2(1—7)) b)(z—1—-V3—i)(z—14+V3—
i)(z—1+42i) ¢) 3(z+1)(z—3)(z+%+%§i)(2+%—*/?gi) d) (z=1)(z4+1)(2=2)(z—1—1i)(z—1414)
e) (z42)(2=30)* f) (z—i)(z+i)(z4+Li)(z4+2i)  27. a)V3i,—V3i,—1—i b)2+5i,2—5i,3




¢)2+3i,2-3i,1,2 d)1+i,1-4,1,2i, -2 ¢)3+iv/6,3—iv6, %L, L  28. a)iloraz
Aizd =22+ (3—i)2+10i+1, reszta —11+i b)) 2i,v/3—i,—V3—i ¢)6 d)—3,2+4i  29.
a) pierwiastki: 1421, %, parametrc =12 b) pierwiastki: 1—i, —13, parametry a; = —24, a9 = 11
c)a=5b=—-1c=-10 33. a) symetria Srodkowa wzgledem z =0  b) obrdt wzgledem
z2=00kqt% c)obrot wzgledem z =0 o kgt 37“ d) symetria wzgledem osi rzeczywistej — e)
symetria wzgledem osi urojonej  f) rzut prostopadly na oS rzeczywistq  g) translacja o wektor

[F:, 0]



