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Uktady réwnan liniowych

Uwaga: Jesli nie wyszczegolniono inaczej lub nie wynika to z kontekstu, podane macierze i uktady
rownan rozpatrujemy nad ciatem R.
1 Wzory Cramera

Zadanie 1. Korzystajgc z twierdzenia Cramera 1 wynikajgcych z niego wnioskow, okresl ilosé
rozwigzan uktadu v podaj 2bior rozwigzan.

o o r+2y+z2=1 dr+3y+52=1
a){ 3r— Ty =1 b){ ey =100 ) by =0 @) Sr4dy+6z=1
2z 4+ 9y = 28 or — 10y = 25 y+z=—1 Tx+5y+4z=1

Ty + Ty 4 T3+ 74 = 3 (V2—=1Daz+(V3+1)y+(V2-V3)2=5

6) 131+25L’2+3$C3+4$4:5
2$1+4$2+$3+5I4:3
3ZL‘1+5ZL‘2+2£L‘3+7I4:5

1) (V3—1Dz—(V2+ 1)y +(V2+3)2=0
(V2+V3)z+ (V2+V3)y — 22+ V6)z = 1

Zadanie 2. Rozwigz nastepujgce uktady rownan w zaleznosci od parametrow a,b,c,p € R.

) 2px — 2py = 6 b) (I1+pz—py=1+p ) pr+2y+4=0
S5pr — 10py = 15 pr+(1—py=p—1 Sbr+(p—3)y—10=0

2% — py = 0 2p%r + 10y — 16 = 0 vHy+pz=0
d){px—l—ély:() e){ pr+y—3=0 Py w-y-pr=1
20 +pz =2

r+y—pz=-—1 ay+br =c

g) pr+y+pz=4 h)§ cx+az=>

der+y—+4z=0p bz+cy=a

Zadanie 3. Postugujgc sie algorytmem Gaussa rozwigz podane uktady Cramera.

r1+ To +2x3+ 3x4, =0
3$1+4I2+5$3+4ZL’4:4
4$1+5JZ2+61’3+3(E4:5
51’1+3£L‘2+9£B3+9£B4:—9
r4+4dy+2z2—s5=3
20+ 9y + 62 —2s—3t =5
T+2y—2—5+5t=5
—2r—Ty+z2+3s—4t=-5
—r =5y —2+3s+6t=4

_ 2r+3y+2z=1
a) { —3:1:x—|—+65y—_1§ b) ¢ 3r+4y+22=2  ¢)
y= Az + 2y + 32 =3

21’1—$2+I’3—l’4:1

21’1—1‘2—31'4:2
3I1—[L'3+ZE4:—3 6)

2$1+2$2—2$3+5$4 =—06

d)



Zadanie 4. Dany jest uktad rownan . Postugujgc sie algorytmem Gaussa sprowadZ macierz tego
uktadu do macierzy trojkatne; gornej a nastepnie rozwiqz otrzymany w ten sposob rownowazny

uktad réwnan.
ZE1+5E2+21'3+3$4:O

3x1 + 4xy + Hrs+ 4y =4
4$1 + 5952 + 61’3 + 31‘4 =5
5(131 + 3132 + 95(]3 + 9564 =-9

Zadanie 5. Rozwigz podane uktady rownan metodq macierzy odwrotne;.

- r—2y+3z=-7
a){;“";_?ng b){ Br+y+4z=5
y= 2r + 5y +2 =18

Zadanie 6. ZnajdZ rownanie paraboli przechodzgcej przez punkty:

a) A=(-1,9),B=(1,-1),C=(2,-3) b A=(1,1),B=(2,3),C =(3,5)

Zadanie 7. W zaktadzie produkcyinym do wykonania urzgdzenia uzywa sie 4 elementow z,y,z,w.
Elementy te dostarczono w 4 partiach w iloSciach podanych w tabeli. Cena kazdego elementu pozo-
stawata niezmienna przy kazdej dostawie. Ile kosztowaly poszczegdlne elementy, jesli za pierwszg
dostawe zaptacono 130 zt, za drugqg 135 2, za trzecig 210 22, za czwartg 235 2.

x|y |z |w
1dostawa | 30 |10 20| 5
2dostawa | 20 | 15| 15| 10
3dostawa | 30 | 20 | 20 | 20
4 dostawa | 40 | 20 | 25 | 20

2 Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Zadanie 8. Wykorzystujgc twierdzenie Kroneckera-Capellego, rozwiqz uktady rownan.

4r — 6y =0 de—y = 7

) 62-9y=0 b Br+y = 14 ){2x”3_+329__2§f‘61$:é
22 — 3y =0 20+3y = 0 Y -
r+y+2z = 4 rT—yY+32=5

d){ z—2y+3z = 1 ¢ dr+y+72=28
20 +3y—2z = —1 or +2y+82 =4

Zadanie 9. lle rozwigzan moze mie¢ uktad 5 rownan z 7 niewiadomymi?

Zadanie 10. Korzystajgc z algorytmu Gaussa, rozwiqz uktady rownan.

$1+4I2—3ZE3—I4+21’5 = 3

[E1+J}2—9ZL’3+6[E4+7[E5+101’6 =3 21‘1 —31’2—{1)3—21'4—31’5 = -7

a) —6x3 + 4xs + 225 + 316 = 2 b) 3y + 12209 — 923 — 324+ 625 = 9
—3x3 + 224 — 11ws — 1526 = 1 —4x1 — Ox9 + Tx3 +4x4 — 25 = 1

201 + 1929 — 11z3 — 224 + 1125 = 19



( T+ 20 = 1 1201 — 18x5 4+ 102203 — 17424 — 21625 = 132
T1+ 2o+ a3 = 4 14x; — 21x5 4+ 11923 — 20324 — 25225 = 154
C) 1'2+ZE3+1'4 = —3 d) ZE3+2ZL‘4+2{E5 = —1
r3+ T4+ x5 = 2 dxg + Dy + 65 = —2
L Tyt+x5 = —1 Trs+8xy+925 = —3
( 2{L‘1+172—I3+£L'4 = 1 {L‘1+JZ2—|—2?L’4:1
¢) 3T — 229 + 203 — 34 = 2 f) 21+ 29— 24 = 0
5v1+x9 — a3+ 224 = —1 g e — 2 — O
. 2£E1—.CC2+$3—31'4 = 4 1 2 3 4
([ 2 +2y+3z—-2t—u = 6
3r+6y+5z—2t—9%u = 1 2 +y—z+t=1 r+2y—z—t=1
7, 20 +4y+22—8u = =5 h) y+3z—-3t=1 ) r+y+z+3t=2
20 +4y+ 7z —5t4+u = 17 r+y+z—t=1 r+dy—z+t=3
(| T+ 2y+62—50—10u = 12
( 1+ 2x9+ 33+ 5y, = —1
2%1 + 5332 + 9.1’3 + 7954 = -1
j) { —2xy — 4wy — 623 — 1024 = 2
—ZEQ—3QL‘3+3JI4 = -1
3x1 4+ Ty + 1223+ 1224, = —2

\

Zadanie 11. W podanych uktadach rownan okresl liczbe rozwigzan oraz liczbe parametrow.

r—=3y+z = 0
r—y+2z+t=1 204y —2z = 1 r—y+2z—1t = 1
a) 3r+y+z—t=2 b) Sr—y—z = 2 ¢)Q 20—-3y—z+t = -1
Sr—y+oz+t=4 r—10y+4z = -1 r+T7y—t = 4
r+y+2z = 1

Zadanie 12. Wskaz zbiory niewiadomych, ktore mogq byc parametrami w rozwigzaniach uktadow
rownan.

r—y+z=-1 r4+2y+3z+4t = —1 r+3y+52+75s+2t=6
a) 20 +2y—22=1 b)) —x+8y+1lz2+12t = 5 ¢){ —o+4dy+22+7s+3t=1
r+y—z2=2 20 —y—2z = —4 2r+y+oz+4s+t =3

Zadanie 13. Rozwiqz uktady rownan w zaleznosci od parametrow a,b,c,p € R.

pr 4y =2 rT+2y==6 ar +y =0 py—z2=0
3r+y=1 b)) 2x4+y=9 c){ z+by=0 d){ pr+y=p
r+4y=p r+y=p r+y=>=b pr+z=1
T+t ript = 6 8r+6y+32+2t=5
dr+y+z—1=2
e) r+y+pz+pt = -8 f) A 9: 4 3¢ — 3
32+ 5y + (p+2)z+3pt = Loy + 2z 43t =
pr+4y+ z+ 4t =2
r+y+3z = —1 ar+by+z=1 (p+1Dy+pz=-2
g)R ar+5by+14z = b h){ x+4+aby+z=1> i) 20 —y+pz=0
—r+2y+52 = —4 r+by+bz=1 20 + 4y =2

Zadanie 14. Okresl liczbe ich rozwigzan w zaleznosci od parametru p € R.



pr+py+pz+pt=p

r+y+z=1
a){ 2p+Dz+(p—-3)y = p+1 b) px—i—g—z:p ¢) r+py+pz+pt=p
(p+2)r—2y = 2p Ty tpr—1 T+y+pz+pt=rp

r+y+z+pt=p

(

r4+2y+(p+Dz+(p+3)w = 4
—2)y —2pz=4
2 +4y+ 2p+4)z+ (dp+6)w = p+10 z+(p—2)y pz_
d) B e) pr+B-py+iz=1
(p+Dz+2y+(p+1z+@p+3)w = 5 TR S iupe
\ r+2y+(p+3)z+2p+2w = 5
)
pr + Y + (p+1)z + pw = 92 _
pdopr ot 2y + Dz 4+ 2w =4 pijg;g
2px + 2y + Bp+1)z + 2p+lHw = 6 oty —
( pT + Yy +  2pz  + (p+3)w = 6 py="»r

3r —y+22=0
Zadanie 15. Rozwiqz uktad rownan dr+2y—52z=0 .
20 —Ty+ 112 =0

Zadanie 16. Podaj interpretacje geometryczng zbiorow rozwigzan podanych uktadow rownan li-
niowych.

r4+2y—z = 1 —9r +3y—6z = —12
a) dor —y+2z = =2 b) 3r—y+22z = 4
x4+ 1ly—7z = 7 —6x +2y—4z = -8

Zadanie 17. Dla jakich wartosci parametrow a,b,c € R zbiory rozwigzan podanych uktadow row-
nan lintowych przedstawiajq:

2) ax + by = 2ab
br +ay = a® + b’
ax + by + cz = 3abc
b) X ar—by+cz=abc , punkt/ prostg / ptaszczyzne / przestrzen R3?
ar + by — cz = abc

punkt/ prostq / ptaszczyzne?

Odpowiedzi
1. a) oznaczony; x = 24015, Yy = 76 b) nieoznaczony; prosta x = 2y + 10, y € R ¢) sprzeczny
d) oznaczony; v = g,y = —%,z = % e) oznaczony; 1 = x9 = lxg = 2,4 = —1  f)

oznaczony v = 2,y = V3,2 =1 2. a) dla p # 0 nieoznaczony, x = %+ v,y € R; dla
p =0 sprzeczny  b) oznaczony dla dowolnegop, t =1—p,y=—-1—p «¢)dlap e R\ {-2,5}
oznaczony, T = p_T45,y = dla p = 5 sprzeczny; dla p = —2 meoznaczony, y=x—2, xR

p— 5’
d) uktad jednorodny, * =y =0 ¢) dla p € R\ {0,5} oznaczony, x = - ) Y = 372 =% - dla
p € {0,5} sprzeczny  f) dla p # 0 oznaczony, x = 2,y = 3 J2 = ; dla p =0 sprzeczny 7,
dla p € R\ {—1,4} oznaczony, x = 2(2151)’9 =4+4+pz= pfll, dla p = —1 sprzeczny; dla p = 4
NIE0ZNACZONY, T = —§z+ g, Yy = 2302 —2,2z€R  h)dlaa=0b=c=0 rozwigzaniem jest dowolna
trojka liczb; gdy doktadnie dwa sposrod parametrow sq zerowe uktad jest sprzeczny, 3. a)
xr=-3y=1 b)x-%y——lZ——%’ c)xy =3,m9 =423 =-baxy,=1 d)x =
O,x2:2,$3:§ :B4:—§ e)r=z=t=1y=s5=0 4. 11 =3, 10 =4, 03 = -5, 1, =1

4



5. a)r=-2y=—-1 bar=2y=3z2=-1 6. a)y=32>—5x+1 b) nie ma
takiej T. x-12t, y-22 2-32, w- 42 8. a)yz%:c,xeR b) uktad sprzeczny

c)x:z+%,y:—2w—|—%, z,w € R d)x:—%,y:%l,z:§ e) uktad sprzeczny 9.
albo jest sprzeczny albo ma nieskoriczenie wiele rozwigzan (od 2,3,4,5 lub 6 parametréw) 10.
a) x1 = —x9, x5 = —11 4+ 22x4 — 3323, 276 = 8 — 1624 + 2473, 9, 3,24 € R

b) xq :%333—}-3:4—%3:5—}?,3:2: %xg—%:m—{—}—i’, T3, T4,05 € R ¢) oy =6 —txg =
t—5x3 =314y =—-1—txs=t,teR d)x = —%—i—%t,xg =t a3 = % x4 = —%,xg) =0,
t € R e) uktad sprzeczny  f) x; = 2— — Loy = —% + 5wz = powyg = 3, peER g
x=—-4-—2y—t,z= %—i—t,u = %, y,t E R h)x=22—-2ty=-32+3t+1, z,t € R

i) uktad sprzeczny  j) vy = 3x3 — 11wy — 3,090 = —3x3 + 324 + 1, 23,24 € R 11. a)
nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od 2 parametrow b)) doktadnie jedno rozwigzanie  c)
nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru 12. a) 1 parametry albo z b)) 2
parametry: {z,t},{y, z},{y,t}  ¢) 2 parametry: {z, s}, {y, s}, {y, 2}, {z, s}, {=, 2}, {z,y}  13.
a) uktad sprzeczny  b) dla p # 5 uktad sprzeczny, dla p = 5 oznaczony x = 4,y =1 ¢) dla
b # 0,ab # 1 uktad sprzeczny, dla b = 0 oznaczony v = y = 0, dla ab = 1 oraz b =

sprzeczny, dla ab =1 oraz b # 1 oznaczony x = ;—_bi,y = 1%17 d) dla p € R\ {0,1} oznaczony
r=1+ %,y = —1,z =p, dla p =0 sprzeczny, dla p = 1 nieoznaczony x =1 —y,z =y,y € R
e) dla p # 4 sprzeczny, dla p = 4 nieoznaczony r = —22 — 7z — 4t y =14+ 32 z, t eR f)
dla p = 0 sprzeczny, dla p # 0 oznaczony v = ;,y = t— 3+ 3—p,z = 8t + —|— = g)dla
a=2b+# —7 uktad sprzeczny, dla a =2,b = —7 meoznaczony reRy=8r— 5 z = 2 — 3z,
dla a # 2 uktad oznaczony v = ;Jrg,y = —5— b+ &= a)(7+b) ,2 = 14+ 3b+ 7+b w
h) b = 0 implikuje a = 2 i uklad jest nieoznaczony r = 1 y eRz=—-1;a = 1 b # 1 uk%ad
sprzeczny; a = b =1 uktad nmieoznaczony z =1—x —y, x,y € R; a = b= —2 uktad nieoznaczony
r=2+zy =1 / '
wzoréw Cramera) 14. a) dlap € R\ {—4,1} oznaczony, dla p = —4 sprzeczny, dla p = 1
nieoznaczony (nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru) b) dlap € R\ {—1, 3}
oznaczony, dla p € {—1,3} sprzeczny  ¢) dlap € R\ {0,1} oznaczony, dla p = 1 nieskoniczenie
wiele rozwigzan zaleznych od 3 parametrow, dla p = 1 nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od
1 parametru  d) dla p € R\ {—1,0} oznaczony, dla p =0 sprzeczny, dla p = 11 nieskoriczenie
wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru e) dla p # 0 oznaczony, dla p =0 sprzeczny  f) dla
p € R\ {—1,0,1} oznaczony, dla p € {0,1} sprzeczny, dla p = —1 nieoznaczony (nieskoriczenie
wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru) 15, z=y=2=0 16. a) prosta
x——l——zy———l—zzeR b) ptaszczyzna y = 3x + 2z — 4, x,z € R 17.  a)
punkt gdy |a| # |b|, prosta gdy a = b # 0 lub a = —b # 0, ptaszczyzna gdy a = b =0 b)
punkty gdy a # 0,b # 0,c # 0, prosta gdy doktadnie jeden z parametrow przyjmuje warto$é zero,
ptaszczyzna gdy doktadnie dwa sposréd parametréw przyjmujq wartosé zero, przestrzen R3 gdy

a=b=c=0




