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Geometria analityczna

1 Dzialania na wektorach

Zadanie 1. Oblicz dtugosSci podanych wektorow.
W) di=[1,27 b)b=[V3 V522 ¢ PO, P=(1,2,0),Q=(34,6)
d) é=[rcosgpcost,rsinpcosty,rsint], r > 0,p,19 € R
e) i =2d+b—T7¢ gdvie d=[1,2,3],0=1[0,0,5],&= [}, 2,1]

Zadanie 2. a) Dla jakich wartosci parametrow o, B € R wektory d = 5%—334—0/, b= 62—1—9}—2/%
sq kolinearne?
b) Wyznacz wersor kolinearny z wektorem ¢ = [2,3,—1] o zwrocie przeciwnym niz ¢.

Zadanie 3. a) Znajd? cosinusy kierunkowe wektora @ = [1,—1,2] € R3.

b) Wektor i tworzy z osiq Ox kqt %, zas z osig Oy kqt %7‘(‘. Wyznacz jego cosinusy kierunkowe
jesli || = 2.

c) Wektor AB o poczatku w punkcie A = (—4,2,3) ma dlugosé 14 i cosinusy kierunkowe (z
Oz, Oy, Oz odpowiednio) %, —%, —g. Znajdz wspotrzedne puntu B.

d) Oblicz wspdtrzedne wektora U o dtugosci 3 i kqtach kierunkowych (z Oz, Oy, Oz odpowiednio)
a =45° 8 =60°,v = 120°.

Zadanie 4. Dane sq punkty A = (3,—1,2), B=(-1,6,0), C = (4,1,3). Znajdz podane wektory.

a) wersor 4, gdy U = BC b) %ﬁ + %B? ¢) rzut wektora %E + BC + AC na o8 Oy

Zadanie 5. Oblicz iloczyny skalarne podanych par wektorow.

~

@) @=[-1,52,b=3,07 bli=i—j+k 0=23—2k

c)U=p+2¢7—7,0=3p—q+ 27, gdzie p,q, T to parami prostopadte wersory

Zadanie 6. a) Dla jakich wartosci parametru t wektory [1,t, —2t],[1,t,7] € R? sq prostopadie?

b) D[la jakzjch wartosci parametrow t, s wektor i = [\/?g, t, s| jest wersorem prostopadtym do wektora
v=[1,1,1]¢

Zadanie 7. a) Dany jest trojkqgt o wierzchotkach A = (1,0,—1), B = (1,2,3),C = (—1,1,2).
Oblicz kqt przy wierzchotku A w trdjkgcie ABC.

b) Oblicz kgt pomiedzy wektorami @ = [1,2,7],7 = [0, 3, —1].

c¢) Oblicz kat miedzy wektorem u = [2,—1,8] a plaszczyzng Oxz.

d) Oblicz kqt miedzy wektorami @ i U, jesli wiadomo, ze wektory @ = 24 + U i b= —4d + 57 sq
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prostopadte oraz |u| = |0].
e) Oblicz kqt miedzy wektorami @ i b, jesli wiadomo ze |@ — b|* + |a@ + 2b> = 20, |@| = 1, |b] = 2.

Zadanie 8. Uzasadnij, ze czworokaqt o wierzchotkach A = (-3,5,6), B = (1,—-5,7),C = (8,-3,1), D =
(4,7,—2) jest kwadratem.

Zadanie 9. Oblicz iloczyn wektorowy a X b podanych par wektorow.

— —

c)a=2p+q+r, b= D+ 3¢ + 47, gdzie p,q,7 to trajka parami prostopadtych wersorow o
orientacyi zgodnej z orientacja uktadu wspotrzednych

Zadanie 10. a) Oblicz pole trojkgta ABC, jesli A= (1,2,3),B=(2,-3,4),C = (7,1,0).

b) Oblicz pole réwnolegtoboku rozpietego na wektorach a = [3, —1, 2],52 1,2, —1].

c¢) Dany jest trdjkat o wierzchotkach A = (=3,1,—1),B = (6,—2,-5),C = (1,—-2,—1). Oblicz

dtugosc wysokosci trojkgta opuszczonej z wierzchotka B.

d) Oblicz pole powierzchni czworo$cianu rozpietego na wektorach @, l;
h

c.
e) Oblicz pole powierzchni réwnolegto$cianu rozpietego na wektorach d, l;, c.

Zadanie 11. Oblicz iloczyn mieszany (67 l;, 5) podanych tréjek wektorow.

a)d:[27073]7[;:[17171]75:[_17370] b)a—p—l—q,b—2p—q,c—7“ gdzze (ﬁ;q_;_j 3

Zadanie 12. a) Znajdz wektor @ wiedzqc, Ze jest on prostopadty do wektorow v = [1,2,—3],
U =[—1,4,2] i spetnia warunek i o da = —150, gdzie @ = [4,5,1].

b) Znajdz wektor u wzedzqc ze jest on pmstopad%y do wektoréw b = 2,3,—1], ¢ = [1,-2,3]
oraz spetnia warunek U o (2@ — j + k:) = —0, gdzie i j k to wersory osi uktadu wspotrzednych.

Zadanie 13. Dane sq wektory d = [3,—2, 1],5: [1,2,—1],¢=[-1,4,3]. Wyznacz

a) [(@=2b) x d x [(@od)- (bx ] b)[(bod)-(2¢xa)o|(@—1b)x (a+3)

Zadanie 14. Upros¢ wyrazenie p'x (24— 7+ p) + (27 + §) x (p'— 27) jesli p, q, 7 to trdjka parami
prostopadtych wektoréw jednostkowych o orientacji zgodnej z orientacja uktadu wspotrzednych.

Zadanie 15. a) Oblicz objetosé czworoscianu rozpietego na wektorach @ = 0,0, ], b= 2,3,0],c=
1,1,7).

b) Oblicz objetosé czworoscianu o wierzchotkach A = (1,3,2),B = (0,—1,3),C = (3,2,1),D =
(—2,1,6).

c¢) Oblicz wysoko$é czworoScianu o wierzchotkach A = (0,0,1),B = (1,2,3),C = (=2,5,6),D =
(3,—2,1) opuszczong z wierzchotka D.

Zadanie 16. a) Czy wektory @ =[1,7,0], b =[2,2,1], &= [-1, -2, —1] sq wspdtptaszczyznowe?
b) Czy wektory d = [2,2,3], b= [1,6,1], =1, — sq wspotptaszczyznowe?

c) Czy punkty A = (0,2,0), B = (1 1,0), C = (=1,-3,=5), D = (0,7,7) nalezg do jednej
plaszczyzny?



2 Plaszczyzna i prosta w R?

Zadanie 17. ZnajdZ punkty przeciecia ptaszczyzny 2x —y + 7z — 2 z osiami uktadu.

Zadanie 18. Dia jakich wartoscim € R, k € R plaszczyzny opisane rownaniams 4x — 3y + 6kz —
8=01i2mz+y—4z+4 =0 sq rownolegte?

Zadanie 19. a) Napisz rownanie ogdlne ptaszczyzny danej réwnaniem parametrycznym

T=2+1t+s
T y=3+t—s , t,seR.
z=06+t

b) Napisz réwnanie parametryczne ptaszczyzny danej réwnaniem ogdlnym x +y — 2z + 7 = 0.

Zadanie 20. Napisz rownanie ogdlne i parametryczne plaszczyzny m:

a) przechodzqcej przez punkty A = (1,2,0),B = (2,1,1),C = (3,0,1),

b) przechodzqcej przez punkty A = (1,0,—1), B = (-2,1,3),C = (7,2,5),

c) przechodzqcej przez punkt M = (0,1,2) i réwnolegtej do wektorow a = [2,0, 1] =1[1,1,0], d)
przechodzqcej przez punkt M = (1,5,1) i rozpietej na wektorach © = [—2,1,3], ¥ = [1,4, —1],

e) zawierajgcej punkt M = (0,1,2) oraz prostq

r=1+2t
l:¢ y=t , teR,
z=—1

f) przechodzqcej przez punkty P = (2,1,3),Q = (—1,2,1) i rdwnoleglej do osi Oz,

g) przechodzqcej przez punkt M = (3,5,7) i prostopadtej do ptaszczyzn m :x —y+22z—1=0,
me:3x+y—2+2=0,

h) prostopadtej do ptaszczyzny my @ x + 2y + 3z — 12 = 0 i zawierajgcej prostq .

r=1—-t
l:Q y=243t , tek,
z=4-2t
i) wyznaczonej przez dwie rownolegte proste 1y : %‘2 = yTH = 3:23, Iy : IT_I = %2 = %
J) przechodzqcej przez proste (o ile to mozliwe)
r=—14+4t
_ B J r+dy+4z=2

Zadanie 21. a) Czy podane réwnania przedstawiajg te samq plaszczyzne?

r=—-2—1t+s r=1+s
T y=4+3t—2s , t,seR m: y=-2+t—s , t,seR
z=6—s z=3—1t—2s

b) Czy podane plaszczyzny sq réwnolegte?

T =2s
m: 22 4+3y—524+7=0, Mo yYy=—25+1 , t,seR.
z=3—4s—1



Zadanie 22. Napisz rownanie plaszczyzny:

a) dwusiecznej (jednej z dwdch) kata miedzy plaszczyznami m @ 20 —y + 5z +3 = 0 @ m :
r—5y+22—-1=0,

b) przechodzqcej przez 0§ Oz i tworzgeej z ptaszezyzng 2 4y + /52 — 1 = 0 kgt 60°.

Zadanie 23. Napisz rownanie plaszczyzny m przechodzqcej przez punkt M = (1,1,1) i réwnoleglej
do ptaszczyzny m : —2x +y — 2+ 1 = 0. Oblicz odlegtosé miedzy tymi ptaszczyznami.

Zadanie 24. Napisz rownanie prostej l:

a) przechodzqcej przez punkty A = (1,2,3), B = (3,4,5),

r+2y—32—1=0
2x4+y—2+1=0 7
c) przechodzqcej przez punkt Py = (2,3, 1) i prostopadtej do ptaszczyzny 5x — 3y + 2z — 1 =0,
d) przechodzqcej przez punkt Py = (2,3,1) i réwnolegtej do plaszczyzn m : 6x —y + 2z —2 = 0,
mix+3y—22z+1=0.

b) przechodzqcej przez punkt A = (1,5,3) i rdwnolegtej do prostej k : {

Zadanie 25. Napisz rownanie krawedziowe prostej przechodzqcej przez punkt Py = (2,3,1) 4
r =3t vyt =1

prostopadtej do prostych ly : ¢ y=—-1+t , teR, oraz Iy: { -+ gy n 3; _9_0 -
2= —t a

Zadanie 26. Napisz rownanie parametryczne prostej danej rownaniem krawedziowym.

) b +2y—2+9=0 Jx+22-4=0
a)l'{3x+2y+22—12:0 o) {:U—y+6:O

Zadanie 27. Napisz rownanie parametryczne prostej danej rownaniem kierunkowym.

a)l:3r-3=6-y=2:-8 b)l: ¥ =y+1=2%

r=2-—1t
Zadanie 28. Dana jest prosta l : y=—1+2t , teR. Znajds:
z2=443t

a) punkty przeciecia prostej l z ptaszczyznami uktadu Oxyz,
b) rownanie prostej w postaci kierunkowej,
c¢) rownanie prostej w postaci krawedziowey.

r+By—z+3=0

2 —ytz—1=0 jest rownolegta

Zadanie 29. Dla jakiej wartoSci parametru B prosta l : {
do ptaszczyzny m:x +y+ 2 =07%

Zadanie 30. a) Czy punkty A = (1,—2,5), B = (3, —2,11) nalezq do prostej : xf_f = % =237

r=1+1
b) Czy prostal : { y=—2t , t€R jest zawarta w plaszczyinie m : 3xr +3y+2—6=07?
z=3+3t
rT+y—z= . .. . .
c) Czy prosta l : = jest zawarta w ptaszczyinie w: 2x — z = 27 Czy ma nieskorni-
czenie wiele punktow wspdlnych z ptaszczyzng m - x +y = 27
d) Czy wektor @ = (0,2, 1] jest prostopadty do prostejl : v i— z B ==



Zadanie 31. Napisz rownanie parametryczne i kierunkowe prostej, bedgcej dwusieczng kgta utwo-
rzonego przez przecinajqgce sie proste ly, .

r=—t rT=—-2+4s
a)ly:q y=2t , teR, lp:¢ y=4—3s , seR
z =3t z=06+42s
r=1+4+2t r=—6+4s
b)li:q y=—-1—t , teR, lhy: y=1-3s , s€eR
z2=242t z=—29—12s
=1
Zadanie 32. a) Czy prostal: ¢ y=1+2t |, t &R jest rownolegta do ptaszczyzny
z2=243t

Tir+y—z+3=07?
b) Czy podane réwnania krawedziowe przedstawiajg te samq prostq?

. r+2y—2—-1=0 - 3r+y+2=0
"1 20 —y+243=0 27 3z —4y+32+5=0

Zadanie 33. Wyznacz punkt przeciecia:

r=1+4+2t

a) prostych ly : . y = —2t ,teR.omzlgzxﬁ—l:%H:z—i—l,
z =3t

b) prostej l : x — :%:% @ ptaszezyzny ™ 2x + 3y +2—1=0,

c) plaszczyzn

Tr=r r=14+t—-u r=2+v
miL y=—2r—s ,r,seR, m:¢ y=—-1+t ytbueR, mm3:¢ y=3—-2w ,v,welR.
z=4r 4+ 3s z=1+4+1 z=3—w

Zadanie 34. Dany jest czworoscian o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (2,0,2),C = (2,2,2),D =
(3,4,—3). Oblicz objetosc tego czworoscianu oraz diugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka D.

Zadanie 35. Oblicz odleglosé:
a) punktu A = (2,0,3) od ptaszczyzny m: 2x — 3y + 2+ 1 =0,
b) ptaszczyzn réwnoleglych m : x — 3y + 22+ 1 =0, my : 20 — 6y + 4z = 0,

¢) punktu O = (0,0,0) odpmstejl:xT_l:—y—lzz__;’,
r=1+1 T =2s
d) prostych réwnolegltych ly : ¢ y=24+2t [ teRorazly: ¢ y=4s ,s €R,
z=-3+3t z = 06s
e) prostych skosnych llz{x:O lz{ r=1
y=20" z=1"
T =—1
f) prostejl: ¢ y=—1+2t ;t€R od plaszczyzny m: x+y— 2+ 7=0.
z=1

Zadanie 36. Dany jest czworoscian o wierzchotkach O = (0,0,0), A = (0,0,1), B = (2,0,0),C =
(1,4,3). Oblicz:

a) dtugosé wysokosci czworoscianu poprowadzonej z wierzchotka A,

b) diugosé wysokosci trdjkgta ABC poprowadzonej z wierzchotka C,

c) odlegtosé prostych lpc i loa (0zn. lpo - prosta przechodzgca przez B i C),

d) miare kqta przy wierzchotku C w tréjkgcie ABC.
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Zadanie 37. Dane sq dwie ptaszczyzny m @ 2x — 3y + 2 =0 oraz my : 4o — 6y + 22 — 3 = 0.

a) Jakie jest wzajemne potozenie tych plaszczyzn?

b) Jaka jest odlegtosé miedzy nimi?

c¢) Napisz rownanie plaszczyzny rownoleglej do plaszczyzn my, s i jednakowo od kazdej z nich
oddalonej.

Zadanie 38. Zbadaj wzajemne potozenie prostych.

xr=2-—2t r=Ss
a)k: y=—-14t teR, [:¢{ y=-3+s ,seR
z=-3+1 z=—1—2s
) 3y—2+1=0 R |
b)k;.{x_gy:o ;LR =y =
Zadanie 39. Oblicz miare kqta miedzy:
r=4—t
a) prostgl: ¢ y=1+t ,t€Riplaszczyzngm: o +y+22—3=0,
z=1-2t

b) prostq przechodzqcq przez punkty A = (3,0,—1),B = (2,—1,2) i prostg przechodzgcq przez
punkty C' = (=2,1,1), D = (3,1, 3),

r=14+t—-s
c) ptaszczyznami m :2x +3y —2—1=0,m: ¢ y=2—1 Jt,s e R.
z=2+s

204+3y+2z2—-8=0

v Ay —254+3=0" Jak wyglgda rownanie peku ptaszczyzn

Zadanie 40. Dana jest prostal : {
przechodzqcych przez prostq 1?2

Zadanie 41. Wyznacz rzut prostokgtny:
a) punktu P = (3,2, —1) na pltaszczyzne m: 2x —y + 3z =0,

rT=2+t—s

b) punktu P = (0,2,3) na plaszczyzne m: y =2t —s ,t,s € R,
z=t+3s

c¢) punktu P = (1,1,1) na prostq | : 2z = 4y + 8 = 4 — 4z,

- ) 2r—-y—2=0

d) punktu P = (0,2,2) napmst@l.{ r 3yl =0

e) prostej l : x_—’53 = % = ZgG na ptaszezyzne m i x +y+ 2 =0,

f)pmstejl:xgi?:%y:3—z na ptaszczyzne m:3xr +2y — 2z +2 =0,

20+3y+2—-8=0

] =Y :
g) prostej | : 5 = % = z na plaszczyzne T poprowadzong przez prostq k : { r4dy —2:43=0

rownolegle do 1.

Zadanie 42. Wyznacz rzut ukosny:

a) punktu P = (1,2, —2) na pltaszczyzne m: x +y — 4z — 6 = 0 wzdluz wektora v = [—1, 3, 0],

b) punktu P = (2,6,2) na plaszczyzne 7 : 2x —y + 3z + 7 = 0 wzdtuz wektora v = [8, —2, —6],
r=-3—1

c¢) punktu P = (3,1,0) na prostq : =5—t ,te€R wzdtuz wektora v = [2,-3,1],
z=24+2t

d) punktu P = (—2,2,1) na prostq : % = ny1 = % wzdtuz wektora v = [~1,—1,1].



Zadanie 43. Napisz réwnanie prostej | przechodzqcej przez punkt A = (1,0, —1), réwnolegtej do
ptaszczyzny w2 3x — 2y — 3z + 3 = 0 1@ przecinajgcej prostg k : x — 2 = y_—_21 = szrz.

Zadanie 44. a) Dokonaj translacji punktu P = (1,2,3) o wektor v = [2,3,7].

b) Dane sq dwa punkty Py = (xg,Y0,20) oraz Py = (x1,11,21). Znajdz wspétrzedne punktu S,
ktory jest srodkiem odcinka PyP;.

c) Dany jest punkt Py = (xo, Yo, 20) oraz plaszczyzna 7 : 3x — by — 2z = 0. Znajdz wspdtrzedne
punktu P, ktory jest punktem symetrycznym do Py wzgledem plaszczyzny 7.

d) Odcinek A'B’ jest odcinkiem symetrycznym do odcinka AB wzgledem plaszezyzny 7 : 2z + 1y —
z+3=0. Znajd? odcinek A'B', jesli A= (0,-2,1), B = (1,1,4).

Zadanie 45. Wyznacz punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:

a) punktu S = (1,-1,2),  b) prostej  : { r+y=0

y+z=0" c) ptaszezyzny m: 2x —y+ 2z — 6 = 0.

Zadanie 46. Uzasadnij, ze rownanie ptaszczyzny m przechodzqcej przez trzy miewspotliniowe
punkty P; = (x;,y:,2:), 1 = 1,2,3 mozna zapisaé w postaci

z y z 1
a0 YA L = 0.

Ty Yo 2o 1

T3 ys z3 1
Odpowiedzi
1. a)3V6 b)4 ¢)Vid d)r e) V21 2. da=3 b)-a=[7 0
3. ) A E b i-t+k )B=(0,-4-9 d)i=[3v23-3 4 a
W=7 7 ol 0213 0,500 5 @)1l b1 -1 6. a)t=T+4/3
b)t =33+ 1, 32—‘/?3$% 7. a) f:urccos;/—\l;g1 b) arccos\/j—o ¢) arccos /8 d) T e)

9. a)[-17,3,13) b)[3,—1,-3] ¢)5"—T7¢d+p 10. o) ¥EBE b)VT4 )5 d)

Haxb|+Ltaxd+ipxd+i(b-a)x(@—a)| e P=2axb|+2laxa+2bxd 11
a) =3 b) -9  12. a)id=[-32,-2,—12] b)@=[-3,3,3] 13. a)[-32,—448 —96]
b) —2800 14. 7F—2p+3¢ 15. o)t b)Y ¢)6v2  16. a), ¢) nie b) tak
17. (1,0,0),(0,-2,0), (0,0, 2) 18. m=—-%k=2 19. o)m:x+y—224+7=0 b)

rT=2+t+s r=1+t+2s
T y=3+t—s , t,seR 20. a)m:ix+y—3=0,7:K y=2—t—2s ,t,s€R
z2=6+1 z=1t+s
r=1-3t+6s
b)mix—24y+624+5=0,7:< y=t+2s JtbseR  ¢)m:—z+y+22-5=0,
z=—1+4t+06s
r=2t+s
m:q y=1+s ,t,s€R
z =2t
r=1—-2t+s
d)rm: -13x4+y—92+17 =0, 7 : y=5+t+4s ,t,s e R e)m:x—-2y+2z =0,
z=14+3t—s



r=2t—s r=2—3s

T y=14+t+s ,t,seR f)r:—2x—-3y+5=0,7:¢ y=1+s ,tseR
z=2+43s z=3+t—2s
r=3+1t+3s
g)m:—x+Ty+4r—60=0,71:¢ y=5—-t+s ,t,seR h)m:—183x—y+52—-5=0,7:
2=T7T4+2t—s
r=14+t—s r=2+3t—s
y=2+4+2t+3s ,t,seR )m:—6x+20y+11z—1=0,7:< y=—-14+2t+3s ,t,s€R
z=4+4+3t—2s z=3—2t—06s
r=—14+4t+2s
i y=14+4t+2s [t,seR 21. a)tak b)nie  22. a)x+4y+3z2+4=0 ludb
z = —6t —3s
3r—6y+T72+2=0 b)na przyktad x4+ 3y =0 23. 7r:—2x+y—z—|—2:0,d(7r,7rl)—%
r=1+72t r=1+1 T =245t
24. a) :Q y=2+4+2t ,teR b)) : y=5-5t ,teR ¢) : ¢ y=3-3t ,teR
z2=34+2 z=3—-3t z=14+2t
r=2-—t
d :{ y=3+13t ,t € R 25. 1 : {_533 f’;;i;zz__lg;g 26.  a)
z=1419¢
x =6t T =2t r =3+ it
[:Q y=—1—-156t ;t€R b)l:¢ y=6+2t ;teR 27. a)l: ¢ y=6—-t ,teR
z="T+6t z=2—t z=4+3t
r=—-3+3t
b)l:q y=—-1+t ,teR 28. 4)(0,3,10), (2, -1 0), (3,0, L) bp)l: =2 =1 = =4
z:8—§t
c) na przyktad [ : { giig:?o—:OO 29. B = -5 30. a) tak oba  b) tak
r= -2
c) tak, tak  d) nie 31. a) l : y=4—t |t € R, l:%ﬁ:y_—?zzgﬁ b)
z=06+5t
r=—12 + 28t ;
[ : y———22t ,t e R, [ ‘”;%12 = y:ﬁ = Zjllol 32. a) tak  b) nie 33.
z=—11—-10¢

a) (3’_3’3) b) (27_376) C) (17_]-71) 34. 3\/5 35. CL) \/% b) \/%74 C) %‘ 101
d) 3@ e)1  f)2V3 36. a)i b) V21 ¢)8 d) \/?—é 37. a) sq rownolegte,

bez punktow wspdlnych  b) 2\:} c) Qx —3y+z— % =0 38. a), b) proste skosne 39.

a) arcsin 3  b) arccos \/@ ¢) arccos \/@ 40. 2z +3y+2z—8)+Ar+4y—22+3) =0,

A € R parametr 41. a) (—,—ﬁ,—ﬁ) b) (%,%a%) c) (%—éé) d) (%:_%7%)
—2x+ 13y —112+20=0 5 —2x+y+2=0

e){ ctyto—o P51 g){Sx—10y+202—69:O 42.

a) (3,—5,—2)  b) nie istnicje, bowiem U || w oraz P ¢ 7 ¢) (—1,7,—2)  d) nie istnieje, bo-

wiem prosta l oraz prosta przechodzqca przez P o kierunku v sq skosne 43. [: z__—11 =4= %

44. a) (3,5,10) b)) S = (Tofm b 2tn) o) PP = (x4 + 6lo, yo — 10to, 20 — 4to), gdzie
tO = _3:))_8x0+%y0+%20 d) A= Al; B' = (_%7§’§) 45. a) (07_575) b) (__7_573)

c) (6,1,1)




