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Przestrzenie wektorowe

Notacja:
R* =R\ {0} oraz Ry ={z eR: z >0}
Oy lub O wektor zerowy danej przestrzeni wektorowej V'
yX zbiér odwzorowan f: X — Y
deg f stopienn wielomianu f
lin$ powtoka liniowsg zbioru S
v=[v1,...,0,]g wspoOlrzedne wektora v w bazie B

UWAGA: R" = (R", +, R, -) oraz C" = (C", 4, C, -), chyba ze wyszczegolniono inaczej.

1 Przestrzenie wektorowe i ich podprzestrzenie

Zadanie 1. SprawdZ, czy zbior V wraz z podanymi dziataniami jest przestrzenig liniowq nad cia-
tem K.

a) V. =RN z2bidr ciggow liczbowych o wyrazach rzeczywistych, K = R, z dziataniami
((ll,CLQ,...> + (bl,bg,...) = ((11 +b1,a2 +bg,...), A (al,ag,...) = (/\(11,)\'@27...) dla e R

b) V=R, K =R z dziataniami &, ®, gdzie x By =zy oraz « ® x = 2%, dla z,y € R", a € R

c) V =Rylz], K =R, ze standardowymi dziataniami dodawania wielomiandw i mnozenia wielo-
mianu przez liczbe

d)V ={X € K" : AX = 0}, gdzie A € Mp,«n(K), tj. 2bior rozwigzan jednorodnego uktadu
rownan lintowych nad ustalonym ciatem K

e)V=W*={f:X W}, gdzie X, W # &, K dowolne, z dziataniami (f+g)(z) = f(z)+g(z),
A-f)x)=X-f(x) dla f,ge VA e K

)V =R K =R z dziataniami (z1,11) ® (22,92) = (x1 + 22,92 + ¥2), A O (21,41) = (Az1, 1)
dla (z1,11), (22, 92) ER*, A€ R

g) V to pewne ciato, zas K C V to jego podciato, z dziataniami dodawania i mnozenia w ciele
h) V to zbior okregow O(S,r) o srodku S = (zo,yo) € R? i promieniu r € Ry U {0}, K = R,

dziataniami O((x1,91),71) ® O((v2,92),72) = O((x1 + 22, Y1 + ¥2), 71 +71), A© O((@1,41),71)
O((Az1, A1), Arqy) dla A € R

I

i) V = Msys(Z), K =R z dziataniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez liczbe



J)V =Q, K =R z naturalnymi dziataniamsi

k)V =C, K =C, z dziataniami & - naturalne dodawanie w C oraz @ takim, ze A\®z = Re(\)- z,
dla X,z € C (gdzie Re(N) - z to naturalne mnozenie w C)

Zadanie 2. Niech (V,+, K, ) bedzie przestrzeniq liniowq.
a) Uzasadnij, zeVe,y,z e Vat+y=ax+z2 = y=z.

b) Kazdy element x € V' ma element przeciwny y € V', czyli taki, ze x +y = 0. Czy moze istniec
wiecej niz jeden element przeciwny do danego elementu x ¢

Zadanie 3. Czy zbior A jest podprzestrzeniq przestrzeni R3?
a) A={(z,y,2) € R®: x4+ y+ 2z =a,a € R* ustalone}
b) A={(z,y,2) eR®: >0} ¢) A={(z,y,2) eR®: 22 +9* + 22 < 1}
d) A={(x,y,2) ER®: 2=2y,2=0} e) A={(z,y,2)€eR®: z+y+2z=0}
f)A={(z,y,2) eR3: 22 =1V yz =0}
Zadanie 4. Czy zbior Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Rlz]?
W)Y ={f €Rz]: f0)=1} b)Y ={f €Rz]: f(0) =0}
¢)Y = {f R[] : —3f(1) +2f(0) = 0}
d)Y ={f € R[z]: dlak € Nustalonego f(1) + f(2) + ...+ f(k) =0}

¢) Y = {f € Rla] : deg(f) jestparzysty} )Y = {f € R[] : f(1) = 0}

Zadanie 5. Czy zbior Z jest podprzestrzeniq przestrzeni liniowej V' 2
a)V =R, + R, ), Z={(r1,29,73,24) € R*: 21 4+29—3w3—314 = 0,21 — 22+ 313+74 = 0}
b) V =RY Z to podzbior ciggow zbieinych do ustalonego g € R
)V =R*+R,"), Z={(r,y) e R*: z —4y* =0}
d)V = (C([0,1,R), +,R, ), Z = {f € C([0,1],R) : f(0) = f(1)}
e) V =(C([a,b],R),+,R,-), Z ={f € C([a,}], ff =0}
)V =RN, Z to podzbior ciggow ograniczonych

9)V = Rs[z], + R, ), Z={f € R3[z] : Vz € R f(z) = f(—2)}

b

h)V:(MQXQ(R)7+7R 4= { |:a_|_b 2a

}:a,beR}



i) V = (Mya(R), +.R,), Z = { A€ My : det(4) =0}

j) V=R, R, Z={f:R=>R|f(7)=0}

k) V = (R[z],+.R, "), Z = {f € Rlz] : deg(f) > 2} U {wielomian zerowy}
)V = (Rlz], +,R,"), Z = {f € Ra] : deg(f) = n, n € Nustalone}

m) V= (%, +,R,-), Z={f :R—>R: f'(z) = /F(2) = 0}

n) V = (Masa(R), +, R, "), Z = {A € Moo : A+ AT = 0}
0)V=R?Z={(z,y) €R?: In(1 -2+ >0}

p) V=R Z={2z,2+y0,1): 2,y R}

Q) V=R, Z={(x,y,2,1t): (x+2)?=22>+2%}

Zadanie 6. Ktdre z ponizszych zbioréw sq podprzestrzeniami liniowymi ptaszczyzny R??
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Zadanie 7. Ktore z nastepujgcych zbiorow macierzy kwadratowych stopnia n sq¢ podprzestrze-
niami przestrzeni My, (K)?

a) macierze symetryczne b) macierze osobliwe c¢) macierze nieosobliwe
d) macierze antysymetryczne e) macierze ze Sladem réwnym zero

f) macierze komutujqce z ustalong macierzqg A

2 Liniowa niezalezno$é¢ wektoréw, powloka liniowa

Zadanie 8. Zbadaj liniowq niezaleznosé uktadow wektorow w przestrzeni liniowej V.

a) V= R37 T = (1>2a3)7y = (_27_47 _6)

D)V =R 2= (1,-1,0),y = (2,1,1),2 = (3,0,2)

) V=R 2=(1,4,3),y=(-1,2,1),2 = (0,6,4)

d)V =R r=(2,3,-1),y=(2,0,0),z2 = (0,3,1)

e) V=R u=(56,94,16),v = (48,67,81),w = (2
1 2

21,110 =(2,21,1,-2,3),w = (5,—1,7,4,2,6)
h)V =Rylx], p(z) =1+ 22, qg(z) =1 -2 r(z) =1+ 2z

7))V =Rsz], p(x) = 23 +2x—1,q(x) = 32* +x+1,7(x) = 22°+ 322 +5x— 1, s(x) = 2+ 32>+ 3z
BV =Rya], plx) = o — 27 + 2,9(z) = 2 + 225 + 22+ 1,r(z) = 2® + 2+ 1
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n)V =M(R), A= [2 1],B:l1 _1],02[_3 0]
0) V=R f(z)=¢e"g(x)=Inx
p)V =RE f(x)=e" g(x) = e* h(z) = ™
q) V=RE f(z)=mxg(z) =sinz, h(z) = cosx
1)V =C(R); [(x) = 2, g(x) = 4, h{z) = &°
s)V=CR); f(z) =2+7-4% g(x) =4 +5-4% +3- 5% h(x) = 4 — 4% 4 57!
t)V =C(R); f(x) =1,g(x) = cosz,h(z) =sinx

Zadanie 9. a) Dla jakich wartosci p € R uktad wektorow v = (1,0,2,1,2),v =(2,1,1,2,1),w =
(5,1,7,5,p) € R® jest liniowo niezalezny?
b) Dla jakich wartosci p € R zachodzilin{(2,1,0,p),(0,1,2,2),(0,1,1,2), (p,0,2,p)} = R*?

Zadanie 10. Wektory u,v,w,x sq liniowo niezalezne w przestrzeni wektorowej V- nad ciatem R.
Zbadaj lintowg niezalezno$é podanych uktadow wektorow.



a)a=u—vb=v—ww
b)a=u+2v,b=v—3w,c=w+ 6z, d=u—4z
c)a=ut+2v+wb=v—-3w+zr,c=u—=z
d)a=u+v+2w—z,b=2u—v+w+3zr,c=4du+v+dw+zx

Zadanie 11. Rozwazmy przestrzern RY rzeczywistych ciggow liczbowych. Niech a,b € R bedg
liczbami ustalonymia.

a) Uzasadnij, ze 2bior U = {(Up)nen @ Uni1 = aUp + bu, 1} jest podprzestrzeniq liniowg RY.
b) Uzasadnij, ze wektory (vp)nen, (Wn)nen takie, ze vi = 0,v9 = 1L,w; = 1,wy = 0 sq liniowo
niezalezne.

Zadanie 12. a) Czy w R? istnieje uktad czterech wektorow, ktory jest liniowo zalezny i przy tym
kazde trzy wektory tego uktadu sq liniowo niezalezne?

b) Uzasadnij, ze w R? dowolny uktad trzech wektordw jest liniowo zalezny.

c) Czy kazdy uktad liniowo zalezny musi zawieraé poduktad liniowo zalezny 1 poduktad liniowo
niezalezny?

d) Czy czesé wspdlna dwdch liniowo niezaleznych uktadow wektoréw moze (a moze musi) byc
uktadem lintowo niezaleznym?

e) Podaj przyktady na to, ze suma dwéch uktadow liniowo niezaleznych moze byé uktadem liniowo
zaleznym jak rowniez moze byé uktadem liniowo niezaleznym.

Zadanie 13. Wektory (1,2,3), (1, ,5) przedstaw na wszystkie mozliwe sposoby jako kombinacje
liniowe wektorow (2,0,6), (0,1,0), (1,-1,3).

Zadanie 14. Rozwazmy przestrzen wektorowg R*. Czy jest prawdag, ze:
a) (4,6,4,5) € lin{(1,4,6,5), (5,6,2,4)}, b)(3,4,3,7) € lin{(1,4,5,3),(7,6,2,10)} ¢

Zadanie 15. Rozwazmy W7 =lin{(1,4,5),(8,7,0)}, Wy =1in{(3,7,7),(0,5,8)} podprzestrzenie
R3. Uzasadnij, ze Wy = Ws.

Zadanie 16. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowq oraz niech x,xy,...,x, € V. Uzasadnij, ze
x jest kombinacjq lintowq elementow x+, ..., x, wtedy 1 tylko wtedy gdy
lin{x, z1,...,2,} = lin{zy,...,2,}.

Zadanie 17. Opisz stownie lub geometrycznie zbior linA.

a) A={(1,3,1),(0,5,2)} CR® b) A= {x, 23 25 27} C Rx]

ga=([3 ] [§ 8] [3 3]yt

Zadanie 18. Czy podane uktady wektorow generujq przestrzen R3#

a)u: (1,3,5),1): (277’5)7w: (17179) b)u: (1,4,5),1}: (37271)771]: (57574>



Zadanie 19. Wskaz generatory przestrzeni liniowej V.
a)V={(r—3y,x+y+72y—522xr+4z2): 1,9y, € R} C R

b))V =A{(z,y,2) eR*: § =¥ =5} ¢)V={peRyfz]: p(1) +p'(0) =p'(1) +p"(0) = 0}
Zadanie 20. Podaj przyktad struktury zamknietej na kombinacje liniowe, a mimo to nie bedgce)
przestrzeniq wektorowg.

Zadanie 21. Niech fi,..., f, € C""YR), n > 2. Macierz W(zx) postaci

h@)  f@) )
U@y V@) . B ()

nazywamy macierzg Wroriskiego, a jej wyznacznik wronskianem.

a) Uzasadnij, ze jesli detW (x) nie zeruge sie tozsamosciowo na R (tzn. Jzg € R : detW (zg) #
0), to funkcje f1,..., fn sa liniowo niezalezne w C(R).

b) Podaj przyktad na to, Ze twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe, tzn. ist-
niejg funkcje liniowo niezalezne w C(R) i takie, ze detW (x) zeruje sie na R.

c) Korzystajgc ze sformutowanego w podpunkcie a) kryterium liniowej niezaleznosci funkcji
uzasadnij, lintowq niezalezno$¢ nastepujgcych uktadow funkcji:

{e7*,1,¢e"}, {1,sinx, cos z, sin 2x, cos 2 }.

3 Baza i wymiar przestrzeni liniowej, wspoirzedne wektora
w bazie

Zadanie 22. Korzystajgc z definicji zbadaj, czy podane zbiory wektorow B sq bazami podanych
przestrzeni wektorowych V.

a) V=R B={(1,01),(1,2,2)} b V=R3 B=1{(20,2),(24,4),(44,6)}

¢) V=R B=1{(101),(1,22),(0,1,1)} d)V=Rya], B={2?—z+1,2c+1,2z—1)}

e)V = Rolel, B = {w+a?, 1—a?) f)V:MQXQ(]R),B:{[é 8}[? 8}{8 _H{g _‘”}

Zadanie 23. a) Czy baza przestrzeni wektorowej moze zawieraé wektor zerowy?

b) Baza przestrzeni wektorowej V' to podzbior V. Czy baza moze byé réwna V ¢

c) Uzasadnij, ze jesli przestrzen liniowa jest wymiaru n, to wowczas dowolny uktad n liniowo
niezaleznych wektorow tej przestrzeni jest jej bazg.

d) Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq i niech uktad wektorow B = {by,...,b,} bedzie bazq tej
przestrzeni. Uzasadnij, ze wowczas wektory

V1 = (Jé11b1+()421b2—|—. . .+(Jén1bn, Vg = a1261 —|—Oéggbg—|—. . .+an2bn, oo Uy = alnb1+a2nb2+. . +()énnbn
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a1 1 ... Oqp

tworzq baze przestrzeni V. wtedy @ tylko wtedy gdy det Qa1 @22 .. Qon # 0.

ap1 Op1 ... Opp

Zadanie 24. Czy podany uktad wektorow jest bazq przestrzeni liniowej V ¢
a) V=R v =(3,20),v=(4,2,—1),v3 = (1,2,2)

b))V =R* v =(1,0,0,1),v9 = (1,2,2,1),v3 = (5,4,4,5),v4(0,0,1,2)

c) V=R v =(3,2),v=(7,2)

d)V =Rylz]; plx)=2+2%¢qx)=1—z,r(x)=1+z+ 22

ov=ma@: a=[0]=[1 S ]e=[T0]0-[3 3]

Zadanie 25. a) Dla jakich wartosci parametru p € R uktad B = {(p—2,—p), (3,24 p)} jest bazq
przestrzeni R??

b) W przestrzeni R* zbadaj liniowq niezaleznosé wektorow v = (1,0,1,1),v = (2,2,2,0),w =
(—1,2,3,1) i przedstaw wektor x = (—3,4,9,5) jako kombinacje liniowqg wektoréw u, v, w. Czy do-
wolny wektor z przestrzeni R* mozna przedstawié w postaci kombinacji liniowej wektoréw u, v, w?

) tworzq baze przestrzeni R3.

c) Wykaz, ze wektory uy = (1,2, —1),uy = (0, — ) ( ,
= ( ,D) w tejze bazie.

Oblicz wspdtrzedne wektorow vy = (1,2,5),ve = (O )

d) Wykaz, ze fi = 2, fo = 2+3, f3 = 22*+1 tworzq baze przestrzeni Rylz]. Oblicz wspotrzedne
p=2a%—x,q=1 w tejze bazie.

e) Wykaz, ze p = 1+ 2x + 322, ¢ = 1 + 722, r = 42? tworzq baze przestrzeni Rs[x]. Oblicz
wspdlrzedne w = 2z — 2% w tejie bazie.

f) Wykaz, ze uktad {(2i,1,0), (2, —1,1),(0,1 44,1 —14)} stanowi baze przestrzeni (C*,+,C,-).
1

Znajdz wspotrzedne wektora (1,0, ) w tejze bazie.

3 0

B_ ( 1 -1 1 1 -1 1 00 >
N 0O 111710 —1 |’ O 1|1 0]/
Zadanie 26. Niech {by,by, b3} bedzie bazq przestrzeni wektorowej V. Zbadaj, czy podane uktady
wektorow rowniez sq bazami przestrzeni V.

g) Wyznacz wspotrzedne A = [ Ll } € Msyo(R) w bazie

CI,) (51 :b1—2b2+bg,u2:2b1—bQ,U3:b1+bQ—b3

b) U1l :b1—262+b3,U2:2b1—b2,U3:3b2+b3

Zadanie 27. Wskaz baze przestrzeni liniowej i okresl jej wymiar.

q) V= (C?+,C,-) oraz W = (C?, +,R, )
Zauwaz, ze wymiar przestrzeni C? zalezy do tego nad jakim ciatem jq rozpatrujemy.



b) V ={(-t0,t): t e R} CR?

c)V={Q2x,z+y,3r—y,r—2y): z,y e R} CR?
d)V={(r—2s—t2r+s—3t,3r+4s—>5t): r,s,t e R} CR3

e) V=A(v,y,z,t) eER': x+y=2—y}

)V =A(z,y,2,t) eER*: 2 +32=y—22+t=a+y+2=0}
g)V={(r,y,2,t) ER*: 2 —y+32—3t=0 A 4o — 4y + 11z — 9t = 0}

)V =lin{a = (3,2,0), b= (4,2, -1), ¢ = (1,0, —1), d = (1,2,2), e = (2,2,1)} C R®

i)V =WiNWy; Wi =1in{(0,1,0,1),(1,2,3,0)}, Wo = {(z,y, 2,t) € R*: 3z —y—2+7t =0}

1 -1 1 -1

. : . 1 2 0 1

7) V generowana przez wektory wierszowe macierzy 9 5 _3 4 € My(R)
4 -1 3 =2

E)V=lin{z® + 222 + 2, 2> —x + 1, 2® + 2%, 23 — x, 22° — 1} C R3[x]
DV ={peRufz]: p(1) +p(=1) = p'(0)}

m)V:{AGngg,(R)Z A‘I—AT:O}

. 1 -1 31 5 —1 2 1
n)V:hn{A: ) 1},3—{0 1},0—{4 3},1):{1 0}}cM2(R)
(10 11 0 1 00
o)V:Iin{A: 02(.B=|loo|l,c=|22]|.,D=|20 }cngg(R)
(3 0 3 3 0 3 3 3

p) V - zbior wielomiandw p € Rg[z]| podzielnych przez ¢ = x — 1

q) V = lin{1, sin? z, cos 2z, cos? 2} C C(R)

Zadanie 28. a) Niech U = lin{1 —2? + 23,1+ 22+ 23,3+ 2 — 2> + 23, -2 + 3v + 22°} C Rs[z].
Wskaz baze przestrzeni U i okresl dimU. Czy p = a® +x — 1 nalezy do U ?

b) NiechU =lin{p =z* — 2> + z,q =2 + 223 + 22 + 1,r = 2% + 2 + 10} C Ry[x]. Wskaz baze
przestrzeni U i okresl dimU. Czy w = 32* + 323 + 22 — 8 nalezy do U? Jesli tak, wyznacz jego
wspotrzedne w bazie przestrzeni U.

Zadanie 29. a) Dla jakich a € R uktad wektoréw p = 2* —2x+3,q¢ = 20* —x+ 1,7 = 2° +ax+a?
jest bazq przestrzeni Ry[x]?
b) Przyjmij a = 0 i wyznacz wspétrzedne wektora w = x* — 5z + Tw bazie (p,q,7).



Zadanie 30. Wektory u,v,w,x sq liniowo niezalezne w przestrzeni wektorowej V nad ciatem R.
Okresl wymiary podprzestrzeni liniowych generowanych przez podane uktady wektoréw w zalezno-
sct od parametru p € R.

a) a = 2pu+ 3pv + bpw, b=u~+pv + (1 + p)w, c =pu+ v+ (1 + p)w
b)a=3u—pv+3w—pr,b=u+v+w+zx, c=4u+4v+ pw + px

Zadanie 31. Symbolem dimg V' oznaczamy wymiar przestrzeni wektorowej V' rozpatrywanej nad
ciatem K. K oznacza ciato dowolne. Uzasadnij ponizsze rownosci:

a)dimgR"=n b)dimgR,[z] =n+1 ¢)dimg Myun(K)=m-n d) dimg R* = 0o

e) dimg C*" =94 f)dimgR>® =00 g¢) dimg C([0, 1]) = oo

Zadanie 32. Czy podane zbiory to podprzestrzenie przestrzeni liniowej R, [x]? Jesli tak, wskaz
ich bazy v okresl wymauar.

a) wielomiany ktorych pierwiastkiem jest ustalona liczba a € R

b) wielomiany ktorych pierwiastkami sq ustalone liczby aq, ..., a € R
c¢) wielomiany dla ktorych ustalone a € R jest pierwiastkiem pojedynczym

Zadanie 33. Niech A =1lin{f, f', f",...}. Podaj przyktad funkcji f € C(R) takiej, ze:
a)dimA=1 b)dimA=2 ¢)dimA=3

Zadanie 34. Podane uktady wektorow uzupetnij do baz wskazanych przestrzeni liniowych.
a) {ug = (2,1,0),us = (1,1, 1)} wR® b) {u; =(1,3,2,1),us = (5,—4,7,1)} wR?

c) {p1(x) = (x — 1)% po(z) = 2% — b, p3(x) = 1 — 4o + 2%} w R3[z]

Zadanie 35. Korzystajgc z definicji, wyznacz wspotrzedne wektora v € V- w bazie B' przestrzeni
lintoweg V', jesli dane sq jego wspotrzedne w bazie B.

a)v=1[0,1,-2]z B= (bl,bQ,Z)g), B = (b1,61 by, by — bg), V = RS

b)v=1[321]5 B= ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)), B = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)), V =R?
¢)v=1[31,8s B = (1,x,x2>, B = (1,1+:1:,1+x+x2), V = Ry[z]

d)v=1[1,1,-2s, B = (x,x+1,x2+1>, B - (1,1+x2,x—|—x2>, V = Ry[z]

Zadanie 36. Wyznacz wspotrzedne wskazanych wektorow w wybranych bazach podanych prze-
strzeni lintowych V.

a)V ={(z,y,z,t) ER*: 20 —y =243}, v=(1,1,-2,1)



b) V ={peRyz]: p(3) =0}, v(z) = 42* — 242 — 3

c) V={A € Mys(R) : A= AT} macierze symetryczne stopnia 2, B = { g _i1’> }

Zadanie 37. Wyznacz takie bazy B odpowiednich przestrzeni wektorowych, w ktorych podane
wektory v majq wskazane wspotrzedne.

CL) V= (37_5) € RQ; U= [57_2]3 b) v = (1707170) € RS; U= [17_2747_1]3
c)v=1(1,2,3,-6) eV, V={(r,y,2,t) eR*: s +y+2z+t=0}, v=11,0,0,0]5

d) v(z) = 2% — 2z € Ry[z], v =[-1,3,1]5
Zadanie 38. Czy istnieje baza B przestrzeni R® taka, ze
(1,2,1) = [1,1,-1]g, (1,1,2) = [1,1,0]5, (1,1,0)=[0,1,—1]z ?

Zadanie 39. Zapisz macierz przejscia Pg_p od bazy B do bazy B' dla przestrzeni wektorowej V.
o) V=R B= ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)), B = ((3,3,4), (—1,2,2), (1,1, 1))
b) V=R B= ((1, 1,1),(1,1,0), (1,0, 0)), B = ((1, 0,1),(0,1,1), (0,0, 1))
c) V =Rslx], B= (1,az,x2,x3>, B = <2$2 —3,x3—|—1‘,4—$,1+$+x2>
d)V =Ry[z], B= (:1:—|—1,x+2,x2+1), B = (x+3,:(;+4,:c2>

Zadanie 40. Dana jest baza B' = <b’1 =(1,1,1),b, = (1,0,0),b5 = (1,2, O)) przestrzeni R® oraz

macierz przejscia od pewnej bazy B do bazy B'. Wyznacz baze B.

1 12
Ps.g=1|2 -1 1
0 10

Zadanie 41. Wykorzystujgc macierz przejscia Pg_z od bazy B do bazy B’ wyznacz wspdtrzedne
podanych wektorow w bazie B, jesli podano ich wspdtrzedne w bazie B.

a) B baza standardowa w R?*, v =[2, 1]z, B/ = ((5,3), (—2, 7))

b) B = (b1:$2,b2:x,b3:1> baza Ry[z], v(z) = 2? + 2+ 2, B = <x2—1,x2+1,2—2x)
100 , 1 0 11 1 1 01

C)BbazastandardowawMQXQ(]R),A{3 0},[3([0 O]’{O 0],[1 _1},[2 11)

Q) V=R, B=((2.1).(1,0)), B3 v =[1,-2s, B = ((~1,1),(1,1))
Zadanie 42. Niech U = {(x,y,2,t) € R*: 20 — y = 2z + 3t}.

a) Uzasadnij, ze U jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni RY.
b) Wyznacz baze 1 wymiar przestrzeni U.

c) Czyv = (5,11,-2,1) € U? Jesli tak, podaj wspdtrzedne wektora v w bazie przestrzeni U.
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Zadanie 43. a) Sprawds, ze uktad wektorow p' = 3x* —x,¢ = 22 +x — 1,0 = 2> + 5x — 6
tworzy baze przestrzeni Rylx].

b) Wyznacz macierz przejscia P = Pg_,p od bazy B = (p =2, g=a,1r = 1) do bazy B =

(p’, q, 7”) :

c) Wyznacz wspdtrzedne wektora w = 22% + x w bazie B'.

Zadanie 44. Rozwazmy przestrzen wektorowq Rs[z] i jej baze B = <b1 =14+z,00=1—2,b03=

22+ a3, by = 2% — .753) oraz p(x) = 1 — x + 3% — 2% € Ry[z].
a) Wyznacz wspdtrzedne p w bazie B
b) Znajdz takq baze B' przestrzeni Rs[z], ze p = [1,0,2,0]s.

Zadanie 45. Dana jest baza B = (bl, b, b3> przestrzeni R-lintowe) V.
a) Uzasadnij, ze uktad B' = (bl, b1 — by, by — bg) jest bazq V.

b) Wyznacz wspotrzedne wektora v w bazie BB', jesli v =[0,1, —2]z.

Odpowiedzi

1. tak: a), b), ¢), d), e), g) nie: f), h), i), ), k) 2. b)nie moze 3. tak: d), e) nie:
a), b), c), f) 4. tak: b), c), d), f) nie:a) e) 5. tak: a), d), e), f), g)h),j), n), o) q)
nie: b) (chyba ze g=0, wtedy to podprzestrzen), c), i), k), 1), m), p) 6. tak: e), f) nie: a),
b), ¢), d), g) 7. podprzestrzenie: a), d), e), f) 8. liniowo niezalezne sq: b), d), f), h),
k), n), 0), p), q), r), t), u), 9. a)p#T7b)pecR\{0,4} 10. d) liniowo zalezne  a),
b), ¢) liniowo niezalezne 11. a), b) tak  12. a) tak, np. (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)
c) tak, zbior pusty i caty uktad — d) Czes¢é wspdlna zawsze jest uktadem liniowo niezaleznym.
e) Np. w R® mamy S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, T = {(2,0,0)}, SUT liniowo zalezny
Np. wR* mamy S = {(1,0)}, T = {(0,1)}, SUT liniowo niezalezny 13.  (1,2,3) =
I_TW (2,0,6)4+(247)-(0,1,0)+~-(1,—1,3), y € R.  Dla (1,3,5) nie ma takiego przedstawienia.

r=s

14. a)tak b)nie  17. a)plaszczyznam: < y=3s+5t ,s,t € R b) wielomiany stopnia
z=s5+2t

nie wiekszego niz 7 okreslajgce funkcje parzyste — ¢) macierze symetryczne stopnia 2 18. a)

tak  b) mie  19. a)V =lin{(1,1,0,2),(—3,1,1,0),(0,7,—5,4)} b) V = lin{(3,5, 1)}
c) V = lin{z* — 4o + 7,2% — 3v + 5,2% — 4o + T} 20.  Na przyktad R?* z dziataniami
(x1,21) + ([L’%,yg) = (0,0), A (x1,1) = (0,0) . Wowczas 1-(1,1) = (0,0) # (1,1). 21. b)
filz) = g EZZ i;g , filz) = 22 ZZZ i;g 22. bazy: ¢), d), f) 23. a) nie
b) nie 24. a), b), d), e) nie c¢) tak 25. a)peR\{-1,4} b)z=2u—v+ 3w,
dowolnego wektora nie mozna otrzymaé jako kombinacje u,v,w  ¢) v; = (=5,—6,6), vy =
(O’ 170)7 U3 = (_170’4) d) p= (_%7 _%7 %): q = (_%7 %’O)

f) (1,0,1) ma w tej bazie wspdtrzedne (0,%,}L -3 g) A= (%,1,%, 1)g 26. a) Sq
lintowo zalezne, wiec nie tworzq bazy.  b) Tworzg baze. 27. a) baza V to {(1,0),(0,1)},
dimV =2, baza W to {(1,0),(0,1),(¢,0),(0,4)}, dimW =4  b) baza {(—1,0,1)}, dimV =1
c) baza {(2,1,3,1),(0,1,—1,-2)}, dimV = 2 d) baza {(1,2,3),(—=2,1,4)}, dimV =2 ¢)
baza {(—2,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,0,1)}, dimV =3  f) baza {(—3,2,1,0)}, dimV =1 g¢) baza
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{(1,1,0,0),(-6,0,3,1)}, dimV =2 k) dimV = 2, baza {a,b} i) baza {(3,7,9,1)}, dimV =
1 j) dim(lin(w,v,w,x)) = 2, baza {(1,—1,1,-1),(1,2,0,1)} k) dim (lin(p, q,r,s,t)) = 4,
baza {p,q,r,t} 1) baza {z* + 2z, 2%, 2% + 22,22 + 1}, dimV =4

010 0 01 0 00
m) baza { -1 0 0|, 00O0¢(,]0 01 }, dmV =3 n)dimV = 3, baza
000 -1 0 0 0 -1 0
{A,B,D} o) dimV =4, baza {A,B,C,D} p) baza {25 — 2,25 — 2% 2* — 23 2% — 23 2% —
r—1}, dimV =6 ¢) baza {sin*z,cos? 2}, dimV = 2 28. a) baza {1 — 2% + 23 v +

202 — 223, —3z% + 423}, dimU = 3, p € U b) reper bazowy (p,q,r), dimU = 3, w € U,
w=p+2—r 29. a)dlaa#%ﬁ b) w =2p+q— 3r 30. a) 2 dla
dowolnego p b)) 3 dlap € R\ {-3,4}, 2 dla p € {-3,4} 32.  a) podprzestrzen, baza

{r—a, (r—a)z,,...,(x—a)x" '}, wymiarn b) podprzestrzen, baza {(x —ay) ... (v —ay), (x—
a))...(x —ap)w,,....(x —a1)...(z — ap)x" " F}, ’wymiar n—*k+1 ¢) to nie podprzestrzen
33. a) f(xr) =€ b) f(x) = sinz ¢) flx) = 2? 34. a)uz = (0,0,1) b)
ug = (0,0,1,0),uqy = (0,0,0,1) c) pa(z) = 35. a)v=1[-1,-12|]p b)v=[421]s
c)v=12-"78xz d) v=1I[3-42 36. a)v=(1,-2,1) b)v=(4,-3) ¢)B=
(2,3,-1) 37. a)B= {(%,0) ( 2} b)) B={(1,1,1,1),(0, 3, %,- (0 0,%,4),(0,0,0,1)}
¢) B = {(1,2,3,-6),(1,0,0,1),(0,1,0,~1)} ) B = {22, a7 38.  tak,
3 —1 1 1 1 1
B= 0,1,1 (1,0,1), (0, 171)) 39. a)P=|3 P=|-1 0 -1
4 1 -1 0
EREEE 12 1
C)P— d)P: 2 3 —1 0. B:{blz(l,—l,l),bgz
20 01 0 0 1
01 0O
(3,0 § ), by = %, ,—%} 41. a) (2,-32) — ,2,—% c) (1,-2,1,1) d) (3,1)
42. 'b) baza B = {b = (1,2,0,0),b, = (0, ~1,1,0), bgz(o, D), dimU =3 ¢)veU,
3 2 1
UV = [5, —2, 1][3 43. b) —1 1 5} C) w = [—9,30, —5]5/ 44. (l) (0, 1, 1,2)5
0 -1 —6

b) B = {1 —w1z, 32> = ja*,0? = 2% 45. b)u=[-1,-12
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