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Zagadnienie wlasne operatora liniowego

Notacja:
End(V) algebra endomorfizmoéw przestrzeni V'
Spec(A) widmo (spektrum) macierzy A, tj. zbiér wartosci wlasnych
E) podprzestrzen wlasna odpowiadajgca wartosci wlasnej A

xa(t) € K[t] wielomian charakterystyczny macierzy A € M, (K)

Zadanie 1. Niech ¢ € End(R3). Czy podprzestrzenie liniowe U, W, Z przestrzeni R® sq -
niezmiennicze?

a) p(x1, 22, w3) = (3x1 — T2 + 3,271 + 23,221 — 229 + 323), U = 1in{(0,1,0), (0,0,1)},
W= 1111{(17 07 _1)7 (17 27 1)}

b) (1,29, 73) = (11 — T3 — T3, 209 — 73, 323), U = 1in{(0,1,0)}, W = 1in{(1,0,0), (0,1,0)}

c) (a1, x9,x3) = (=321 —2w9— 423, 21+ 722+ 1023, v1 — 220 —223), U = 1in{(1,0,0), (0,1,0)},
W =1in{(1,0,-1),(4,2,-5)}, Z =1in{(3,2,1),(1,0,1)}

Zadanie 2. Czy )\ jest wartoscig wtasng macierzy A?

-1 4 6 0
pa[ 7 e s8] ans

Zadanie 3. Czy v jest wektorem wtasnym macierzy A?

5 9 3 6 7
G)U:(_Ll);A: ¢ b)v:(l,—Q,Q),A: 327
s 6 5 6 4

Zadanie 4. Podaj wartosci wtasne macierzy A € My(R) oraz okresl ich krotnosci algebraiczne.

52 70 000 0
03 -1 7 230 0
JA=1g0 13| Y4500 o
00 05 00 7 —1

Zadanie 5. Niech V =R? lubV =R3. Jesliv € V to wektor wtasny ¢ € End(V) odpowiadajqcy
wartosci wtasnej A, to p(v) moze mieé inny zwrot lub dlugosé, ale nie kierunek. Korzystajgc z tej
interpretacyi geometrycznej wyznacz wartosci wtasne @ wektory wtasne podanych endomorfizmow.

a) V=R? ¢ - rzut na 0§ Ox
b) V =R? ¢ - obrot o kgt § wokét punktu O = (0,0) (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara)
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c) V=R2? ¢ - symetria wzgledem osi Oy

d) V =R?, ¢ - jednoktadnosé wzgledem punktu O = (0,0) w skali k = 5

e) V=TR? ¢ - obrdt o kat a € [0,27) (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara)

)V =TR3, ¢ - rzut prostokatny na ptaszczyzne Oxy

g) V =R3, - obrot wokdt osi Oz o kqt 15 (przeciwnie do ruchu wsk. zegara patrzqc z gory)
h)V =R3, ¢ - symetria wzgledem plaszczyzny Oxz

i)V =R3, ¢ - symetria wzgledem osi Oz

7))V =R3, ¢ - rzut prostokgtny na pltaszczyzne m:x+y+2=0

Zadanie 6. Wyznacz wielomian charakterystyczny x a4 oraz spektrum Spec(A) macierzy rzeczywistej
A. Okresl krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych. Wyznacz odpowiadajgce im wektory wtasne,
podprzestrzenie wtasne i wymiar tychze podprzestrzeni. Czy podane macierze sq diagonalizowalne?
Jesli tak, wskaz macierz diagonalizujgcg P 1 dokonaj diagonalizacyi.

S o 2 -1 1 20 1
a) A= 1 11 b)A:{_3 _21 c)A=| -2 1 -1 d) A= 04 0
- 2 1 3 -5 0 =2
[ 010 (2) g g 3 12 =2 300
JA=| -4 40| fA= gA=|10 3| nA=|-3 49
-2 1 2 5333 3 0 00 3
- 2 2 2 2

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie wartoSci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci algebra-
wezne. Wyznacz odpowiadajgce im wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne 1 wymiar tychze pod-
przestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych, macierz D
endomorfizmu @ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujgcg P.

a) p € End(R?), (z, 2 +vy)
b) o € End(R?), = (~y, )
(R%) =

(R%)

p(e,y) =
z,9)
(

o
c) o € End(R3), p(x,vy, 2) ( Y, T, 2)
d) ¢ € End(R?), p(x,y,2) = (z,20 + 2y, —x —y — 2)
e) p € End(R?), o(z,y,2) = (v — 2,2y, x + 2)
f) ¢ € End(R?), p(z,y,2) = (3z — y,62 — 2,22 —y + 2)
g) ¢ € End(R?), o(x,y,2) = (—=Tx + 2y + 62, —4x + 2y + 32, —8x + 2y + 72)
[

h) @ € End(Rg xl), (p(x ) = p( )

i) p € End(Rs[x]), (p x)) " (

j) ¢ € End(Ry[z]), o(p(z)) = 29619 ) +2°p(0) + p(2)
K) ¢ € End(My(R)), p(A) = [ Y ] A

1) o € End(My(R)), p(A) = A+ AT

Zadanie 8. Czy wektory wtasne endomorfizmu ¢ € End(V') stanowiq baze przestrzeni V ¢ Jesli
tak, zapisz macierz endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

a) V=R ¢(z,y) = (4o +2y,y — 2)

b))V =R? p(x,y) = (3v — y,3y)

) V=R o(x,y,2) =(x — 2,2+ 2y + 2,2 — 1)

d)V =R3 o(z,y,2) = (—x — 3y — 22, —x +y + 22,7 + 3y + 22)
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Zadanie 9. Wyznacz widmo macierzy rzeczywistej A. Czy A jest diagonalizowalna?

[ -1 -1 =2 4 —4 —4 g ; é i
a) A= 8 —11 -8 b)A=| 8 -8 -8 c) A=
~10 11 7 8 8 8 00 71
: 0005
(4 2 2 2 5 0 0 0
06 0 2 0 5 0 0
JA=1006 9 A= 1 4 3
000 2 1 -2 0 -3

Zadanie 10. Podane macierze majg tylko jedng wartosé wtasng A\ = 1. Nie wyznaczajgc pod-
przestrzeni wtasnych okresl krotnosé geometryczng .

100 100 100 100
A=|lo010|,B=|110|,c=|110|,D=]010]¢€MR)
00 1 01 1 111 101

Zadanie 11. a) Dla jakiej wartosci x € R macierz A € My(R) jest diagonalizowalna?

21 11
0 3 z 1
A_OO31
00 01

b) Dana jest macierz A endomrofzimu ¢ € End(R*) w bazach kanonicznych. Dobierz wartosé
parametru p € R tak, by ¢ miat dwuwymiarowq podprzestrzen wtasng odpowiadajgcqg wartosci
wtasnej X = 5.

-2

w
g o
— o O

0 0

Zadanie 12. Niech f € End(R™) i niech A to reprezentacja macierzowa f w bazie kanonicznej.
Przedyskutuj diagonalizowalnosé f w zalezno$ci od parametru a € R.

SR R FR RN
a) A=12 1 —a b) A= 00 0 1
3 —a 1 10 a2+1 0

Zadanie 13. W tym zadaniu wykorzystaj diagonalizacje endomorfizmu.
a) Dany jest ¢ € End(R?) taki, ze p(1,2) = (2,4), ¢(=2,1) = (=2,1). Wyznacz »*°(1,0).

b) Dany jest ¢ € End(R3) taki, ze p(0,1,1) = (0,1,1), »(2,2,0) = (0,0,0), ¢(1,0,0) = (—1,0,0).
Wyznacz wzor na ¢(z,y, z) i oblicz ¢'%(2, 3,6).

c¢) Dany jest p € End(R®) taki, ze ©(1,0,0) = (1,0,0), ¢(1,1,0) = (=1,-1,0), ¢(1,1,1) =
(0,0,0). Oblicz p'(3,6,9).



d) Dany jest o € End(R3), o(x,y,2) = (=Tx + 2y + 62, —4x + 2y + 3z, —8x + 2y + 7z). Oblicz
P99(0,0,-1).

Zadanie 14. Dany jest endomorfizm ¢ przestrzeni C*(R,R).

a) Niech o(f) = 2f" —Af. Znajdz wektor wtasny fo odpowiadajgcy wartosci wtasnej A = 2,
taki ze fo(1) = 1.

b) Niech o(f) = f"”. Podaj przyktad wektora wtasngo odpowadajgcego wartosciom wtasnym
)\1 - 0, )\2 - —9, )\3 - 10

Zadanie 15. Wyznacz wartosci wtasne i wektory wtasne podanych operatorow.

a) operator rézniczkowania - na R, [x],
b) operator transponowania T € End(M,(R)), T(A) = AT.

Zadanie 16. a) Dana jest podprzestrzen W = lin{e®; a € R} przestrzeni liniowej C(R,R). Wy-
znacz widmo operatora rozniczkowania % € End(W).

b) Podaj przyktad macierzy, ktora jest diagonalizowalna, ale nie jest odwracalna.

¢) Uzasadnij, ze kazda macierz A € My(R) taka, zZe det(A) < 0, jest diagonalizowalna.

Odpowiedzi

1. a) tylko W b) tylko W ¢) tylko W 2. a)tak b) nie 3. a)tak, A =3
b) nie 4. a) M =5k =2, =3k =1 =-1k=1 bXN=3 \-=1
A3 = 0, \y = —1 wszystkie krotnosci 1 5. a) M =1, v = (2,0) dlaz #0; I =0,
v=(0,y) dlay #0 b) brak wartosci wtasnych ¢) \y = —1, v = (2,0) dla © #0; Xy =1,
v=(0,y) dlay#0 d) \ = %, v # 0 dowolny  ¢) gdy a =0, to A =1, v # 0 dowolny; gdy
a=m, to A= —1, v #0 dowolny; gdy o € (0,7) U (m,2m) brak wartosci wtasnych  f) A\ =1,
v=(z,y,0) #0; X =0,v=1(0,0,2) #0 g) A\ =1,v=(0,0,2) dlaz#0 h)I\ =1,
v=1(0,0,2) dlaz#0; M=—-1,v=(2,y,0) #0 i)\ =1,v=(0,0,2) dlaz#0; \=—1,
v=(2,y,0) A0 j) N =0,v=(z,x,x) dlax#0; M=1,v=(zv,y,—x—y—D)#0 6.
a) xa(t) = t* — 3t +5, brak wartosci wtasnych, A - nie jest diagonalizowalna b) xa(t) =t* —1,
Spec(A) = {1 = 1,y = —1}, widmo proste tzn. ky = ke = 1, Ey = lin{(1,-1)}, dim E;, = 1,
E_; =1in{(1,-3)}, dim E_; = 1, diagonalizowalna, P = [ _i _:1)) ], P7IAP = [ é _(1) c)
xa(t) = =13 +6t2 — 8t, Spec(A) = {\ =0, \y = 2, \3 = 4} widmo proste, Ey = lin{(1,—1,—1)},
dimFEy = 1, Ey = lin{(-1,1,1)}, dimEy, = 1, E; = lin{(—1,1,-1)}, dimE, = 1, diago-

1 -1 -1 000

nalizowalna, P = | —1 1 1|, P'AP = |0 2 0 d) xalt) = (4 —t)(t* + 1),
—1 1 -1 0 0 4

Spec(A) = {\ =4}, ky = 1, Ey = 1in{(0,1,0)}, dim E4 = 1, nie jest diagonalizowalna e)

xa(t) = (2 —t)3, Spec(A) = {\ = 2}, ky = 3, Fy = lin{(1,2,0),(0,0,1)}, dim B, = 2, nie
jest diagonalizowalna — f) xa(t) = t3(t — 7), Spec(A) = {\ = 0,\ = 7}, by = 3,k = 1,
Ey = lin{(1,0,0,-1),(0,1,0, -1),(0,0,1, ~1)}, dim B, = 3, By = lin{(2,0,3,2)}, dim B> = 1,



10 0 2 0000
diagonalizowalna, P = 8 (1) (1) g , P7IAP = 8 8 8 8 g) diagonalizowalna,
-1 -1 -1 2 0007
-2 0 6 1 0 0 1 00
P = 11 =7 P'AP = |0 3 0 h) diagonalizowalna, P 3 -9 11|,
11 5 00 -3 0O 10
300
P'AP = | 0 30 7. a) Spec(p) = {\ = 1}, kv = 2, By = lin{(0,1)},
00 4
dim E; = 1, ¢ - nie jest diagonalizowalny b) brak wartosci wtasnych, ¢ - nie jest diago-

nalizowalny c) Spec(p) = {\ =1}, k1 = 1, ¢ - nie jest diagonalizowalny d) Spec(p) =
{A\ = =1, =1, A3 = 2}, widmo proste, E_; =1in{(0,0,1)}, dim E_; = 1, E; = lin{(1, -2, %)},
dimE; = 1, By = 1in{(0,-3,1)}, dim Ey = 1, ¢ - diagonalizowalny, baza wektoréw wtasnych

-100 0 1 0
{(0,0,1),(1,-2,4),(0,-3,1)}, D = 010|,P=1]0 -2 -3 e) Spec(p) =
00 2 1 i o1

2
{M =2}, ki =1, E; =1in{(0,1,0)}, dim Ey = 1, ¢ - nie jest diagonizowalny  f) Spec(p)

=00 =1}, b = 1k = 2, By = lin{(1,3,1)}, dimEy = 1, B, = lin{(1,2,0), (0,0, 1)},
dim F, = 2, ¢ - diagonalizowalny g) Spec(p) = {\ = 0,20 = 1}, ky = 1,ky = 2, Ey
lin{(2,1,2)}, dim Ey = 1, F; = 1in{(1,4,0),(0,—3,1)}, dim E;, = 2, ¢ - diagonalizowalny
Spec(p) = {\ = 0, 2 = 1, A3 = 2}, widmo proste, Ey = lin{1} wielomiany state, dim Ey = 1,
Ey = lin{z}, dim £, = 1, Ey = lin{z?}, dim By, = 1, ¢ - diagonalizowalny, a w zasadzie P = I,
D = M,, gdzie M, to macierz w bazie standardowej i) Spec(p) = {\ =0}, ky =4, Ey =
lin{1, z, 2%}, dim Ey = 3, ¢ - nie jest diagonalizowalny  j) Spec(p) = {\1 =0, s = 2, \3 =5},
widmo proste, Ey = lin{z?> -4}, dim Fy = 1, By = lin{z? —32z—2}, dim Ey = 1, F5 = hn{a: +1},
dim E5 = 1, ¢ - diagonalizowalny, baza wektorow wtasnych {by = x*> — 4,by = 3 — 3z — 2,b3 =

yll‘”ll

-4 -2 1 000
2?4+ 1}, P = 0 -3 0f,D=1]020 k) Spec(p) = {\ = =1, = 1},
1 11 0 05
: 10 0 1 . . 10 01
k1:k2:2,E_1:hn{[_1 0},[0 _1}},d1mE_1—2,E1—hn{{1 O}’{O 1}},
1 010 -1 0 0 0
. . . 0 101 0 -1 0 0
dim E; = 2, ¢ - diagonalizowalny, P = 1 o010l D = 0 01 0 l)
0 -1 0 1 0 001
SpGC(gD) = {/\1 = 0,)\2 = 1}, k‘l = 1,]€2 = 3, EO = 1111{|: _(1) (1):|}, dlmEO = 1, E2 =

01 00
. 1 0 01 0 0 . . ) 1 01 0
hn{[O 1],{1 0],[0 1}}, dim Fy, = 3, ¢ - diagonalizowalny, P = 1010
0101
0200 ) 0 000
D = 8. a) tak, b) nie ¢)tak, | 0 2 0 d) tak,
00 20 0 3 00 2
0O 0 0 2



0 00

0 -2 0 9. a) Spec(A) ={ 1 =1, =3}, dimFE, = 1,dim E_3 = 1, A nie jest dia-

0 0 4
gonalizowalna b)) Spec(A) = {\ =1,y = =3}, dim B} = 1,dim F_3 = 2, A diagonalizowalna
c) Spec(A) = {\ = 7,0y = 5}, dimE; = 2,dim E5; = 1, A nie jest diagonalizowalna  d)
Spec(A) = {1 =4, 2 =6, A3 =2}, dim Ey; = dim Ey = 1,dim Eg = 2, A diagonalizowalna  ¢)
Spec(A) = { A\ =5, g = =3}, dim B = dim E_3 = 2, A diagonalizowalna 10. Dla macie-
rzy A, B, C, D odpowiednio 3,1,1,2. 11. a)z=0 b)p=6 12. a) dlagonalizaowalna
dla a € R b) diagonalizowalna dla a € R\ {-1,0,1} 13. a) p'(1,0) = (25 221
) @l 2) = (—+y— 2,2,2), P(2,3,6) = (=5,6,6) ) 9'9(3,6,9) = (~6,-3,0) 14.
a) fo(z) = €** b)) fi(z) =2+ 5, fo(x) = —9sin3z, f3(z) = V' 15. a) A =0, Ep -

niezerowe wielomiany state  b) \; = 1, Ey - niezerowe macierze symetryczne, Ao = —1, E_q -

niezerowe macierze antysymetryczne, 16. «a) Spec(%) =R b) { ? g }



