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Przestrzenie euklidesowe

1 Iloczyn skalarny i norma

Zadanie 1. Czy g: V xV — R jest iloczynem skalarnym w przestrzen: lintowej V =

)7y:(y17-~

(‘/7 +7R7 )?

, Yn)

<z,

a) V= R?, g(z,y) = 3z1y1 + 2212 — ST2y1 + T22Ys
b))V = R?, 9(r,y) = 3r1y1 — DT1y2 — Sx2y1 + Ty
c) V= R?, 9(r,y) = 3r1y1 — 221y2 — 27291 + 4Ty
d)V=R", g(z,y) =1, Ty, gdzze T = (ml, ST
e) V =C([0,27],R), g(f1, f2) = fo f1 (7)dx
f)V:C([O,QT(],R) f1>f2 fo fl )dl'
9) V =C([a,b],R), g(f1, fa) = f filzx
h)V =Ri[z], g(p, q) p(1)q(1) +2p(2) (2)
i) V =Rolz], g(p.q) = p(0)q(0) + p(1)q(1)
7*) V =Ry[2], g(p.q) = 3o p(i)a(@:), gdzie o <1 < ...
k) V =M,(R), g(A, B) = tr(A - BT)
213 Y1
l) V= Rgi g(l’,y) = [1’1 I2x3] -1 10 Yo
3 01 Y3
m) V =R[z], g(p,g) = deg(p - q)
n) V =R[z], (p, q)=(p- q)( ) gdzz'ea € R ustalone
)V =Rl (0.0) - [N
p)V =Ral =Jo e p )d:c
q) V= C([ ) ] ) 9(f1, f2) = f ( )f1(2x)f2(2x)dx
r)V =C([=11,R), g(f1, f2) = f fi(z

WSKAZOWKA do j): Wykorzystaj wyznacznik Vandermonde’a.

Zadanie 2. Oblicz iloczyn skalarny wektorow u,v € V' w danej przestrzeni euklidesowej.

a) V. =R? ze standardowym iloczynem skalarnym, u = (2,3),v = (—1,5)
b) V =R* ze standardowym iloczynem skalarnym, v = (1,0,1,1),v = (—1,2,0,1)
c) V =Rylz] z iloczynem skalarnym (p, q) = p(—1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1),

u=22r2+3r—1,v=-Tr+5
d) V =C([0,1],R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo

T, u=e® v=e2+4+5

e) V. = My(R) ziloczynem skalarnym (A, B) = tr(A - BT), U= l _1 3 } V= [ _? (1) ]

Zadanie 3. Niech f,g,h € C([a,b],R

), przy czym ¥z € [a,b] h(z) > 0. Uzasadnij, ze funkcja



® : C([a,b],R) x C([a,b],R) = R dana wzorem

B(f,g) = / f(@)g(x)h(z)dz,

jgest iloczynem skalarnym w C([a,b], R).

Zadanie 4. SprawdZ, ze ponizsze odwzorowania to normy w podanej przestrzeni R-liniowej.
a) YRR y(@)=lz[ bl R* =R, |lz]le =320, |2l
) -llm s R* = R, ||2|lm = maxicicn [zi] - d) |||l : R" = R, [Jz]le = /3271, (1)

e) Niech 1 := {(an)nen : Vnen an € R A sup|a,| < oo} przestrzeri ciqggow ograniczonych
oraz ||| : 1% = R, [|(an)nenl| = sup |an|

f) Niech X C R" zbior otwarty, k € N oraz ||.|| : C*(X) — R, ||f|| = sup,ex | f(2)]

g) Niech ¢ := {(an)nen : Vnen an € R A Ilim,, o0 a, < 00} to przestrzen ciggow zbieznych
oraz ||.|| : ¢ = R, |[(an)nen|| = sup |an|

h) Niech ¢y := {(an)nen : Vnen an € R A Ilimy, o0 a,, = 0} to przestrzen ciggow zbieznych
oraz ||.|| : co = R, ||(an)nen|| = sup |a,|

Zauwaz, ze zachodzqg inkluzje cy C ¢ C ™.

Zadanie 5. Niech (V, (-,-)) bedzie przestrzeniq euklidesowq. Oblicz normy podanych wektoréw.

a) V =TR* ze standardowym iloczynem skalarnym; v = (2,7,—1,0)
b) V =C([0,27],R) ze standardowym iloczynem skalarnym; f =5, g =2+ 5, h = 2sinx = cosx
c) V = Ry[a] 2z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—=1)q(—=1) + p(0)q(0); f =3 =Tz, g=x + 1

d) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(A- BT); C = [ g % } , D= l :1 [1) }

Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzeniq euklidesowq oraz niech u,v € V' bedg takie, ze ||ul|| =
3, [lu+v|| =4,||lu—v||=6. Oblicz ||v]|.

Zadanie 7. Oblicz miary kgtow pomiedzy parami wektorow w danych przestrzeniach euklideso-
wych.

a) V =R* ze standardowym iloczynem skalarnym; u = (3,2, —1,0),v = (7,0,1,—1)
b) V =Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1); u(z) = 2,v(x) =5 —=x

¢) V. = C([—m,w,R) z iloczynem skalarnym (f,g) = ["_f(z)g(x)dx; u(x) = sinz,v(x) =
cos
Zadanie 8. Rozwazmy V = C([0,27],R) z iloczynem skalarnym (f,g) = 027r f(z)g(z)dz. Po-
daj przyktad wielomianu mozliwie najnizszego stopnia, tworzqcego z funkcjq f(x) = sinz kqt
V6

arccos +—.
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2 Dopelnienie ortogonalne, baza ortogonalna

UWAGA: Jesli nie podano inaczej, w przestrzeni R" rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny.

Zadanie 9. Czy podane uktady wektorow sqg ortogonalne w przestrzeni euklidesowe; V.
a) V=R u=(2,01),v=(31,-1)
b))V =R, u=(2-31,-1),v=(6,1,-2,7)

c) V =C([—n,n],R) z iloczynem skalarnym (f, g) f f(z)g(z)dz, u(r) =sinz,v = cosx

d) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(ABT), C = [ (1) g } ,D = [ 2 8 }

e) V =R3 ze iloczynem skalarnym (x,y) = 32191 + 2x2ys + T3y3 + T1y3 + x3y1, v = (1,1,0),v =
(1, -1,-1)

Zadanie 10. a) Niech v = (1,2,0,3),v = (2,3, —1,0). Dobierz parametry a,b € R w taki sposdb,
aby wektor z = (0,0,1,1,) + au + b ortogonalny do u i do v.

b) Wyznacz wszystkie wektory v € R* ortogonalne do u = (1,0,1,0) i takie ze ||v|| = 2.

¢) Niech u = (1,1,—1,0). Znajd? przyktad wersora v € R* takiego, ze <(u,v) = %.

Zadanie 11. Rozwazmy przestrzen Rlz| z iloczynem skalarnym (p, q fo
a) Oblicz (z*,—1) , ||z + 1]| oraz cos ¥(z + 1,z — 1).
b) Znajdz niezerowy wielomian mozliwie najnizszego stopnia nalezgcy do <lin{x -1, $2}>

¢) Dobierz a € R tak, by wielomiany p(x) = 3z*+azx—1, q(x) = 22*+6x—1 byly ortogonalne.

Zadanie 12. Rozwazmy przestrzen R-liniowq V (ze standardowym iloczynem skalarnym, jesli nie
podano inaczej) i jej podprzestrzen liniowg U C V. Sprawdz, ze w € U+,

a) V=R, U={Bx—y,x+2y+220—2z22z+4z2), v,y,2,w € R}, w=(2,1,-3,-1)
b) V =C([-m,7],R), U =1lin{l,2?% 3(e* + ¢ %),sin’z}, w = sinz
c)V=RU={(z,y,2): 20 =3y =52}, w=(4,-6,0)

d) V=R, U={(z,y,2,t): +y=0,2+t=0}, w=(0,0,1,-1)

e) V =C([0,2r],R), U = lin{1, cos 2x,sin 2z}, w = 2sinx — 3cosx

)V =Ryx] z iloczynem skalarnym (p, q fo r)dr, U =Ry[z], w = 62> — 6z + 1

Zadanie 13. a) Dana jest podprzestrzen W = {(x1, 29, 73,74) € R* 1 21 + 29 — 23 + 74 =
1 — To + 23 — x4 = 0} przestrzeni R*. Wyznacz baze przestrzeni W+,



b) Dana jest podprzestrzen W = lin{w; = (3,2,0,1, —4),wy = (1,2, —-2,0,1), w3 = (3,—2,6,—2,5)}
przestrzeni R®. Wyznacz baze przestrzeni W+.

Zadanie 14. Rozwazmy przestrzen liniowg R, [x] z iloczynem skalarnym (p,q) = Y., a;b;, gdzie
p=> 1oz, g=> 1 bx'. Wyznacz dopelnienia ortogonalne podprzestrzeni U i W.

U={f€Ralt]: (1) =0} W ={feRy[a]: deg(f) — parzysty}

Zadanie 15. Uzasadnij, ze B jest bazq ortogonalng przestrzeni V i wyznacz wspotrzedne wektora
v eV w tejze bazie.

a) V=R* B= (b =(1,-2),by = (12,6)), v = (1,3)

b) V=R B= (b1 =(3,12).bs = (12, 52)), v = (13,26)

137 13 137 13

c) V =Rslz| z iloczynem skalarnym (p,q) = aa; + (b — ¢)(by — ¢1) + (2¢ — b)(2¢1 — by) + ddy,
gdzie p(x) = ax® + bx* + cx + d, q(v) = ay23 + byx? + c1x + dj,
B = (bi(z) =2,ba(z) =z + 22, b3(x) = x + 227, by(z) = 32%), v(z) =2? —x + 1

d)V =R B= (b =(2,1,1,0),by = (0,1,-1,3),bs = (2,-5,1,2),by = (—11,2,20,6)),
v=(1,0,0,—1)

Zadanie 16. Rozwazmy przestrzen R, [z] z iloczynem skalarnym (p,q) = agb+ a1by + ... + ayby,
dla p = a,x" +...a1x + ag, ¢ = b,z 4+ ... 4+ bix + by.

a) Uzasadnij, ze baza standardowa B = (b1 =1,by=2x,...,b, = :v") jest ortonormalna.
b) Oblicz iloczyn skalarny wektoréw p = > +x — 1,q = 3z + 1 w przestrzeni Ry[x].

Zadanie 17. Korzystajgc z macierzy przejscia P = Pe_,5 od bazy kanonicznej C do bazy orto-
normalnej B przestrzeni V', oblicz wspdtrzedne podanych wektorow w bazie B.

(I) Vv :RQ; B: (bl = (%57%)7172 = (%7\_/_51-’))); v = (174)
b) V= Rg; B = (bl = \/Lg(la_la 1)ab2 = %(273:1)763 = \/L§<_4> 1’5))? V= (17 L, 1)

Zadanie 18. Metodqg Grama-Schmaidta dokonaj ortogonalizacji baz podanych przestrzeni eu-
klidesowych V', a nastepnie wskaz bazy ortonormalne.

a) V=R baza {u; = (1,-2,0),uy = (5,5,1),u3 = (5,4,4)}
b) V =TR3, baza {u; = (1,2,1),us = (=3, —4,—1),u3 = (—4,—7,0)}
¢)V =lin{u; = (1,2,-2,1),uy = (1,1,0,2),u3 = (1,8,1,0)} Cc R*

d) V =Ryx], z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)qg(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1),
baza {p1 = 1,ps = x, p3 = 2*}

e) V =lin{u; = (1,8,4),uy = (2,6,3)} C R?



)V =lin{fi =1, fo ==x, fs = 2%} C C([1,1],R) ziloczynem skalarnym (f, g) f f(z

g)V =R? baza {u; = (1,0),us = (0,1)} 2 iloczynem skalarnym (z,y) = [ L1 T2 ] [ g 421 1 [ 51 }
2

R)V =lin{fy = 1,fo = x4+ 1, f3 = |z|, fs = sinz} C C([1,1],R) z iloczynem skalarnym

g) = [, f(@)g(x)dz
i) V =Ryx], 2 iloczynem skalarnym (p,q f p(x)g(x)dx, baza {p1 = 1,ps = x,p3 = 2*}

Zadanie 19. Podane uktady wektorow uzupeimj do bazy ortogonalnej przestrzeni V.
a) V=R v =(1,4,—1),vo = (2, -1, 1)
b) V=R v =(1,1,1,0),v5 = (0,1,—1,1)

c) V = Rylx] 2 iloczynem skalarnym (p,q) = (ax?® + bz + ¢, a12? + byx + ¢1) = aa; + bb; + ccy,
v =2r+1

d)V={(r,y,2,t) ER*: s +y=y+2z=t} CR, v, = (3,2,3,5)

Zadanie 20. Wyznacz baze ortnornormalng B’ przestrzeni euklidesowej V' i podaj wspdtrzedne
wektora v € V' w tejze bazie.

a) V={(r,y,z,w) eR*: do — 2 =2y — 32+ 2w =0} CRY, v =(1,1,4,5)
b) V = Ra[z| z iloczynem skalarnym (p,q fo v=u

. T 1 5
c) V= My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(AB"), v = 5 _3

d) V = Ry[z] 2z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2), v =2+ z + 1

Zadanie 21. Metodg macierzowaq zortogonalizuj podane uktady wektorow lintowo niezaleznych
w przestrzeni euklidesowej V.

a) V=R v =(1,4,2),v5 = (1,5,1)
b) V=R v; = (0,1,0,1), 05 = (=2,3,0,1),v3 = (1,1,1,5)
¢) V=RV, =(0,1,1,0),v0 = (—2,0,2,0),v3 = (3,1,1,1)

3 Projekcje ortogonalne

UWAGA: Jesli nie podano inaczej, w przestrzeni R" rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny.

Zadanie 22. Dana jest podprzestrzen U C V' przestrzeni euklidesowej V.. Wyznacz rzut ortogo-
nalny my (v) wektora v € V' na podprzestrzen U.

a) V=R% U to 0§ Oy; v=(7,4)



b) V =R? U to prosta x = 3y, v = (—3,5)

¢) V=R U toprostal: 2 =—y=zv=(—4,5,0)

d)V =R3 U to prostal: x =2y =4z;v=(3,-2,1)

) V=R U=lin{us = (1,1, -1,0),us = (0,2, —1,1),us = (3,5, —4,1)}; v = (3,2,7,0)
)V =C(0,1,R), U=lin{uy =2+ Lug =2 —1}; v =22

g) V =C([0,27],R), U = lin{u; = 1,uy =cosz}; v=ux

h)V =R, U=1linfu, = (1,1,1,1),us = (1,2,2,—1),u3 = (1,0,0,3)}, v = (4, —1,3,4)

i) V =TR3 z iloczynem skalarnym (x,y) = 2x1y; + Tays + T3y3 — T1Y3 — T3Y1,
U =lin{u; = (0,1,1),us = (0,0,1)}, v = (1,1, 1)

DV =R U={(z,y,2) eR3: 2r —y+32=0}, v=(1,1,1)

Zadanie 23. Wyznacz rzut ortogonalny my(v) wektora v € V' na podprzestrzen U, dla ktorej
wskazano baze ortogonalng B.

CL) V= RS; B = (bl = (5a —1,3),b2 = (1727_1))7 v= (17 1)1)

b) V=R’ B= (e =(1,0,0,0,0),e5 = (0,0,1,0,0),e5 = (0,0,0,0,1)); v=(1,2,3,4,5)
C) V= R4; B = (bl = %(1707270%[71 = \/%*0(2727_171)): U= (1707070)

d) V =C([0,27],R), B= (u1 =sinz + cosz,us = sinz — cosz); v=uzx

e) V = Rylz]| z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2),
B=(bi=x—-1b=3"-6z+1); v=1

f)V =C([0,27],R), B = (b1 =sinx, by =sin2x,...,b, = sinnx); v=21x
Zadanie 24. Dana jest podprzestrzen liniowa U przestrzeni R®.
U={(z,y,z,t,u) ER*: 2 +y+22=0Ax+2+t+2u=0}

a) Wyznacz baze U.
b) Metodg Grama-Schmidta dokonaj ortogonalizacji tejze bazy.
c) Podaj baze ortonormalng.

d) Wyznacz wspdtrzedne wektora p = (1,7,
e) Wyznacz rzut ortogonalny wektora v =

—4,1,1) w znalezionej bazie ortogonalne;.

(1,0,2,1,1) na podprzestrzen U.

Zadanie 25. Wyznacz postaé odwzorowania ¢ : R® — R3 bedgcego projekcijg ortogonalng na
ptaszezyzne U = {(x,y,2) : v +y+ z = 0}.



Odpowiedzi
1. a) b), f), i) 1), m), n), r)nie «¢),d)e), g),h),ij)k)o)p)q)tak 2. a)13 b)0 ¢)

—37 d)e— g(e ~1) ¢)3 5. a)Vvbd )3T )1 d)V3 6. ||v|| =17
7. a) arccos \/2—4 b) arccos \/?L ¢) arccos(—1) 8. 1—5u 9. b),¢),d), e)sq
ortogonalne 10. a)a=-2b=2 b)v=(v1,v,—01,04) takie, ze 207 + v; + v = 4,

np. v=(1,1,-1,1) ¢)v=3(6,v/6,v6,v56) 11. a) (z*,=1) = =% , |z + 1| = \/Z
cos(z+1l,x—1)=—-2 b)502?-522+9 cla=—g  13. a){(1,0,0,0),(0,1,~1,1)}
b){(-1,2,1,0,0),(3,-1,0,1,0),(=2,1,0,0,1)}  14. U+ =lin{l+z+... 42"} - wiclomiany,

R 99 4
ktorych wszystkie wspotczynniki sq takie same, W+ - wielomiany stopnia nieparzystego 15. a)

v=(-1,1)3 b)v—(29 2) c)v:(%,—S,Q,O)B d)v—(l,—ﬁ,o - ) 16. 1 17.

b) {5(1,2,1), 55(~1,0,1), \/3(1,—1,1)} c){%(l,?,—?,l),f( 0,1,2) ngg%(—g,&s,;*—l,—%
) {5607 - B} o) (5(18,4),5%020,-2, -1} f) {&, /30280 - D)} g
{(1,0),\/3(—1,—%)} h) {%, 32,v6(|z] — 3), =& (smx 3(sinl — cos 1)z)}, gdzie a« = 1+
BTsin2 i) {1,v3(2z—1),V5(62>—62+1)} 19. a)vg = v Xy = (6 —3,-9) b)uvz =

1,1),v4 (1,-1,0,1)  ¢)wo=—2x+3,v3=2a d)vy=2(7,-11,7,—4) 20.
a) B' = {75(0,1,0,-1), 7z=(1,3,4,3)}, v = (=2v2, Z)m b)B’—{l,\/_(2:c 1),6v5(z2 —x+
Dhoo=(G L0 o) B = {H 8] {8 (1)] H 8] {8 0}} v=(1,5,2-3)y d)

11 2
(V5 V2 va)e

B'={7, J5—1), 7B2*~6z+1)}, v = £ 21. a){(1,4,2), %(-2,13,-25)}
b) {(0,1,0,1),(-2,1,0,-1),(—1,-1,1,1)}

C) {(071717())7(_27_1?170)7( 1 1 1>} 22. a) (074) b) %(67 8) C) (_57%7_%) d)
$(4,2,1) e)5(10,9,19,1) f)x—% g)m h)1(5,3,3,9) 4)(0,1,0) j)3(3,9,1 23
a) (3.15,7) 1) (1,0,3,0,5) ¢) £(3,2,1,1) d) —2sinz €0 [f)—2wsinz —wsin2z —
2rsindz — ... — Zsinna 24.  a) baza {by = (1,1,—1,0,0),b, = (0,2,—1,1,0),b3 =
(0,4,-2,0,1,)}  b) baza ortogonainaC = {c; = (1,1,—1,0,0),c; = (—=1,1,0,1,0),c5 = (-3, 2,0,
¢) baza ortonormalna C' = {c| = \/Lgcl,c’2 = \/Lgcg,cg = \/%Cg} d)p=1[4=%51c e) myv) =

7
3
2 -1 -1
%(—5, —17,11,12,-9) 25. odwzorowanie o macierzy % -1 2 -1
-1 -1 2



