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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

No = NU {0} @ g Mcb\o on U

YA zbior liczb catkowitych o
Q zbior liczb wymiernych %Uﬂ\
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

/\ vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
V4 3 kwantyfikator szczegdtowy (maly) istnieje
= 1stnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as, ..., 0mn, @ni1,-..,a, to dowolny ciag liczb.

Sume ay + az + ... + a, oznaczamy symbolem Y | a;. Symbol ¢ to wskaznik sumowania
lub indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, zas$ n to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
agtas+...4+a,=(ag+as+ ...+ ay) + (Qpni1 + amao + ... + a,) oraz
clay +ag+ ...+ a,) =ca; +cag + ...+ cay, czyli

n m n n n
E a; = E a; + g a;, c E a; = g ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m+1

Przyktad 1.1.1. 330 i =1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9

Yismz = tsTo T .
n i n 1— "

S () =t d b ()=

[SIE

[SIES

HNoczyn ay-as-. . .- ap_1 - a, oznaczamy symbolem [ ], a;,. Symbol i to wskaznik iloczynu,
m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gérny wskaznik iloczynu.



Przyktad 1.1.2. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[M,i=1-2-3-...-(~1)-n=n!

z-r-..ox=[[
e

n razy

1.2  Zbiory i relacje

Definicja 1.2.1. Parg uporzgdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a},{a,b}} podzbioréw (@ \Jo )
zbioru {a, b}. T T

Twierdzenie 1.2.2. Dwie pary (a,b), (¢, d) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ A b = 0“ 0\3
d. \
Mozemy zdefiniowa¢ n-ke uporzadkowana: M L N0
((11,@2,@3) = ((a17a2)7a3) .
o
(a1, ay, a3,a4) := ((a1, az, as), as) Q(\(\(;“‘
/6\/(/

| o
(a1,a,...,a4,_1,a,) := ((a1,a2,...,4,_1),ay) %0\0}

Mozna uzasadnié, ze

(al,ag,...an):(bl,bz,...,bn) =4 Vl€{1,2

ey} a,-:bi./_/’
Definicja 1.2.3. lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior
P N

Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.
Analogicznie definiujemy

Ay x Ay x ..o x Ap i={(a1,a9,...a,) 1 a1 € Ay Nag € Ay A... Na, € Ay}
OznaczaunyA2 Ax Aoraz A" =Ax Ax... xA

n—razy “\ ‘\‘&
Przyklad 1.2.4. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A=1{3,4,5}, B={5,7} ///—7

Ax B=1{(35),(3,7),(4,5),(4,7),(55), (57} \

B x A=1{(5,3),(5,4),(5,5),(7,3),(7,4),(7,5)} AxB#BxA |
By B B ={6,

5), (5,7), (7,5), (77 | o
).(5,7),(75),(77)) Bt € e
ii) przedzialy A=(0,1) CR, B=(1,2) CR Ao T
( \6> AxB={(z,y):0<z<1lAl<y<2} \ &J\l "
Q, " BxA={(z,y): 1<z <2AN0<y<l1} | \Q\f @I\”QJS
PN ||
j;/§1MA:B:R B A \ K
£W>\ AxB=BxA=A?=p? 5 \
0\0““\“‘\ Oznaczamy R* =R x R = {(z,y) : x,y € R} —Aplaszczyzna rzeczywista “ \D;D
40 /\\?
2 /705



Definicja 1.2.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbior R C A x B
nazywamy dwuarqumentowq relacjg w iloczynie kartezjariskim A x B. Gdy A = B, to
méwimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (z,y) € A x B piszemy rRy & (z,y) € R. Q - v)fYV\‘vm(/ r(y(kﬁ’b/

Przyktlad 1.2.6. i) Relacja rownosci = w zbiorze N de\f W \r(/tﬁﬂh" Z g

——

ii) Relacja < w zbiorze N (lub Z, Q, R) 7{(";8&;@ "é
Z
iii) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A) = {B: B C A} N b #v <
W Zhiée ~ 2o klorgy ~
iv) Relacja podzielnosci | w zbiorze N, tj. mln < Ik e N  n=mk Fbotdrvo o
o oo A

Definicja 1.2.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje R nazywamy

i) ywrotng, jezeli Vx € A xRz, chléﬂwv Py L R é ) X §><
‘ )
ii) przeciwzwrotng, jezeli Vr € A  ~ (zRzx), Yo A
ymetryczn@, jezeli Vx,y€ A xRy = yRu, ON\ =~J Cl& <j AL (Y
S \ 2 coxn A

iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vz,y € A xRy =~ (yRz), L= x< /\ﬁ

bo U (xé%\

V) Wetrycznq, jezeli Vrx,y € A (xRy N yRzx) = = =1y,

przechodniq, jezeli Vx,y,z € A (xRy N yRz) TRz,
ANz NV
vii) spdjng, jezeli

Ve,y€e A xRy VyRx VvV x=y. X=< /'(755
XGILNX €Y v y€x v
1.2.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym.

A D C = AC C
i) Relacje R C A x A nazywamy relacjg réwnowazno$ci w zbiorze A, jesli jest ona
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

e

o \Am\r\ o
g (b\){\ ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A. Zbjé

¢ ? TJQX [z]r :={y € A: zRy}

nazywamy klasq rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji rownowaznosci R wyznaczong ?f \9
przez element x. Element x nazywamy reprezentantem klasy rownowaznosci [x]g.

<

iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
A/R :={[z]g: v € A}

nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.



Twierdzenie 1.2.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, za$ R relacja réwnowaznosci w
zbiorze A. Wowczas dla dowolnych z,y € A

i) T € [a:]R,
ii) [z]r = [ylr & zRy,
iii) [z]r # [ylr = [zlrN[y]r = 2.

Dowdd. iii) [z]g N[yl = @ < FJz € [zlgN(ylg & Tz : z € [z]g A
R

z € [y]R
< zRx A zRy < zRx A yRz = xRy. Na mocy ii) mamy, ze [z]gr = [y]gr. O

Uwaga 1.2.10. Okreslenie relacji rownowaznosci w danym zbiorze A jest réwnoznaczne z
dokonaniem podziatu tego zbioru na niepuste i roztaczne zbiory, ktérych suma mnogosciowa
réwna jest temu zbiorowi. Taki podzial nazywamy rozbiciem zbioru A.

A= Ulelr 7 / [ D POBY

Przyklad 1.2.11. i) A=7Z,n € Nustalone xRy < n|(z —vy) - %
(}\J\D'"OU tRy & dke€Z: kn=x—y < dke€Z: y=x+kn
V\( X Q}G‘\ Jest to relacja rownowaznosci zwana relacjq przystawania modulo n. n N LD/
((co Piszemy = =y (modn) lub z =, y. i )

//

Z/En = {[O], 1],...,[n— 1]} zbior reszt modulo n 6 =5
S —-

4

i) A=ZxZ*, gdzie Z* = Z\ {0}, (z,y)R(wv)=<= 2v = yu

(2, y)R(z,y) < xy=yx

(;\ 1) (z,y)R(u,v) & zv=yu & uy=vr & (u,v)R(z

k\ﬂ\m przechodniosé - CWICZENIE

)

) \, Jest to relacja rownowaznosci. Liczba wymierna f to klasa abstrakcji.

/\/ 3 (z,9)]r = {(u,v) € ZXZ" : (z,y)R(u,v)} = {(u,v) € Z X Z*: zv = yu} =
)3 {(u,v)EZxZ*:izﬁ}QODWNCA
Q-2x2'/p S

Dziatania +,- w Q nie zaleza od wyboru reprezentanta.

iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne ptaszczyzny euklidesowej

Wektor swobodny to klasa abstrakeji wektoréow zaczepionych.

/N b /5(9(/1\/\) A/g —/[/\,/\’B Mo mcwﬁx‘o,j

,/ZL)
A

a} ) u@lk\/o (
6‘50\60& )



N

Definicja 1.2.12. Niech A bedzie zbiorem, za§ R C A x A relacja w A.

i) Relacje R nazywamy relacjq czesSciowo porzadkujgceq lub porzadkiem czesciowym
w zbiorze A, jezeli jest ona gwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Moéwimy
wowcezas, ze zbior A jest czesciowo uporzgdkowany.

ii) Relacje R nazywamy porzqadkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest ona porzadkiem
czesciowym i jest spojna. Mowimy wowcezas, ze zbior A jest liniowo uporzgdkowany.
/\/\—/\/\/‘/ e e ey )

Dwa elementy z,y € A nazywamy porownywalnymi jesli xRy lub yRx. Jesli zbior jest
liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego zbioru sa poréwnywalne.

Oznaczamy symbolem < ustalony porzadek czesciowy.

Wowczas piszemy x < y, gdy < y oraz x # y.

Relacja < jest przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia. Nazywamy ja silnym porzqdkiem
czesciowym.

Przyktad 1.2.13. i) P(A) ={B: B C A} z relacja inkluzji C

ACA Zwore? |
ACBANBCA & A=B O0» ‘)‘(W\C;\\(K\O\
ACB AN BCC & ACC Kw( 0 fn\or

Jest to porzadek czedciowy, ktory nie jest porzadkiem liniowym. @ /O
Jesi ANB=@,toani A=B,ani AC B, ani B C A. | ;,75 Y
NS
ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany P( &’\\9 2
Ve,yeR <y Vy<z Vz=y —t— 8! A‘A
Wszystkie liczby rzeczywiste sa poréwnywalne. X @ (O

1.3 Dzialania wewnetrzne i ich wlasno$ci

Niech A bedzie zbiorem niepustym. Lo \R* \

Definicja 1.3.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumentow
a,b e A.

poe™
Przyklad 1.3.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N. g \
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N. (O .
iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q. -~ K\ Q
. . k//) —\‘eov\c /\/ %/ (Z — (é/ ‘é
Wlasnoéci dzialan wewnetrznych W\cuj om ‘ c A Q/Q
(/\x(v\ e ]\ }

Definicja 1.3.3. Niech x: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.



i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa. \ww \l/ 0\,\(16(/

ii) Dzialanie % nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax* (bxc). ("”ﬁ\ M k) AT
iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania *, jesli W 5 VS ¢
Vae A Gxe=exa=a. K
i AL
Przyklad 1.3.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym. 9.+0 //& DERZED

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.3.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja e;, e € A bedace elementami neutralnymi w A. Wéwcezas

e =€ %6y =¢e7. U -
? e ' /(oa\fbf\’\ﬁ\ ?OA’L/(OYOKOU w'b/bk, ){
l/ = 2
i) Zbioér pusty & jest elementem neutralnym w (P(X ), U). A v ?5 A
QY)()‘) ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N). A A ><7 A/
\Q Definicja 1.3.7. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadaj@cym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element a’ € A taki, ze a * a

Przyklad 1.3.6. Niech X to dowolny zbior.

a xa= Lej, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dziatania x. @ TO > <
Przyktad 1.3.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5 *(/35 O@
tzw. el t i ) <. A
(tzw. clement praeciwny) 55 A L oa( %)
ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest 3 (tzw. element odwrotny). T\

iii) W (R, 0), gdzie x o y = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
trycznym do x jest —2 — x
symetry : e SRS Vrx&lR  xe€=Cox-x%

\ , X+ CHN= X
ﬁwtm\cﬁr\é u 6 =—A ¢ \R

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,

to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny. ¢ oD
Dowdd. Rozwazmy zbiér A z dziataniem tgcznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym -
dziatania o. Niech da/,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowczas & ,gnm’\(f\'%o Y
aocd =e = a"o(aod)=d"oe o
(alloa)oa/ :a//
coa =a" ole'\,xé\?\ \/2
a =a" \o\ \[ ] ¢ \Q\ \74’ °
- AR -
6 po TN
Daliad b s



1.4 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
—_—

Definicja 1.4.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdlgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G,*) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest laczne i posiada element
neutralny. 3{5\) c\(\rv A Ll nowty -

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element GG posiada element symetryczny wzgledem x w G.

Jedli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to méwimy o pdtgrupie przemiennes,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyktad 1.4.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

(N7 +) (Z7 ) (Qv +) (Qv ) (R*> +) (R*7 )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
o, \oy
mﬁo \K\{/
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1e@Q 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:-b=1 CL—I—CLIZO a-a =1 a-a =
bz%%Z a=—-a€eQ a’z% a’:%
nie dla a = 0 Va € R*
A o) d | polgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa

bez el. neutr.

Przyklad 1.4.3. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istniejg k, m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2",



