wewnetrzne aob=2".2" =27 c A

T L St

przemienne @ob = 2".2M = 2"tm = 2mtn — M . 9" — phoq %‘ /m/wob@ ‘ éﬁaak’\/
\,3\ ~ @
laczne (@ ob) o c = 2ntm. ok = gnitmtk — gn . omtk — g0 (hoc) o
eck
el. neutralny e=2%seN; aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
y L-’—J 0 == ; ﬁ/zo
brak el. odwrotnego aob=1& 2" =20 m=-n=m=-n¢N,
L lhineoat
Whiosek: monoid przemienny (tj. poétgrupa przemienna z jedynka)
Definicja 1.4.4. Zespol (A, o,x) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim DX

dziatan wewnetrznych o: Ax A — A, % : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (4, o)

jest grupa abelowa, zas dzialanie x jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn. AZ \
Aﬂ Loy PA v 2530y ko nrenwiem T .)
Va,b,ce A (aob)xc=(axc)o(bxc) N cx(aob) = (cxa)o(cxb).
@H{). C = A C +5-cC Czij ¥ (ony ?Umfch <
Pierécienn, w ktéorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkq lub z jednosciq. Pierdcienr, w ktorym dzialanie * jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna ’
o/+ dodawanie % /- mnozenie Q B O
a+0b suma a-b iloczyn
e=0 zero e=1 jedynka 6 X /l
a' = —a element przeciwny a' =a"! element odwrotny
nao=a4+...+a, n €N at=a-...-a
—_——— N —
n n
0-a=0 a=c=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) at=at-... -a?
N /, N—_— ——
m n

Definicja 1.4.5. Zespot (K, o, x) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatan wewnetrznych o: K x K — K, x: K x K — K
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,), :\j Hi L D
o (K \{eo},*) jest grupa abelowa,

e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o.

N al
nie2e coul
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Zatem cialo to pier§cien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, =
0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa
/ﬁ— \—/‘v\/—_/

w {2 n oA d. bZ)’fV\ef}vv(ﬂ«j

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé¢ operacje dzielenia w sposdb nastepujacy:

5

2::a*b_l, a,be K, b#0.

b
Przyklad 1.4.6. i) (R,+,-) cialo liczb rzeczywistych ‘ p< \\3
(R, +) grupa addytywna ciata RX - R\ 0
,-) grupa multiplikatywna ciala ‘

(R*
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych

iii) (Z,+,-) pierscient przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 27! ¢ Z)
iv) (Z/pZ,+p,-p), gdziep € N, p > 2

+p,, p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. ciato reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

e
+501@34 50 1 2 3 4 —_—
dne =0 0.1 2 3 4 0/0 0000 ?
Z/5Z to cialo @1 2\@4 0 8,@ 2_3 4
212 3 4\0 1 210 2 4 3
3134001 2 303@42 MO&Q
41401 23 4043 2Q)
AN
4410 1 2 3 410 1 2 3
0101 2 3 0 0@0 0 - - —
Z/AZ nie jest cialem 1 |1 2 3 0 1102 3 0 1,7 5 %
212301 2 by A
3301 2 3(0 3 2(1 /
9.3-0
Definicja 1.4.7. Niech (A, +,-) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A,a # 0,b # 0
nazywamy dzielnikami zera, jesli a - b = 0.
Eﬁ}uo o Jen 5?0)0\/
Uwaga 1.4.8. W ciele nie ma dzielnikéw zera. MiMa dar ¢ po o(a‘%c F“UWM}
Wiech (K,+,-) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zalézmy, ze a-b = 0 oraz < ' (51
a#0. Jedti a # 0, to istnieje ! € K. Otrzymujemy
mre ot
0O=a'-0=a' (a-b_(a'-a)-b=1-b=h. Crak ¢ o

Zatem b= 0. O
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Przyklad 1.4.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(z1,1), (2,12) € R? (1, 71)+ (22, ¥2) = (T1422, Y1+Y2), (T1,11)(22,Y2) = (T1T2—V1Y2, T1Y2+T2u1).

(C,+) jest grupa abelowa.
—— Y

Dziatanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) €
R? za$ elementem przeciwnym do (z1,y;) € R? jest (—xy, —y;) € R2

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelowa.
Dziatanie - jest wewnetrzne.
przemiennos¢:
(w2, 42) - (21, 91) = (2221 — Yoy, 2ay1) = = (2122 — Y1y2, T1y2 + T2p1) = (21,51) - (22, 72)
tacznos¢: L =P
L= (a,b) - [(z1,51) - (22, 92)] = (a,b) - (z122 — Y112, 21y + T2y1) =

= (az122 — ayry2 — br1ys — by, ax1Ys + axayy + briz2 — by1Ys)
P = [(aab) ) (mlayl)] : (952792) = (awl —byr,ay, + b$1) : (wz,yQ) =
= (aw122 — byrza — avhys — b1y, ax1y1 — byrye + ayr e + br12)

el. neutralny: e = (1,0)
—

v(l"hyl) € R’ (170) ) (xhyl) = (1 1 —0-y1,1-y1+0- 331) = ($1>y1)

el. odwrotny do (z1,y1) # (0,0):

W) & (a1 — byr, ayy +bxy) = (1,0) & [;ji _xgil ] [Z} _ [(1)]

v(ffl, yl) - (0, 0)

BN T
e e T T

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem

a =

L = (a,b)-[(x1,y1)+(z2,y2)] = (a,b)-(x1422, Y1+y2) = (az1+azs—by1 —bys, ays+ays+br1+bxs)

P =(a,b) - (z1,y1)] + [(a,]) - (z2,y2)] = (ax1 — byy, ayr + bry) + (axz — by, ays + bxy)

Definicja 1.4.10. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.

N 1
WW\\N 9

AV oY

0
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Przyklad 1.4.11 (Struktura grupy na krzywej eliptycznej). Niech K = R lub K = C.
Krzywq eliptyczng nad ciatem K nazywamy krzywa zdefiniowana réwnaniem

2= 2% +ax +0b, gdzie a,b € K sy takie, ze 4a3 + 27b # 0.
Warunek ten zapewnia, iz krzywa nie ma punktéw osobliwych.

y? = 23 + 20z nad R y? = 23 — 20z nad R y? = 23+ 10 nad R

Oznaczmy
EK)={(z,9) e K x K : y* =2+ ax + b} U {0},

gdzie O jest pewnym wyroznionym punktem, zwanym punktem w nieskonczonosci.

W zbiorze E(K) mozna zdefiniowaé operacje grupowa + ,dodawania” punktow, dla
ktorej O jest elementem neutralnym i taka, ze (F(K),+) jest grupa abelowa.

Niech A = (x1,11), B = (%2,y2) to dwa punkty ze zbioru E(K). Zdefinujemy dzialanie
+: E(K) x E(K) — E(K) w opisany nizej sposob.

. A+O=A 0O+B=B8B

2. Jesli 1 = w9 oraz y; = —yy1, wowczas A+ B = O.
3x%+a - A=RB
. 2y1 ! B
3. W pozostatych przypadkach obliczamy \ = :
Y1—y2 . A 7& B
T1—T2

Wowcezas A+ B = C = (x3,y3), gdzie x3 = A2 — 11 — 15 oraz y3 = —\w3 — v, dla
V=1 — A\1.

W przypadku gdy A # B oraz x; # r5 dodawanie punktéw mozna opisa¢ geometrycznie
w nastepujacy sposob.

Wyznaczmy prosta [ przechodzaca przez punkty A i B. Mozna wykazaé, ze wowczas
prosta [ przecina krzywa w doktadnie trzech punktach A, B oraz D = (x4,y4), gdzie
x5 = A2 — 2, — x5 oraz y3 = \w3 + v, dla v = y; — A\zr;. Inaczej méwigc x4 = 3 zas

11



Ys = —Y3.

. AbcEW
‘ T(R)

\
/

ALD

Y o o
AT - (R
X y (\f{ A %@ S

y?=x3-5x+4

Krzywe eliptyczne znajduja zastosowanie w kryptografii. Wiecej informacji mozna
znalez¢ tutaj lub tutaj.

Ao
| h Sanr —_> P

~ v
C
\

Ao ¢ C
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych Q_,\
>

l
Motywacja XN =0 N4 = O Zan T
N «— Z —» Q «— R ", ¢ h Untnie
n—n n— 2 z—(z,0)

5\>(+4—,O ' Xz,ng
X? — 2 = ( réwnanie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania £v/2 ¢ Q /
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, 7e Q — Q(v/2) — R >< /230

\W
X2 41 = 0 rownanie o wspotezynnikach z R, jego rozwigzania =i nie nalezg do R~ & oxt ¢ =
R(l)z{a—’—bl a,bER}:C /L")érz *OYA‘\'(’7/>‘XPC/D

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownar algebraicznych (wielomianowych {

)
o wspotczynnikach z C naleza do C d: ;{ (0‘ ‘O) 9 ‘ /} ‘0|' e
0) 3 =L
Zanurzenie R w C e /(7

Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R% Wowezas (Q,+,-) jest cialem.
wewnetrznosé: (1,0) 4 (22,0) = (21 + 22,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q X?#/] - O

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (21,0)
(.Tl,O) . (.CEQ,O) = <x1$270) = (x233170) = ([L’g,O) . ($1,0>

lacznosé: [(21,0) + (22,0)] + (23,0) = (1 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 73,0 = (212273, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia

el. symetryczne do (71,0): (—z1,0) wzgledem +, (,0) wzgledem -

x1’

rozdzielnosé: [(21,0) + (x2,0)] - (23,0) = (z1 + 2,0) - (z3,0) = ((x1 + x2)23,0) =
= (212 + 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23, 0)] + [(2,0) - (23,0)]
Niech A : R — €, = (x,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze A
h(xy + x2) = h(xy) + h(xy) oraz h(xy - x5) = h(xy) - h(xs). R “
Utozsamiamy zbiory R oraz ) i piszemy = zamiast h(x).

< C>< 0
ZA N\ Enie » Oh'nany@/\/\/\’ ‘ v )
e 1600\\/\@ / 13 | o U
\ XA{%I ?C/\* X/) s
{/»(%/1 ¥, W
hn) Py T D A



(M\(ﬂ/\) * “jm ég’l)‘z“jﬂ Y2 ’sz’yﬂ) g*; [/01@)
(0,1) -(0,1) = (0«0~M 014 4.0) )

Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas

o (410 :
2=i-i=(0,1)- (0, @ %(,

C3z=(r.y) = (2,0) + (0.) = (2,0) + 0) =z + iy @W)w%/j/
Posta¢ z = x+1iy, gdzie T, y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebm%czna, Gaussa) liczby

zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czeScig rzeczywistq liczby z i oznaczamy_Rez. Liczbe X +V y
y € R nazywamy czeSciqg urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci 1y, y € R

nazywamy czysto urojonymi. — % é 6

2 = 29 & (Rezl = Rezy A Imz = Ing) =X+
Postac algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow
zmiennej i, przy warunku i? = —1.
P S WV
(21,91) + (¥2,42) = (21 + 22,91 + o) ($1 +iy1) + (z2 + ZZUQ) (£U1 +@2) + (Y1 + y2)
(z1,91) - (v2,92) = (172 — Y1ya, T1y2 + T2y1) | (71 +y2 +iy2) = (T172 — Y1y2) + i(1Y2 + T2y1)
DL YA T

Przyklad 2.1.1. (2+7i) — (4 —2i) = —-2+9i )< YZ + 0)4/\%1 Jl(//\qu i () /y v,

TN

(3—1i)-(2+3i)=6+9 —2i— 3> =9+7i -4
2430 _ (2+31)(2+54) 4—&-1(}2;1;\14—151 — —l+16i 1 16
2—-5i — (2-51)(2+51) —25i2 \Q 20 T 29

 femagaaic pacL (Wganiks 34200
Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi
w (0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz

Z1+Z5=(X1+X2) H(Y1tY2)
iy=0+iy @--------o--- pz=x+y 0 T
----------------- 5122:X2+iy2
, — e o — P
X=x+i-0 Re 7 X1 Xo Xi+X2 | Re 7

14
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=4Sy

(% @(X%ﬂ) = ’\/Kﬁ ; % Uy Z=-Sy
K eyt

Definicja 2.1.3. Niech z =2z +1wy € C, z,y € R.

i) Liczbe zespolong w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja

i) Liczbe rzeczywista /x? + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Almz
<]~ [T
|y(-@ ................... Z=X+Hy iy 'g z—x+|y B
L 7 277
X > 7 :
Re z < §

S - H -

Z=X+Hy=X-iy o e

Twierdzenie 2.1.4 (Wtlasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 2o € C. Wowezas prawdziwe

sa nastepujace réwnosci.

o2 Y en
vzl 4 f(/?”’”cw

K;Z /v:~

)

[47)

1) Re(21 + 22) = ReZl + REZQ, Im(21 + ZQ) = Ile + Im22 z = ><4 ’\/ l/ /ﬂ

Rez = 3(z+2), Imz= (2 —2)

1ii

~—~

@ - neak  Rez=

ii)
1)
V) 21+ 20=214+22, 21 —22=21— 22, 21 22 =21" 2 (\N\ ﬁx\\{\ U(mfz/ m
iv) () =2, dlaz #0 j
vi) |z = [ =z = [7| — i
vil) 2z = |2]? < 7’7 - XZ*DZ I/< &Z*WY“J ¢
viii) Rez < |Rez| < 2|, Imz < |Imz| < |z
ix) |21 - 22| = |21] - 2]
X) |21 + 20| < |z1| 4+ |22] (nier6wnosé trojkata) ‘|zl| —|2al| < |21 — 20
Dowdd. vii) (z + iy)(x —iy) = 2* — i*y? = 2* + y? = |2|?
vili) Rez = ¢ < |z| < \/m = |z|
x) 1= Rel = Re (222) L Re(52) +Re (52) € |o2g| + o3| "2 22t
|lezf|22| = |21 + 2| < 21| + |22
|21] = |21 — 224 20| < |21 —22| 22| A |22 = [za—21+21] < [za— 21|+ 2] = ‘|le_|22’ <

‘21 —2’2‘ O

15



2.2 Postaé trygonometryczna i wyktadnicza = 2 ’

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej ’Z Noo_ 7

2 2
Niech z = z +iy # 0. Wowcezas z = |z| <|§—| —H"g—'). Poniewaz, (ﬁ) + (|y—|) =1, wiec
istnieje kat ¢ taki, ze -

z = |z|(cos p +isinp).

AImz z%@

N PZ=X+HY  cos@= IXTI

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gtdwnym liczby z i oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma postac W Z. Przyjmujemy,  |scoct Y,
ze argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolna liczbe z € C,z # 0 mozemy 'nayg

zatem przedstawi¢ w postaci z = |z[(cos p +isin @), gdzie ¢ to jeden z jej argument6w. “GUingy |

Powyzsze przedstawienie nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy 21 # 0,20 # 0, 21 = |z1]|(cosa + isina), zo = |z3|(cos 5 + isin ), to wowczas
21 = 29 wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz 5 = o + 2kx dla pewnego k € Z.
—

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z=1 z=—1 2= —27—3i Z; %LL\M
z=T7(1+ 0i) 2| = /0% + (—1)2 2| =274+ 9=6
z=1(0+(-1)-7) Z=6<—£—%i) lzi‘“‘xzﬂﬂ“

n||

cosp =0 coscpz—‘/?g _ 7
singp = —1 singo:—% *::7\_?/ .
=04 2km p=—5+2km 90:%7T+2k7r, keZ
argz = 0 argz = %ﬂ' arge = %ﬂ'
N~
z = T(cos0+isin0) —i = 1(cos 3w +isin$m) —/27 — 3i = 6(cos {m + isin L)
h R
_,b = )
A ;@ V(’A>‘\J

16



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin p), Iord <
A = z/\ : Z/’ -

21 = |z1|(cosa +isina), zo = |z2|(cos f + isin ). Wowczas:

i) z1-20 = |21] - [22] - (cos (a4 B) +isin(a + 3)), / iJZA/")Z/]/ ( o) /24)“5‘”‘2»6)

. 21 z1 ) Q1 Z
11) z:%.(COS(O&—/B)—FZSIH(O(_ﬁ))y /Z/,j (OO)Z.C‘}/‘S“'){'C
\ iif) 2" = [z]" - (cosnep + isinny) tzw. wzor de Moivre’a E/\AU . ?ﬂ»cbﬁo‘_)ﬁ e
@ N~

e
Dowdd. 1) zy - z9 = |z1] - |22|(cos a + i sin &) (cos B + i sin 5)
= |z1| - | 2] ((cosacosﬁ — sin asin §) + i(s\pasinﬁ + co\s\ozcosﬁ)>
cos (Z:+,3) O@%& sin (\a,Jr,B) S &

ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2% = z - z = |2|*(cos 2 + i sin 2¢).
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [

Przyktad 2.2.3. Przedstaw liczbe z = —sin {5 + i cos {5 W postaci trygonometrycznej.

METODA I: Poniewaz |z| = 1, zatem z = cosy + tsinp dla pewnego ¢ € [0,2m).
{ cosp = —sin{5 <0
singp = cos 7; > 0
Na mocy wzoréw redukcyjnych ¢ = 7 + {5 oraz z = cos (g + %) + i sin (% + 1”—0)

= ¢z II éwiartki

. () E . i: 9/ E . ks . E . E _
METODA II: z = —5sin 15 + 1 cos {5 =i7/sin {5 + @ cos 5 z(cos 15 T isin 10)

(COS%—I—iSin%) (cos%—kisin%) = cos (%+17T_0) + 7sin (g+%)

. 20
Przykiad 2.2.4. Oblicz (11247)

wfS
|
o[
o~
N—
|
[\ l
—_
Q
@)
)
—~
|
ISE
S~—
_|_
~.
w
<R
=
0
INE
S~—
SN—

1+iv/3 = 2 <% + @z) =2(cos z+ising) 1—i= \/5(

—p{’_‘l/g = \%(cos (3 +75) +isin(5 + %)) =2 (cos (5m) + isin (4=5)) f

. 20
(58)" = 210 (cos (40m) + i sin (42m)) = 21° (cos () + sin () =
— 219 (cos (127 — ) + isin (127 — 7)) = 21 (cos 3 —isinF) = 21 (§ — i) =

=29(1 — /3i)

Twierdzenie 2.2.5 (Wtasnosci argumentu). Niech z, z1, 25 € C.
Wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z120) = argz; + argzs + 2k, k € Z (k=01ub k= —-1)

17



ii) arg(Z) = argz — arges + 2km, k € Z (k=01lub k=-1)
iii) arg(z") =n-argz +2km, k € Z
iv) argz = 2w — argz, gdy argz # 0

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z - z) = argz + argz + 2km =
2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze.
v) z -z = |2?| oraz 0 = arg(|z?|) = argz + argz + 2k, skad argz = =27 —argz O

Przyktad 2.2.6. argi = arg( 1) = T arg(—i) = 37
i=(=1)-(—i) = argi =7+ 37+ 2km = 3+ 2kn dla pewnego k € Z, tj. k =

Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

oz N -
Dla ¢ € R definiujemy e’ = cos ¢ + isin . Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0
/\/‘/\/\-M
mozna zapisa¢ w postaci z = |z|e’?, gdzie ¢ to pewien argument liczby z.

Przyklad 2.2.7. a) €2’ = cos 3 +isin3 =0+1-7 =

b) €™ = cosT +isinmT =—1+0-1 j@
@/‘,—'— najpiekniejszy wzoér w matematyce

Twierdzenie 2.2.8. Niech a, 8 € R. Wowczas:
z(a+ﬂ) _ i, i i(a—p) — &2 .
i =e*- e e &5 t o

i) (e ) =¢* dla k € Z, 6 = 6 — = 7; 4 ﬂ
eila 2km o . - 4 |
i (ad2kn) — oo dla k € Z, \_/C()MAKSU 00\_)/?’) \w

iv) e £0, | =1.

\,

iii

Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wtasnosci dziatan na liczbach w postaci trygonometrycznej.
iv) Mamy |e’®| = |cosa + isinal = Vcos?a +sina = 1, zatem € = 0 & cosa =
sin « = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa = 0, to sinae = +1. [

Whiosek 2.2.9. Niech z = 7€’?, z; = 7€', 2o = ry¢’? beda liczbami zespolonymi w
postaci wyktadniczej. Wowezas:

1) 2129 = T1r2€i(a+/8) 21 - l(a /8)

7 2o (D)
ii) Sk — rkeik‘P, dla ke Z, m g C

iii) z = re .

Dowdd. iii) Jeli argz = ¢, to arg?z = 21 — ¢, skad eV = 2Te=¢l = ¢ []
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Wzory Eulera ‘ Im 7

e’ = cos p + isin
e~ = cos (—p) +isin (—p) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :
i —1ip W _ ol - :
Cos p = ﬁ, sinp = i, v eR. gZ €Y
2 21
Obroét o kat ¢ ‘ R Vi
z:‘?"e’"l A “’?, ) } Lol g a |
z - 6150 — rez(a+90) G - k‘e I : >
: iy = i Re z
M PP I o L
o U(A°)
Xlp oG g

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz réwnanie 23 = (z)3.

kdiad 2= XS

Widzimy, ze z = 0 spetnia réwnanie.
o

Zalozmy teraz, ze z # 0. Wowcezas z = 7e’?, dla pewnych r € \,Z \ 2(/ + \; ﬁL
R, > 0 oraz ¢ € R. Zatem \2\ \Z\
€L
TN Gt
S—— ° Ny STALY

Rozwigzaniami sa punkt z = 0 oraz polproste o = %’T, ke{0,1,2,3 4, 5}.34’,0 \5(;0

Podsumowujac, rozwigzaniami sa punkty nalezace do prostych y = 0, y = V/3z oraz

Yy = —\/gx.

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe \; ———
< Q9

Pierwiastkowanie / Z\

Niech n € N, w € C beda ustalone.
—_—

Definicja 2.3.1. Kazdg liczbe z € C spetniajgca rownanie 2" = w, nazywamy pierwiastkiem
n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 2.3.2. Rozwigz rownanie 2% = 8 + 6i.
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@ /@ (ﬁiﬁ)z://qﬂ‘{“

I sposob: IT sposob: III sposob:

postaé¢ wyktadnicza postaé algebraiczna postaé algebraiczna
Lake :@

2=zl w=8+6i | z=x+1iy, w=_8+0i 8 4 67 + 61

|22e%% = w = K+ 2 =w =3212.3-i+17 =

St iy)® =8 6i = (3+1)’
|lw| =10 2zyi -
’ $2~:’\y4.: S

w=_8+6i=10(2+1i2)

« M—arcsm + 2k éc" 0 (gdy y =0, to z =z, 22 # 8 + 6i)

2\ . 9 .2 do

-\ \)/C 1: 0 @yz y* =38 fermicpo
,L,v_/_ -~ Y y2—9:0,A—100? ¢

¢r = yarcsin 2 + kx y?=1y==%1

SR
! 2 = V106, k € {0,1} p=34iV =3
e ey

z=3+1V z=-3—1

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cos p+ising), to wowczas rownanie

2" = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwiazania te maja postac ‘
— / v&jo N Iaw“c’ rurad %%Ob

AT <,0+2 @+ 2km -
\w @ +is T), k=0,1,...,n—1. z l»m/@j w

~ - /
Dowdd. Niech z = p(cos a + isin «), wowezas J Pt oy
J\/\/\/\/\/\/‘\/w no__
) z" :;g\ai? p(cosna + isinna) = r(cosp + ising) < { @k‘ c7
77+ Otrzymujemy 2 = {/7(cos ay +isinay) , gdzie oy, = ‘p+2k“ ,k=0,1,....n—1. 0O
77, Symbolem {/w oznaczamy zbior wszystkich rozw1adzan rownania. Zatem

1
- zW Vw={:eC:z"=w} = {z0,21,..., 51).

Przyktad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 25 =(v/8 — i1/24. /= W 7= 7
Niech z = p(cos o + isin ) oraz w = /8 — /24, _

Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v/2(3 —\_—/z) Zatem f/ '
Y s

5 5
5 — 5 ;S — T\ isin(—T L =4/2=(V2)
P=w & ﬁ_(_cos';')a—l—zsmf)a) 43/_2(_(:05( 5)Fisin(=%)) < { 5= —I 4+ 2kn ke {01,234}
V"%
Stad p = V2, ap = —F + gkw oraz = V2(cos oy, +isinay,) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.
\N___/) JTL L(/’ v\ AANAAAA
k=5 ”‘-ZT\ (AN Smowia ta j

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej
: N : Aimz
Liczby zg, 21, ..., zn—1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" = w
stanowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku
z = 0 1 promieniu /7.
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Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie z* =\(v/3 —i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2o, 21, 29, 23. Beda one wierzchotkami

kwadratu.
()’ (b )=a?- 5tk + bbb

Niech|zg = (v/3 — i)3/=3v/3 — 9i — 3v/3 4+ i = =8i.

Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada mnozeniu

przez i = €'z, s

n=2-1=8, z==z-i=28i, ngZQ'iZ? , i\/\ﬁ - Ok/l«Q7U
Im z , Vg L oy Voin Y

_—

TS

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie réownan w R i w C

’FV/IR/}& w R w C
{((ﬁ)?x [1 s
e Vi=3 Vo= {-3,3) T

% v/—1 nie istnieje V=1 = {—i,i} ’/C—/\)«(-/U =
K

b

tha\Ax %: 1 \AL/T: {_1717_Z7/L}
Z 80 7/0
=
o )ow/ak’“so Va? = |z V22 ={—z2} "
Roéwnania wielomianowe ( R - Al geﬁ)rm“m/ne) 7 - SJr U
, m >
Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z _st/oggm_ /‘ - = (Yﬂjc
Wz)=cz" +cn12" P+ ... +caz+c, Cooooyen€C, ¢y #0
A

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =
0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba 2z, € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (z — z9) P(2).

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — z, otrzymujemy W (z) = (z — 29) P(2) + const. Stad
Wi(z)=0 & W(z)=(2—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe 2y € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli

istnieje wielomian P taki, ze W(2) = (z — 20)*P(z) oraz P(z) # O.Wmj ]r\”“ nie
_AINE ety )

Przyklad 2.3.10. Niech W(z) = 23 — 22 — 2+ 1. Fa toryzqﬁj@c, otrzymujemy W (z) =

2-1)—--1)=E-1GE*-1)=(z-1)72*(z+1).

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

X Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenje algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w
C, liczac z krotnosciami.

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech 2y, 25 ..., 2z, to jego wszystkie
pierwiastki o krotnosciach kq, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia
algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ks ... + k,, = n oraz

Wi =(E—2)" (z—2)2 . (z—zp)™. O
/\/\/\M

Trojmian kwadratowy az?+bz+c=0, abceC, a#0

Obliczamy A = b? — 4ac € C ora {=9,0}. /\J /)N
NN

—b—4 __ =b+d

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone z; = =2, 2o = ===,

Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 2o = g—é’
Przyktad 2.3.13. Rozwiagz rownanie 22 + 2iz + 3 = 0.

Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 1642, VA = {—44,4i}.

Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspdtczynnikach
rzeczywistvch. Wowczas liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy
® i tylko wtedy, gdy liczba Zy € C jest k-krotnym piMWielomianu W.
/‘—\_______—

Dowdd. Niech W(z) = an2" + an_ 12" ' + ... + a1z + ag, ag,...,a, € R, a, # 0.
Udowodnimy twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie,
ze W(zp) = 0. Wowczas

~1 1
A2y + an—12y +...+a1z0+a =0 = ap2f +an12y  +...+azp+a =0

— _
= a2 +an—17y  + ...+ @z +a =0.

Poniewaz ay, = ay, zatem W (Z) = an(Z0)" + an_1(Z0)" 1 +... + @120 +ag=0. O
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Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspolczynnikach rzeczywistych ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. 5 ‘ [ /

1R
wj\)’ohCZ Z LL
Przyktad 2.3.16. Rozwiaz rownanie 23 — 322 + 6z — 4 = 0. @ [ /L)

+ —(15 -t
0=(z-1)(z" 2244 = (- D[z —1)*+3] = (z—l [(z —1)° \f

= (z—1)(z =1 —3i)(z — 1 +/3i) /
rozwigzania z; =1, 2 =1+ V3i, oz =1—/3i,
— ’
— “’M

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz réwnanie 2* + (2 +14)2% + (7 + 2i)22 + (12 + i)z + 6 = 0,
wiedzac, ze 21 = 2 jest jednym z jego rozwiazan.

— 2 veadc 7/*L¢7ob A C an'k’“ 4 —ZU Gotey
(2 — 2i) (z3 + (24 3i)2% + (1 4 6i)z + 3i> =0 Plerwrastey /
(2 = 20)(z + 1) (22 + (14302 +3i) = (2 = 20)(z + 1)*(2 +3) = 0 |

KO

rozwigzania z; = 21, 29 = 23 = —1, 24 = —31
m— | | —_ 412+ | #K /QH/ L
Wzory Viete’a q/[ # 24 2 /@
Twierdzenie 2.3.18. Niech W € C[z], W(z) = ¢,2" 4+ 12" ' + ... + c12 + ¢, gdzie
¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rozne) rq,...,r, € C. Wowczas n=
? (N
cp(ri4+re+...41) = —Cha Q-Z *’C/\Z *"(OZ/

Col(rirg+rmrs+ ..o+ rirp) + (rors +rorg + ..+ rory) + . F rn,lrn] = Cp_2

CuT1T2 ... Ty = (—1)"co

Dowdd. Niech W(z) = ¢,(z —11)(z —rg) - ...+ (2 — r). Wymnazajac, otrzymujemy

W(z)=co[(=1)"rire oo omn + (=1)" g oz (1) sy 2

F(=D)"tryrg 2 (—7"1 - 7"2 — )2 4 z"] O

Przyktad 2.3.19. Wielomian W (z ) , ¢ € R ma pierwiastek z; = 1—2i.
Wyznacz pozostate pierwiastki oraz Wartosc spo}c nlka c.
Wielomian ma wspoélczynniki rzeczywlste zatem 2 =1+ 2z Z,-%,
Oznaczmy a =2, b= —5, d = —5.
Na mocy Wzorow Vlete a otrzymuJ 'r 23=2423=—2= %
Zatem z3 = = oraz W =0 c=12.

\Jd
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2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + 1y, 21 = x1 + 1y1, 22 = x2 + 1y beda liczbami zespolonymi w postaci

algebraicznej. Niech r € R, I;Q_’_

1) |z1 — 29| odlegtos¢ z; od z
w (21 +iy1) — (22 +ige)| = /(21 — 22)* + (41 — 12)°
2) |z —2z|=r rownanie okregu o $rodku z; i promieniu r lqu ]; S
: 5-(/10)
r=|@—z)+y—yil=vE-2)2+y—n)? = rP=@-2)+{Yy—n)’
WS

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r kolo |z — 21| > r zewnetrze kola
Almz A A \\C‘f(/\j"/l‘:
l(x'/l))rt'@\ -

Wx« )t %tj@ N
S

L T
- > - (1) ey
Re z Re z Re z
3) |z — z1| = |z — 22| réwnanie symetralnej odcinka o koricach z; 1 29
Aimz Almz

punkty

_“.rowno/odleg}e 243
g |
s o ,

K \‘L < =
. =
Re z 1~ Re z <
\/

np. |z —1| < |z —2 — 3i|
— .

4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie ¢ € R ustalony, to polprosta.
I
Przyklad 2.4.1. e 9 (z ’ZO) -

argz = 4 arg(z — 1 —1) T <argz < 3w

N

;ZO = AAP\).



AImz AImz Al

_T Rez Re z T Re z
arg(z — 2) arg(i) =z
ﬁ Im z Almz

.
AA >
—o - Y/ Re z

2 Re z
5) Zbior {z € C: arg(%t) = I} to tuk na okregu. %/%*UR(y
5
w_z+i:x+(y+1)z [z 4+ (y + 1)i] - [x — (y — 1)i] @ z@x\ym@
\jz—i xﬂ—(y—l)z 22+ (y—1)2

N Rew =0 & 22+ =1
Imw>0< >0

%/‘ }\];@¥b\/’
>

Q =0
07




