Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeiiiinnnns

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 Macierze 1 ich wlasnosci

Niech K =R lub K = C.

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazams lub elementami macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn-

a1 a2 ... Qip
A = [ag]mxn = a1 Q22 ... Q2n
Aml Om2 -+ Gmp
Ciag a;1, Gio, . . . , @y, NazZywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag ay;, asj, - . . , Gpj NAZyWaIy

j-tg kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M,, .., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M,,(K). Macierz A € M, (K) nazywamy
macierzq kwadratowg stopnia n.

Dla A, B e Man(K), A= [aij], B= [blj] mamy
A=B & Vie {1,2,...,m} VJ S {1,2,...,71} Q5 :bZJ

1 -1 2 -2
Przyktad 3.1.2. A€ M;3(R), A=|3 -3 4 4
5 —5 6 —6
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6
7 8 9
0 0 . 0
0,xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 e
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; = 0 dla i # j
b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla i > j
c) trdjkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:
D,,(K) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gornych stopnia n TYK)NTP(K) = D,(K)

TP(K) zbiér macierzy tréjkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

(1.0 0] Lo 000
I1i=]0 1 0 12{01} D=0 1 0| eDsyK)
(00 1 00 2
(1 2 3] 100
A=|011|eTP(K) B=]2 0 0| eT¢K)
(00 2 01 3

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,,«,(K), A = [a;j], B = [b].
C=A -+ B, C= [Cz’j] € Man(K)7 Cij = Q5 + bij

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, (K), A = [aij].
C=a-A,C= [Cij] S Man<K), Cij = O+ Qg
Oznaczamy —A = (—1)- A oraz A— B= A+ (—B).

e Mnozenie macierzy: Niech A € My, xp(K), A = [aix], B € Mpxn(K), B = [by;].
C=A. B7 C = [Cij] € Man(K), Cij = ZZ:I az’kbkj
Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A
—_—

r—razy

e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;]
C = AT, C = [Cij] € Mnxm(K)a Cij = Qy;
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Przyktlad 3.1.5.

0 1
12 3 2 1 ~1 0
A_{456}’B_ _f? ’C_[25}’D_{ 34}

Jakie mnozenia sa wykonalne?  Wyznacz C' — 2D, % - AT, AB, BA, D

2 1 -1 0 2 1 2 0 4 1
C-2D=1, 5}"2{ 3 4}{2 5}+_{—6 —8][—4 —3]
(1 4 19
cAT=2125|=|1 2
|3 6 23
0 1
2 2
D = AB € My(R) schemat Falka ;11 1=1-0+2-243-(-1)
1 2 3[1 8
4 5 6|4 20
1 2 3
4 5 6
G = BA € M3(R) 0 1| 4 5 6 AB # BA
2 2/10 14 18
1 1) 3 3 3

D?*=D-D e My(R), CA € May3(R), zas AC' jest niewykonalne

1 4 92 1
CDGA@@%DCGA@@%CD:[lgQO}DC:[ i 23}CD#C@

Wtlasnosci dzialan na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci.

Whiosek 3.1.7. (M,,«,(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech a € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci.

i) (AB)C = A(BC)

ii) (A+ B)C = AC + BC

iii) A(B+C)=AB+ AC

iv) a(AB) = (0A)B = A(aB)
v) A
vi) I

Wnhniosek 3.1.9. (M, (K),-) jest potgrupa nieprzemienna z jedynka.

Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K,
r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

Definicja 3.1.11. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementéw na przekatnej aq; + aso +
..+ app, nazywamy Sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

1 00
Przyklad 3.1.12. tr [ 2 -7 0 | =1-7+3=-3
0 13

Wilasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), a € K. Woéwczas prawdziwe sa nastepujace
réwnosci.

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
iii) tr(aAd) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M,,.,(K), to wowczas tr(AT B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).
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Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy A = AT

b) antysymetryczng, gdy A = —AT

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd. A= B+ C, gdzie B = 5(A+ A"
T r T
BT = |44+ A7) = t[(a+am)] =

C=3(A-A"), B=B" C =-C". Ponadto

);
(AT + (AT)T) = 3 (AT + A) = B. Analogicznie

2
sprawdzamy, ze CT = —C. [

1 2 3
Przyklad 3.1.17. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
|13 07
0 -2 3
B = 2 0 6 | macierz antysymetryczna
-3 =6 0

Definicja 3.1.18. Macierz utworzong z macierzy A;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

A]_]_ A12 ... A]_n

A21 A22 P A2n

Aml AmZ s Amn
nazywamy macierzq blokowqg. Macierze A;1, Aso, ..., Ay stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, zas macierze A;;, Agj, ..., Ap; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.

3.2 Wyznacznik macierzy

Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;j] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco:

e gdy n =1, to detA = a;

o gdy n>2, todetA =37"  (=1)"ay;detA,; =
= (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 —+ ... (—I)H"alndetAln,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.
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Oznaczenia:

aj; a2 ... QAip ay; a2 ... QAip

21 QA29 ... dQdgpn 21 A2 ... QAgp
detA = det | . ] _ ] A= .

Ap1 Ap2 ... QApp Ap1 Ap2 ... QApp

-3 2
detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =17

Przyklad 3.2.2. A= [ Lo ]

1 -2 3
B = 2 1 —6 detB = (—1)1+16L11d€tB11+<—1)1+2a12det312+<—1)1+3a13d6t313 =
-3 —06 8
1 —6 2 —6 2 1
1-‘_6 8‘—(—2)"_3 8‘—1—3"_3 _6‘—59
Metoda Sarrusa
1 -2 3
29 1 —6|=1-1-8+2(—6)-3+(=3) (~2)-(—6)
-3 —6 8
1 -2 3
s 1 o 131 (=3)+(=6) - (—6) - 1+ 8- (=2)- 2| = —59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n— 1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.

1 =22 3
Przyklad 3.24. B=| 11 17 16
-3 —6 80
1 3 1 3
B32:|:11 16:|, M32:det332:‘ 11 16‘_16 33 =-—17

D32 = (—1)3+2M23 =17

Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:

1) Vi € {1, 2,... ,n} detA = Zzzl a;xDig,
(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)
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i) Vje{1,2,...,n} detA=>7_, arjDy;.
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

1 2 4
Przyklad 3.2.6. B=| 0 2 -1 Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
12 2
4 |1 4 s |1 2
detB=0-Dy; + 2Dy + (—1): Dog =2 (—1)*- 1 92 +(=1)-(=1)°- 1 9 =—4
10101
20200
C=1213 01 Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,
32000
11041
a potem wzgledem ostatniego wiersza.
1011
detC =4 - (-1)9M54 =—4. ; (1) g (1) = —4(3D41 + 2D42) =
3200

011
12 (=1PMy — 8- (=1)Mp =12-]0 2 0 |—38- — —40
131

[N NGRS
W N =
[ R

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;5] € TP(K). Wéwczas

detA:aH A9 ... Qpp-
5 2 0 O 10 0 0 O
0 3 —11 22 020 O
Przyklad 3.2.8. A= 00 -1 7 B = 00 3 0
00 0 2 000 —1
3 —11 22 17
detA=5-(-1)*10 -1 7|=5-3-(-1)? ' =5-3-(—-1)-2
0 0 2 02

detB=10-2-3-(—1) = —60
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Wlasnosci wyznacznikéw

Niech A = [a;;] € M,(K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy A, czyli
A=1[Ay, Ay, ... Al

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Woéwczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.
i) detA = det(AT)
ii) Jesli pewna kolumna sktada si¢ z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez
liczbe A # 0, to wowczas detB = A - detA.

iv) Jesli Ay = Byp+Cy, to wowcezas detA = det[Ay, ..., By, ..., Ap]+det[Ay, ..., Cy, ..., A,

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch
kolumn, to wowczas det B = —det A.

vi) Jedli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay, = A\A;, dla pewnego ) € K,
to wowczas detA = 0.

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. IAy, ..., Adg_1, Ags1, -+ -, A €
K Ap =300 i\ A, to wowezas detA = 0.

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostaltych kolumn
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M,(K), to wowczas det(AB) = detA - detB.

x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci

By 0|...]0
?7 | By|...| 0
T 1?7 .. | By
gdzie By, Bs, .. ., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogot réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas
detA = detB; - detBs - ... - detB,,.

Przyktad 3.2.10.

A:

macierz blokowo — diagonalna
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Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wtasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # X € K
iii) det(A") = (detA)” dla dowolnego r € N.

Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)

A-w;, A€ K,A#0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera)
w; +A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;

Przyklad 3.2.12.

(2 1 3 4
1110 1
A=139 10 3
11 55
1110 1 1 1 10 1 1 1 10 1
W1 W2 2 ]. 3 4 w2—_2w1 o 0 —1 —17 2 W3—W2 0 —1 —].7 2 o
detd == 3210 3| wwm |0 -1 -20 0 0 0 -3 -2~
11 5 57 0 0 -5 4 0 0 -5 4
1 1 10 1 1 1 10 1
1
~Lows 0 —1 =17 2 | witsws 0 -1 —17 2| B o
_30015_3001§_31(1)13_22
0 0 -5 4 0 0 0z

3.3 Macierz odwrotna

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A €
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A1,

101 a_|a b _,
[81] w8

1 cd| |10 - - ..
AA =1 & {c d]_{o 1} = ¢c=0A ¢ =1 sprzecznosé

Zatem nie istnieje A7

Przyklad 3.3.2.

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.
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Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wéwczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopelnier
1

: . CA-1 T
algebraicznych. Wowczas A~ = = - D*.

Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas§ D = [D;;] macierzg
jej dopelnien algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A
i oznaczamy symbolem AP.

Whiosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej

1. Za pomoca definicji

_ 3 5 a_|a b _,
Przyklad3.3.7.A—{_1 2}, A _{c d]_'

detA =11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba+2b 5a +2b=0 2 _5
-1 _ — -1 _ 11 11
A4 _I¢>[%—d &+2d}_l® 3c—d=0 :”4‘_{ﬁ %]
S5c+2d=1

2. Metoda dopetnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyktad 3.3.8.

2 7 3 1
A=13 9 4|, A'l= CAP =7
1 5 3 detA
detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréw

elementow a;;. Wowczas

7 5 6
7 3 2 3 2 7
5 3 13 15 L s
7 3 2 3 2 7
]9 4 3 4 3 9] |
7 -5 6 7 -6 1
D = [Dy] = (1) M) = 6 3 3| Aat=-1|-5 3 1
1 1 =3 6 —3 -3



3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa.

[A‘]] operacje  elementarne [I|A ]

tylko na wierszach!

Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gorna — [

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania metody operacji elementarnych.

Przyktad 3.3.9.

12 01
00 -1 2 1
A=l10 21| 4 =
00 10
(12 0 1|1 000 1 2 01/ 1000
A= |00 ~1 210100 w100 ~1 200100 —ws
o 10 2 110 01 0 0 —2 2 0/—-1 010 we na koniec
(00 10[{0001 0 0 10/ 0001
(12 01|10 00 12 0110 00
01 =1 03 0 =5 0| witws [0 1 =1 0[5 0 —5 0| 3w
00 10[00 01 00 10/00 01
(00 -1 2{01 00 00 0201 01
12 01[10 00 12 00[1 -5 0 —3
01 =103 0 =3 0] w-w_ [01 =103 0 =3 0| wtu
00 10/00 01 00 10/0 0 0 1
(00 01]0 % 0 3 00 010 5 0 3
(12001 - 0 —3 10000 —5 1 =2
01003 0 -5 1| woaw 01003 0 -3 1
0010[(0 0 0 1 0010/0 0 0 1
(00010 i 0 1 0001/0 5 0 3
0 —3 1 =2
L9 -1 71
-1 _ [ 2 2
ZatemA—0001
0 3 0 3

Wlasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a« € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A
i B sg odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i
prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

D) det(A) = i iv) (ad) "l =1.4"1
ii) (A—l) =A v) (AB)"! = B71A™!
i) (A7) = (AT i) (a) T = (A7)



Przykltad 3.3.11. Wyznaczymy macierz X spelniajaca rownanie XA = 2A — I, gdzie

12 01
00 -1 2
A= 10 21
00 10

7 kontekstu wynika, ze A to macierz kwadratowa stopnia 4, zas I = I,.
Poniewaz detA = —4 # 0, istnieje A~!. Obliczamy

XA=24A-1
XAAT = (2A-1)A™!
XI=24A"1—TA™!

0 —3 1 -2
Xeor—at—g—|2 0 =2 1
S T 10 0 001

0o 3 0 3

Przyktad 3.3.12. Rozwigzemy réwnanie macierzowe E*(X — 4I)" = LE3*F3D-'DT
wiedzac, ze D, E, F' € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna,
zas

1310 V2.0 0 0

0310 02 0 0

E= 4 2 0 0|’ F= 00 -2 0

00012 00 0 v2

Poniewaz D jest symetryczna, spetnia warunek D = DT, Stad D™'D? = D™'D = 1.
20 00
08 00
: ; 3 _

Ponadto F' jest diagonalna, zatem F* = 00 -8 0
00 0 2

Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obliczamy
EYX —4DT = %E3F3D_1DT = %E3F3
(X —4NT = E*4%E3F3 = %E*1F3
X —4] = (%E_lFS)T — %(FS)T(E_l)T
X =4I + %(F3)T(E*1)T.

Pozostaje obliczy¢ E~! i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawania.

Twierdzenie 3.3.13. Jesdli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna

A0 ... 0
_ 0 A ... 0 . '
postaci A = ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
0 0 ... A
A0 0
0 At ... 0
odwracalne sg macierze Ay, Ay, ..., Ay. Wowczas A~ = )
0 0 Al
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22 0 0 0
0 8 -6 0| . . ) _1
Przyklad 3.3.14. Czy A = 0 16 -8 0 jest odwracalna? Jesli tak, oblicz A™".
0 0 0«
221 0 0] O
) ) 0] 8 —=6] 0
Jest to macierz blokowo-diagonalna ol16 —s| o
0| 0 Ofm

Kazdy z blokéw jest macierza nieosobliwg, zatem A jest odwracalna.

. - 8 —61" _1 3 _
Obhczamy[QQ}lz[%],[m —8} :[_%1 lg}y[w]lz[%].
b
Stad A™! = 158
: o L
0o 0 o0 %

3
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