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TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.
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Niech K =R lub K = C. “‘D HA(“‘)B:QU

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x{1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach. (@ )
A

3.1 Macierze 1 ich wlasnosci

| Kowne NS

Wartosci a;; nazywamy wyrazams lub elementami macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn-

e mamﬁfw

/7(—+ A = [aijlmxn = ; : QY\

M e (51/)
Ciag a;1, Gio, . . . , @y, Nazywamy i-tym wierszem maelerzy A, zas ciag ay;, asj, - . . , Gpj DAZywamy
j-tg kolumng macierzy A.

W AR %
Oznaczmy symbolem Mm(m K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach

i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M,,(K). Macierz A € M, (K) nazywamy

U e

\ \

by

macierzq kwadratowg stopnia n. XM
Dla A, B € My,xn(K), A = [ay], B = [b;j] mamy AmACIERE  S& roun C
A:B@VZG{l,Q,,m}VJE{]_,Q,,TL}CLZ]:bU qdj Dd’r"*’- @(tm'téﬂ’:j ﬂi Vﬂ‘uﬂc
1 -1 2 =2
Przyklad 3.1.2. A € M;,4(R), A= 3 —3@ 4 uiente Y ot omn )
5 —b5 6/1—6

\éumd(of/ouw
~0?2 B e My(R), B=
Qe :

A=lLay)

00 ..0] DAGOWALA Tackatna @Tdurn

0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowg A =

la;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j

b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla i > j

c) trdjkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D, (K

) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n

TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gornych stopnia n
TP (K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

|

G,,
e ()

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech _A_,BE\]\men(K ), A=

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M,«n(K), A=
[Cz'j] c Man(K), Cij = O+ Qg

1)- Aoraz A— B= A+ (—B).
Q/\ de holhavn A

y: Niech A € Z\@p , A=

e Mnozenie macierz

C _
Dla r € N oznaczamy A" =

10
01

B =

|

D:

‘e

0

C=a-4C=
Oznaczamy —A = (—
(I

[CU] S

K), CU

A

r—razy

azk

Zk 1 Qikbrj

e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;]
[Cij] € Myxm(K), Cij =

C=AT, O =

g
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[ai],

TS (K)NTP(K) = D,(K)

[ lower me\gwlw
(\/\/ (\A/\’fw( #(F&W\@bu(m/

€ D3(K)

B = [b;].
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Przyktlad 3.1.5.

01
1 2 3 2 1 -1 0
-[i2a] oe] 2a]es[3) o]

Jakie mnozenia sa wykonalne?  Wyznacz C' — 2D, % - AT, AB, BA, D

(21 0 2 1] [(2) o 401
C-2D=1, 5]@/@4]:[2 5}+{—6 —8]:[—4 —3]
- = iR —_—
14 19
] pAT=(3 ) a5 | = |1 57 » o
3)6 3 L”/7/3)"L0, 2_4/}
//,, //%

,/"// P 2 [ 2 ; / ‘790
D =AB¢€ Schemat Falka S 11/ 1=1-0+2-2+3-(—1)

A € l&) ;ﬁfzwmum
B € M@%aa) (N S oA
G = BAe M3(R) N 4
245 33 G A@;
D*=D-D e My(R), CA (R), zag AC' jest niewykonalne

1 4 —2 -1
C’DEMQ(R),DC’EMQ(R),CD:{B 20] DC = { i 23} CD #CD

Wlasnosci dzialain na macierzach Q 6

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci. l

“ INRNae
) A4 B=B+A comicnnc + =
i) (A+B)+C=A+(B+C) 1amu < Y i
‘aiii) A+0=0+A &('V\WHQ/twy @
‘ , !
ofL,N ) ‘ ' /)& = "A
‘ ) o
(AFB)=a-A+a-B
OES\/\’W\anN\ﬂ\C
)

Whniosek 3.1.7. (M,,x,(K),+) jest grupa abelowa.
\n
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech a € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci.

AB)C = A(BC)  qucne h, 4

) (YV\W\Q?Af/H\'C
ii) (A+ B)C = AC + BC

)

)

yorelne
i) A(B+C) = AB + AC & VW)/ +

iv) a(AB) = (a¢A)B = A(aB) ‘ N A- O@@\e
i - } B R A b
vi) fA= A LM -0 l —
ATz A -
‘Whniosek 3.1.9. -) jest polgrupad nieprzemienng z jedynka. j/ A A =A

Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K,
r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

ii) (A+ B)T = AT + BT Aﬁﬁi Béxg
ifi) (@A) = - AT / AD,. ) o
iv T = BTAT T N
ﬂ, ) (AB)T = BTA B s Al
v) (A")T = (A7) L EA’V\\{UO[,VQA@[A( — -
w0 ] ancJT=C oA

Definicja 3.1.11. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementéw na przekatnej a;; +
..+ app, nazywamy sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

0 0 " feacc = A%
¢ A A

Przyktad 3.1.12. tr | 2 0l =1-7+3=-3
a 0 1 o f j@z
/7\0 Wilasnosci §ladu macierzy QA @ 5‘7 A ¢ A /@
\ | . ~(A-
§ Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), a € K. Woéwczas prawdziwe sa nastepujace

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
iii) tr(aAd) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M4, (K), to wowczas tr(AT B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).
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Definicja 3.1.15. Macierz I%atowaf A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy A = AT

b) antysymetryczng, gdy A = —AT

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd.(A/= B+ C, gdzie| B = 5(A+A")/C = 3(A—A") /B = BT, C = —C". Ponadto

- T
BT = [J(A+ A7) = L[(A+AT)| = J(AT + (AT)T) = §(AT + A) = B. Analogicznie

2
sprawdzamy, ze CT = —C. [

Przyktlad 3.1.17. A= macierz symetryczna

/AT: A e g4,

macierz antysymetryczna @ // /)

h@fnowévﬂ*@zcm F) an Ayy — 77 M p azz
2a0 1 o

Definicja 3.1.18. Macierz utworzong z macierzy AU, dlal1 <i<m,1<j<n postaci

Al]_ A12 ... Aln

Agy | Ago | ... | Agy

Aml Am2 s Amn
nazywamy macierzq blokowqg. Macierze A;1, Aso, ..., Ay stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, zas macierze A;;, Agj, ..., Ap; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn. )" 7” ‘ /4*3 @
] —

3.2 Wyznacznik macierzy

Definicja indukcyjna wyznacznika /

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;j] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco: —— - _
- tkeconinant /l( ’/LJd/,/,J

e gdy n =1, to detA = a;
fr=[ 4 0(41]

e gdy n > 2, to detA = Z )”JaljdetAlJ =
Aon Qea

— 1+1 tA + 1+2 tA + . -1 1+ t A s
(1B gttt + C1 Bhetdra -+ .. (15 ety

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza 1 j-tej kolumny.

dg A€
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Oznaczenia:

aj; a2 ... QAip ay; a2 ... QAip

21 QA29 ... dQdgpn 21 A2 ... QAgp
detA = det | . , _ ] , |A] =

Ap1 Ap2 ... QApp Ap1 Ap2 ... QApp

Przyklad 3.2.2. A= [ _é g ]

detA = ( )1+1a11d€t1411 + ( 1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =17

A4 (1) - e
detB = (—1)1+1a11detBu+(—1)1+2a12det312+(—1)1+3@iet313 =
S— —

1 -6 2 —6 2 1
1.’—6 8‘_(_2).‘—3 8‘4—3"_3 _6‘—59
(\\\ Metoda Sarrusa . i ~ N |
T© sa Mo

° 1 -2 3
aiart” 2 1 =6 | =1-1-8+2(=6)-3+(=3)(

\»0% -3 =6 /
G& 1 >‘—2\/(§

"~ Q/l\—ﬁ - [3,iﬁ>)+ (=6) - (=6)-1+8-(~2)- 2] = 59
N \ /

P 4 Definicja 3.2.3. Niech A = [aij] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
<
0 K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n— 1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebmicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.

Przyklad 3.2.4. B =

By — [ ! 12} Miy = det B — — 1633 = —17
6\\
D3y = (— ‘@\@1
Z3 Mo, U eomenhn “37\,

oo \DU\M\QNQ OUL@U%CQ (ng
Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:
i) Vie{l,2,...,n} detA=>,_, auDi,
—_— (rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)
Uy Dbﬂ Lg b
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0 D —a, b+ a
/| 7 a9 ~l»— - a .
J 7Y <) 2y ™
i) Vje{l,2,...,n} detA=73"1  ag;Dy;.

= - (rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

——

Przyktlad 3.2.6. B =

” | -H— Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
npie 44{/(0 ™~ \ )

\o

@+ (1) (~1)°-

Mo

1 2
1 2‘__4

(=)

4/
011 111
12 (=1)°My — 8- (—=1)Myp =12-] 0 2 0| —8-|2 2 0 |=—40
1 31 2 31

(//1)‘1” Hjm 2

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € TE(K) lub A = [a;;] € TP(K). Wéwczas

detA:aH A9 ... Qpp-
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Wtasnosci wyznacznikow

Niech A = [a;;] € M,(K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy A, czyli
A=1[Ay, Ay, ... Al

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Woéwczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.

Q‘\ i) detA = det(AT) Zﬂ (’/‘ d Lc
\\w“ ii) Jesli pewna kolumna sktada si¢ z samych zer, to wowczas detA = 0. cd A
RN
g\ N Q\“ Jes’.li macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez /J;L ié{ —,92
N liczbe A 0, to wd detB = X - detA. g
Wi§ iczbe o wowczas de e W/*é()

\' iv) Jesli Ay = Byp+Cy, to wowcezas detA = det[Ay, ..., By, ..., Ap]+det[Ay, ..., Cy, ..., A,

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch
kolumn, to wowczas det B = —det A.

vi) Jedli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay, = A\A;, dla pewnego ) € K,
to wowczas detA = 0.

vii) JeshJedna zZ kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. JA;, ... g1, Mgy, -, A\ €
K Ap =000 N Aj, to wowezas detA = 0. £
@esh do dowolnie wybranej kolumny dodamy }{W@ pozostalych kolumn k 2
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie. -
To
) Jesli B € M,,(K), to wowczas det(AB) = detA - detB. 2 7 6
x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci +0 Y lc/\ - 2 2,

Carpen R b - ok, - us

T 1?7 .. | By
gdzie By, By, . .., B, sa macierzami kwadratowymi (na og6t réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas

detA = detB; - detBs - ... - detB,,.
Przyktad 3.2.10.

macierz blokowo — diagonalna

=(2—7)- (40 — 15) = —125
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Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wtasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # X € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.

Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)

A-w;, A€ K,A#0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera)
w; +A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;

Przyklad 3.2.12.

1 1 10 1
— 0 -1 —17 2|
detA "= 0 0 -3 —92|=
0O 0 -5 4
_%. 22
=) | | I At T

Przyklad 3.2.13. Dane sa macierze A, B € M;(R) takie, ze A = [a;;], gdzie

- 1 P FT _ - — _ apiA-lpT
ajj = { Wi—1) 4] : i=j , za$ det B = 9. Oblicz wyznacznik macierzy C' = 3B°A~" B*.

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikow, obliczamy

1 (detB)*
detC = 3°det(B? det(BT) = 3° .
etC’ = 3°det( )detA e( )=3 detA
111 1 1 1111 1
1 41 1 1 |ww 03111
PonadtodetA=1|1 1 7 1 1 [™=/006 1 1 |[=3-6-9-12.
1 1110 1 |ww|0009 1
111 1 13 0000 12
Zatem detC' = 35359% = % = %61
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