Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy. A QY)\/ m( )

ii) det()\A —é -detA dla dowolnego 0 £ X € K

= det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N. A
7 (D i N (gu) 00

Metoda operacji elementarnych obllczanla Wyznaczmka

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba) ' (;4)
A-w;, A€ K;\N#0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera)

> DUZ +A-wj, A€ K  dodanie do w; wielokrotnosci w; ’
Y

W w@;"‘“ )

Przyktad 3.2.12. @

1 10 1

-1 17 2|
0 —3 —2|
0 —5 4

Przyklad 3. 2 13. Dane sa macierze A, B € M;(R) takie, ze A = [a;;], gdzie

/
Qij = { 2(i — 1 )+ @ zas detB = 9. |0Oblicz wyznacznik macierz = 3B3A-'BT.
@ T Qwy "o ,1eMWfd
Korzystajac z wlasnosci wyznacznikow, obhczamy \

(detB)*

dotd /lw , C&M\Aﬁ 0

1
.§ detC = 35det(33)mdet(BT) = 35
e

" ’ /
DA‘Q JuU11 1 1
TN 11 | gy
@ PonadtodetA=1{111 7 1 1 |“="
r\/ /1 1 10 1| ws—wr

111 1

/
\&X/\‘ 4 !
4
Zatem detC' = 3535923 = % = %.




3.3 Macierz odwrotna

(M) (W99 g,

(\'\ ; M) \'> eé’\,j,\w«

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A € 2 \U\jﬂ"‘ﬁ\«

M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A1, A , (Lnn
* (;(' \/ n \Cx»\’\/c "

Przyklad 3.3.2. < |

V \;i[g it HJAA N - o sy

AA =T & (1) = c¢c=0A ¢ =1 sprzecznosé¢ A
i o 0"2 -

Zatem nie istnieje A7 j' - A .,L\/\7 A‘\ ,A P&

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

d J—
ol=

o\

o\

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze @Bﬁl’:__ﬂ nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

\ <=y

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie. % Ui 5 Q
-

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopeinieii :
algebraicznych. VV()WCZ@LS\A_1 = 1. DT‘ k G\\J A

T detA

Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas§ D = [D;;] macierza \b\d

jej dopelnien algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotaczong do macierzy A
i oznaczamy symbolem A,D, ~

Wniosek 3.3.6. Zbior macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciatla K wraz z dziatlaniem mnozenia macierzy tworzy Wﬂﬁd. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

—

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej n
¢ >
1. Za pomoca definicji —
3 5 b e
_ -1 __ a _9
Przyklad3.3.7.A_{_1 2], A _{c d]_' \ ¥~

detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba+2b S5a +2b=0 N 12_1 _%
3c—d 5c+2d 3c—d=0 3

S5c+2d =1

AAl_I@[

2. Metoda dopelnieni algebraicznych (metoda wyznacznikowa)
WyzhacziLxOon
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Przyktlad 3.3.8.

é'\dA

! AP =7

o ded

4 A= -3#0, zatem A jest odvyracalna Niech M = [M,;] oznacza macierz minorow (),(‘ M

elementow a;;. Wowczas

"0 AN[3 4] [3 9] DL\\
5 31)11 3] |15
7 5 6 /v\’x
ol 173 28] [27]]_|, : \'\’\/\5
531 (13 |15
1—3

73 2 3|\ 2 7
|9 4 m 3 9] |
D = [Dyj] = [(=1)7 M| @@(j} A= %—5—‘1/

6 -3 -3
zws(N‘ IR BVA

3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa. Nu < LJJ
\‘\§C v 0\ \{\\/Zal‘na/dh\v [A|I] oie:iqe (elementarr'LD [I|A ] % I b“ 9\ # O
=== tylko na wierszach! __ .
N wo WNJ T 2NW
Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gorna — [ \A

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposéb uzywania metody operacji elementarnych.

,L) AU
Przyktad 3.3.9. L/Al " SN
12 01 \p\du0
100 -1 2 1
A= 10 21} A !
00 10
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1112 0 1(1 000 1 2 01 00 @
Al = 00—120100_ 0 [0]-1 2 0 0| —tus
—/i: ;0 2 1_0u w 10 2 na koniec
“7_00100001 0 70 10/ 0001
(12 0110 00 12 0110 00
0 1L-—1 0o L of. ONL =1 0f3 0 =3 0| gwu
%@00‘01 0 0 oo 0o 01
(00 T2[01 00 00 0\2/01 01
12 oﬁ1o 00 12 o0o0|1 -1 o -}
01 —110J2 0 =2 0] ww |0 11=0)0|L 0 =1 0| wprw
<—/ 00 1000 01 00@00001
(00 0 1[0 03 00 1o 3 o 1
1 2{00/1 -3 0 -1 1000[0 -3 1 =2
0@ 0/ 0 —3 1 §U1_zw§ 0100/ 0-1 1
00 10(0 0 0 1 00100 0 0 1
00010 L+ 0 1 0001/0 5+ 0 32
0 -3 13 4~
19 -1 7 A -
Zatem A7l = | 2 2 \ -\ - L
0 0 0 1 AL z
0 5 0 3 AAAA

Wtasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a € K, a # 0, r € N. Jedli macierze A

i B sa odwracalne, to wowczas macierze A~', AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i g~ {)
prawdziwe sa nastepujace réwnosci. /\
i) det(A™) = deltA iv) (ad)™! :é At '/£\) ﬂ\)
i) (A=A v) (AB)™! :B 14-1 c Ao, ®
i) ()7 = (1) i) () = (47) L NT
A~ A /( ") ’\
NEYa QW\\;A-A = () (9ef)
Przykltad 3.3.11. Wyznaczymy macierz X spelniajaca rownanie XA ="2A — I, gdzie
12 01 — o, G
L\X\ﬂA_ 00 —1 2 —:/(Z =0 , &
""" 110 21| . naniC N ACT (o /
00 10 \
7 kontekstu wynika, ze A to macierz kwadratowa stopnia 4, zas I = Iy.
Poniewaz detA = —4 £ 0, istnieje A~!. Obliczamy / ——
AAANANT A__,
XA=24-1 ‘
of XA (24— A ADABA
C XT = 2AA" — A ,
/ — —_—
74(\,— 1 A-)



A Oonw\r\\c
// ) P&/?m\ﬁﬂ{m(ﬁ

—21 A7l =21 —

Przyklad 3.3.12. RozwigZzemy réwnanie macierzowe [E4(X — 41)T 1E3F SD-1DT
wiedzac, ze D, E, F' € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna,

O oOoON= O
N O ONI-
|

N[ = =Nt

zas
1 310 b =
0310
E=l420 0]
000 %
Poniewaz D jest symetryczna, spelnia warunek D = DT. Stad D~'DT = D='D = I. =
20 00
. . 08 00
Ponadto F' jest diagonalna, zate 00 —8 0 . , ’r

0 0 D D
Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obhczamy ‘
e

A D E4 X T 1E3F<§7‘1DT): el "D ., >

¢ e - - LT = AT p_-|
—1 3\T 1 3 T —1\T
A oA 1 Ealpnrery L (Y Wy
\p{b\ Y A X_4I+ (F3) (E- )T. a)

. _ _)
Pozostaje obliczy¢ E~! i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia orazw t‘
—
D Znagdr €

Twierdzenie 3.3.13. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna

AN~

postaci A = , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
At 0 0
' 0 Ay ... 0
odwracalne sg macierze A, As, ..., Ap. Wowezas A~ = )

Przyklad 3.3.14. Czy A =

‘ _ 0] 8 =6 0
Jest to macierz blokowo-diagonalna 0l16 —s| 0
0] 0 Ofm

Kazdy z blokéw jest macierzg nieosobliwg, zatem A jest odwracalna.
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-1
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnari liniowych z n niewiadomymi

x1,...,T, 0 wspotczynnikach z K. >< (\9 = )(/\ X‘L X‘)

111 + a12T2 + ... + A1y =/ bl

a91%1 + Q29T + ... + Gopxy, = | b . .

2oL a2 2 1 ag b e Kie{1,2,...,m},j€{1,2,... ,n}
Am1T1 + Q2T + - o+ Ty, = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikums ukladu, zas liczby b; wyrazamsi wolnymi Jesli

by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
w
i€{1,2,...,m}, to uklad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (v1,7s,-..,7) € K" spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskoniczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyklad 4.1.1.

r—y =
2r +y

o W

X X g | \ "X
uktad ‘oznaczony uktad nieoznaczony uktad spxzeczny

< ~
7

Y7
=



Py

&Wﬁ

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym AX =
B, gdzie

B
ayj; G2 ... Qip T by
921 a92 D) ) bg ) )
A |t P g | %/QWUMMﬂ
Aml Am2 -+ Omn T b,
macierz kolumna kolumna
wspolczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych S</‘/ 5

Przyklad 4.1.2. O’?Q& WAW

A Aol |
x1+$2+2$4—1/w(1 1 0 o
1

‘-—$1?|:I'2 —’ZIT4:0 <~ iZ = 0 % A
T1 — Ty + 3 — T4 =9 1 —1 1 —1 ’ 9
Ty
ah (0F 0\ K
4.2 Uklady Cramera \eb“"‘,w\ o' eu 6897 ny
po p

Definicja 4.2.1. Jesli m = n praz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad rownai
AX = B nazywamy uktadem Cramera = g

yvamy me TR yuadrotonn pdn
Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest uktadem oznaczonym. d/O o WJ

* ™
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A~'B. [ 8 o e
p—

Whiosek 4.2.3. Rozwiagzanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez

znalez¢ za pomoca wzorow Cramera / /\ >< Xb
py Po-— Vie{l,2,....,n i W M 450

gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna N\f\) J\J
wyrazoéw wolnych B. ¢

Przyklad 4.2.4. PY X & Q(
3r—2y=5H . X . , : 3 =2 B
Uktad { 2+ Ay = 1 jest rownowazny réwnaniu [ 9 4 ] [ y ] = [ 1 ] X \/\ 8

W = det 3 2 } =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera
Ne )

N1

_2 4 — —_—

Metoda eliminacji: \>

y=3x—32 zatem 20 +4(3x — 2) =1, skad x = § oraz y = —

Rozwiazanie réwnania macierzowego:
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X=A"1B, At =?
detA =16, D =

Wzory Cramera @
W_detA—167é0W_detA1— —22W:detA2:‘g ‘:—7,
|o= ¥R
3 / A= SD ’@
K by =
Whiosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiazaniem Jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie
zerowe 1 = ... =z, = 0. —_—
- ) /\ “ AT >
ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny. W e/d\ Ao "~
= /g9 0
Powasze (93] 67 [F]
Uktad { 0z + 0y = 5 jest uktadem sprzecznym. Ponadto W = = W =0.
h ede n
Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykaza¢, ze|jesli detA = 0 |oraz detAk O la pewnego
ke {1,2,...,n}, to uklad jest sprzeczmy: \)
- T—
ii) JeslidetA = 0 oraz detA; = 0 dlakazdegoi € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprzecziy: T T~
\

4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego

Definicja 4.3.1. Niech A = [a;j] € M,xn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z
macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.3.2. WA € Myyn(K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopien

jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A ) lub rankSA! Ponadto przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest réwny zero.
ACIerzy Zerowt

r(A) < min{m,n}

Przyktad 4.3.3. 1
5 — 3 5 1 3 >

A= 0




4 12 39 . L
’2 6 ’2 6‘0’ r(B) =1, Mozna zauwazy¢, ze ky = 3k;.

[\

=0, ale

Q

Il

—
=
&

A
N

-~

1 2
0 1 ‘#0,7"(0)22

D=12 2 2|,r(A4) <3, wy =2wy, wy = 3wy, (D) =
33 3 ==

Twierdzenie 4.3.4 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € My, (K). Wowczas
i) r(A) =r(A"),

%ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy Eiﬁim/iegiaj@,jej rzedu.
> \f‘/\/\f— —— T

Dowdd. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. L.

Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,«,,(K) nazywamy macierzg schodkowaq, gdy pierwsze niezerowe
elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w
kolumnach o rosngcych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym

wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Przyktad 4.3.6.

@2 9 1231
@ -7 1012 21
A= B= ‘ “=10 0% 1
00 00 710
4 schodki 3 schodki to nie postac¢ schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna gorng nieosobliwa. [

V1 2 3 4 5 12 3 4 5
275 5 7 10 | w2 0@4 ~1 0| wstow
Przyklad 4.3.8. D = 1689 3 —>w372w1 0. =5 -4 —7 _17 —>w4+w2
478 3\ lo]-1|-5 -8 —17
2 3 4 5
0§31 -1 —1 0
00 1o —o —17 |0 ") 3
=G—=9——17
Jpa)//“»\ © v o 0 O
Rozwazmy uktad m réownan liniowych z n niewiadomymi x4, .. ., z, o wspo6tczynnikach

z K postaci AX = B.
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Macierz\/U = [A|B]

amn| b
... Qg 2 )
: : L " : € My (nt1)(K) nazywamy macierzq
Am1  Am2

uzupetniong uktadu \Ai:’B;J

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uklad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).
’5

S—

amn bm

Whniosek 4.3.10. ) Gdy r(A) # r(U), uktad jest sprzeczny. & MU\%(}‘ 3(}’\'
[\
- O
) Gdy r( /—r_’@ﬂdad jest oznaczony {/\3\
iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nlewmimiele rozwiazan zaleznych od
_— '

\n—r parametrow., WO ZnAino v

Przyktad 4.3.11.
rT—y+3z = 5
de+y+T2 = 8

A } Sr+2y+8z = 4
1 -1 315
U=[ABl=[4 1 7|8 ]|,7r(A4)<3,rU)<3
5 2 8|4
1 -1
detA = 0 oraz i1 ‘ # 0, zatem r(A) = 2

1 -1 3] 57, [1-1 3| 5
Ul g 5 —5]—12 j—2> 0 1 —1|-12
0 7 —7|-21 |7 |0 1 —1| -3

3 # r(A) = uklad sprzeczny, brak rozwiazan
—_—

<

—~
S

~—
I

Algorytm rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych
1. Jesli r(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy
réwniez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktorych wspotczynniki nie tworza M,
przenosimy na strone wyrazéow wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametrow.
Moéwiac dokladnej r sposrod niewiadomych oznaczanych @, ..., z!. zalezy od pozostatych
n — r niewiadomych z,..,,..., 2]

) n-*
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