‘T(7Y\‘\f (W)

Przyklad 4.3.12.

y+3z = 7
205z =
oyfF 13z = 1
3|7 ]
U=[AB]=1]3 2 =54 |,r(A)<3,rU)<3
4 5 <131 |
—1 3|7 -1 2 3
U—fok 193 54 ||l 0 71
zmzenn@ ki‘l 1311 w3+5w1
‘_(1) ? # 0 minor niezerowy :!?O (\ﬁ - E
{ y+2z| =\ 7-3z lub[_l 2“”2{7—32}
Tx| =118 -z 07 x 18— =2
r=12 %z
uktad nieoznaczony, rozwiazania = —% + %z
z€eR

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

. L

—_

n=omn =D

=
ey = ()L

i |

s %[ 017|118

\7 AN
/\\’\ﬁ Y)\/’L?BL

1 2 7]

51N

o

i

O NV ,\,O/\j*’ozjk‘)

Dwa_uktady réwnan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior
rozwiazan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skrelenie wiersza ztozonego z

samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja

rzedu macierzy U, zatem prowadza one do réwnowaznego ukladu réwnan. Ewentualne
przestawier\ie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.
~———

Th NWO

U = [A|B] do postaci

[AB] =

WO il C(/OL_;7

Dokonujac réwnowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz

S1,r4+1

Sr,'r—i—l

0

Jesli 2,1 # 0, to uklad jest sprzeczny.

0/0

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uktad jest oznaczony i jego rozwigzaniem

jest x; = z;, dlad € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwigzania maja

postac
x) 2
xh 29
x 2y

S1,r+1

Srr+1 Sron
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Przyklad 4.4.1.

%’1+21‘2—$3—JJ4 =1 M;/Lf
$1+ZZ‘2+1’3+31’4 = 2 OK‘/\J/OPCli
31’1+5l’2—$3+l’4 = 3
@)
12 -1 —1]1 Ay,
U=|11 1 32| == ==/
w3z —3w1
Rownanie 0xq + Oxs + Oz3 + 0z4 = —1 jest sprzeczne, zatem uklad jest sprzeczny. 7
Przyktad 4.4.2. ﬁi o m)‘“ s
20 +4y+92—5t+6u = 13 < ( \ -
T4+ 2y +4z — 4t +2u = 5Z of (\/\)/5
(W\/: 3r+6y+T7z—11t+2u =
// 4 + 8y + 192 — 15t + 11lu =
a Ytz 43tr2u = / (/L
4 9 —5 6| 13 2 4 —4
2 4 —4 2| 5 4 9 -5 6 13 wa—2un
U= 6 7 —11 2| 18 | = 6 7 —11 2|18 %
8§ 19 —15 11| 20 418 19 —15 11]20 | “Usur
-1 }1 32—3 112 =2 —6 —4| 5
— -'”'J
g 1 4 —4 2(2 5
ko za ks O 3 2 O 3 w3 +dwa —
g zmiennexztu%) 0 —5 1 —4 ‘\0 3 wq—3wsa (\{L? b
o — 0/ 311 3100
— \/& (
g 1 1 4 —4 2 25 ((GM'/(//J/)
CUw 1011 3 2 0|3 —Boh -
“9 zmienne X zZ U Yy S
=0 0 [en) LYY ZORIC
(14 2|4 2[57, [1 42 14}0—2382—1
012 3@3|>>]|012 0 o| £ 0]-3 i
z N
0 0 8 09 0 01 0% 1| §o| 3| Loar
- ?ﬁ(\/\/\ 3
1 ofo 0 2] 11
e g1 —é 0| -3 N\
001 £ 0| 3
x 2z W & v
r+2y=11
rownowazny uklad ¢ z — ét = -3
U—f—gt:g

et v {/
r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskornczenie wiele r;)PZW1qzan zaleznych
2 R_/
od 5 — 3 = 2 parametréw
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Uwaga 4.4.3. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i palla’n_lit’r}_fgie jest jednoznaczny,
lecz nie jest dowolny.

Przyklad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu
uktadu rownan.
T—3y+z—25s4+t=-5
20 — 6y —4s+t=—10
22+1t=0

vV 31 —2 1| =5
ol g 0 —4 1|_10 | Le=2e,
0 02 01 0

_5*1—5}

Trzy Zmienne sposrod pieciu mozna wybrac¢ na (g) =10 Sposobow

Nie wszystkie wybory sa dozwolone. - W bt € 4)0 ¢
gt W ey

minory niezerowe | parametry
{y,s,t} b 1 {}ovuo ont
v up y,Z,S} \0 ‘\g
k?ak?) {.fL’,S,t}
k27k5 {I’,Z,S}
k4,]€3 {l‘,y,t} B Vr
k4, ks {xayuz} LY \\’\\:‘ > (/
k’3,]€5 {xaya S} P(

m=om, oleA kO

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupetnionej U = [A|B], sprowadzamy te
macierz do postaci [/|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

[A|B] operacje elemen:rne I|X
na wierszac ' (\—/
— r+y+z = 3

2r—y—2 =0
r+3y+z = 5

Przyklad 4. 4 6.

W n (H\\ -

@

1
[A|B] _ wo —2w1 0 _3 w3 —wag
| w3 —w1 0
i 11
wi1+tws 0 1
| w2+ws3 0 0
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1, y =1, 2 =1
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Przyklad 4.4.7. Okredl iloé¢ rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R. @
20y + 4dxs + (2p+4)rs + (Ap+6)xy = p+15
Ptz + 222 + (p+lzz + (p+3)zs = p+4 : .
Ty + 20 + (p+3)ry + 2p+2)zy = 11 &\ddbj S m’\\j
@ 2 p+1l p+3| 4 '1m+3 4 ot
B ) 4 2p+4 4dp+6|p+15 | wy—2u 00 2 2p |p+7 ‘ YL
V= pH1|2 p+1 p+3 | p+4 ws—w | p 0 0 0 P NOD D\ A
12 p+3 2p+2| 1 oo 2 py1) 7 O
2 p+1 1 p+3| 4 ,, %
k1 za ks 0 0 2]? P +7 wWq—wW3 \
zmienne Xg X3 X1 X4 0 0 P 0 P
0 ZQJ 0 p+1| 7 |
Whioski: '
A Modlu
Dla p € R\ {0,1} mamy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony. it Latmoad
- _ e M
2 1 ﬂ/
: . o .| 02 C
Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postaé / A — (}\
"
! ” ot )
skad otrzymujemy, ze r(A) =r(U) =3 <n =4. A
Zatem uklad jest nieoznaczony. SUQO\"W
Posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru. Hé \

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postaé

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.

—
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Elzbieta Adamus

Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej ¢ ﬁ Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie L Data: .oooooeeeeeeeeeiii.
TEMAT: Geometria analityczna w R3 o LQ\O L({ ¥ )R <
5.1 Wektory w przestrzeni —/é (\41 Vl\ 2) xg IR
gt

R3 = {(x,y,2) : 2,y, 2 € R} mozemy interpretowa¢ jako:
{(z,y,2) s,y } y interp j =&
e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie z,y, z to wspolrzedne punktu

—
e zbior wektoréw zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP

= I:x7 y? Z]?
gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora

e zbiér wektoréw swobodnych @. Wektor swobodny to zbidr wszystkich wektorow

zaczepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, uy, u,], T = [vz, vy, 0], A € R.
U+ U = [uy + g, uy + vy, uy +v,]  suma wektorow

A ﬁ = [Aug, Ay, A, iloczyn wektora przez skalar
—U = [—Ugyy —Uy, —Us) wektor przeciwny do
ﬁ T=u+(—v)=4d+(—1)-0 rbdznica wektorow
AZ i-v, AZ
s !
a
-7
U+
> B
) 4 y
v
v
X X

Dlugosé wektora

Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora .

Jesi P = (x1,y1,21), P = (23,99, 22), tO
wowczas

—
PPy= [z — 21,00 — 91,22 — 2], |[PiPs] = /(22— 21)2+ (g2 — y1)2 + (22 — 21)2.

——

49 ~ p 7
U ) W
0.ty 0,



[1/ _ A Q 'O) = ) -? = Z
z 7 Lo, Ob/LQOLOJ x5 R
A k
Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez ¢ = [1,0,0],7 = [0,1,0],k = 3 >
[0, O 1] wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowczas zapis u = [uw,uy,uz] oznacza U = \A‘j
Ul + Uy + u,k. Ponadto |i] = . fui + uZ + uZ. acinele
T 7= - Uefn, <
Wiasnosci dtugoéci: @] =0 < @ =0, |\ =|A|-|d],
rsorem niezerowego wektora U nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co
— /L P -
A _

5 R A R N s
u| = =+ =5+ =5 = =5/ ud Fud+u =1 b5 (LOPA
=\ e et T Vet -

Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqtam: kierunkowymsi, zas wspotrzedne wersora
i, czyli liczby cosa = %‘, cosff = o CosY = %Z nazywamy costnusami kierunkowymsi
wektora . R_J m

v | w

(V== 0O L 01/ X : >

‘ y
FRAPAY x
W
Iloczyn skalarny
Oznaczamy przez £ (i, V) kat miedzy wektorami , 7,. +ea
Przyjmujemy, ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].

m

N
(\}\)Q\!‘—-—-

Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwdch niezerowych wektorow @, v nazywamy liczbe
|t] - |0] - cos £(i, V). Oznaczamy ja symbolemy jeden z wektorow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, u,], U = [vg,v,,v;], to wowczas U o U = u,v, +

UyVy + UV WT\ \\/\\\ \ (D)¥'((’”)

Przyklad 5.1.3. [1,4,0]0[2, —1,1] =1-2+4- (=1) + 0.1 = —2 < 0 o) £ (Wy)L D
Cosinus kata miedzy wektorami jest UJW kat jest rozwarty.

L\/un Yo ‘ W
>@ XQO ore 93 \ﬁ,\;\c wh UNA

(0]



Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) o =10 u</ 20{6 S : .
o =i T - Lux Uy bz e = Uy Ty,

)
)
W) (@4 0) 0w = (Fod) + (Fow)  pOLOL ehnoTd ol - 4
)
)

: — -
Dowdd. Wynika wprost z definicji. [
Uktad wspoé6irzednych K =

Uktad wspotrzednych w R3 - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny (
N

AZ Z

A
l

y s

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ U, ) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

Wl e uy s
N Vg Uy \
R | we w, w, Ay koo 0 U
Iloczyn wektorowy ? //’

Dwa wektory w, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas || U,

Xy

i, U nazywamy wekto ki, ze:

\@\‘““M\k )@ L L, >< (]
v

Definicja 5.1.6. I, loc;@w wektorowym uporzadkowanej pary nlewspoﬂlnlowych wektorow



R
iii) orientacja trojki (ﬁ, U, fLU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

\AC

Wektor w oznaczamy symbolem o X v.
Jesli « = 0 lub v = 0, to przyjmujemy @ x v = 0.

~ ~ ~

Przyklad517A y =jxj= Akxl:c:AO R o o )
1 X j =k, Xk=1i, kxi=j, Jjxi=—-k, kxj=—1, ixXk=—j j
Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [ug, uy, u,], U= [y, vy, v;], to wOwczas <&
= rtouun 3 XU
VV‘/V\I{[YV\*D 0;‘ R
Vo v Q}‘M‘

=3],v = 3 Qﬁo\éﬂ Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

2 -3 ~1 1 =3 1 2
R 5‘+k‘34’ 22, —14, —2]

NN -
L~ N\ ~

= 10i + 4k — 9 — 6k + 121 — 5] = 227 — 145 — 2k.

Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

\M\w C N o o L oL (JUU\ ?\')thlﬂnooé/
ﬁ\(“(\/) ) MU XU v=1ux (A\) v) |uxd|<|dl- |V \L
( .

(
( @l - |9
i) (@+0) x W= (@xw)+@xwW) vi)ixv=0<« (d|tVvi=0Vi=0 W dul
) 1>< .>d1 =@ )‘;“’“j@ (aeva=ovi=c WW(
eguia prawe oni: —
guta prawej {(\A%(\Y\‘/O

R AL

AEiAY |
VN (@)= O
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R ) —_——
/‘(U’U’M)L/\AWQLK I
Dowdd. Niech ov = £(@ x ¥, ). Poniewaz V = P,-h = |4 x ¥] - h oraz ¢osa = L )zatem

Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach , ¥ rowne jest |@ x .

TIloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @, = [uy, uy, u,], T = [vg, vy, 0,0 = [wy, wy, w,]. lloczynem
mieszanym uporzadkowanej {trojki wektorow i, v, W nazywamy liczbe (#xv)ow. Oznaczamy
ja symbolem (ﬁ, U, 117)‘_/ e Lol -

mqgj; A e Cry

Twierdzenie 5.1.13. Niech@ = [uy, uy, u,], U= [vg, vy, v,],0 = [wy, wy, w,]. Wowczas

> =2
| >0
\_/

_—

PR}

Z
<
s
g

\ o/
Uy | _ < \/{ﬁ
Uy
P A
D \’J \\\7“/7 \\
/\ -
Uwaga 5.1.14. Objeto$¢ rownoleglo$cianu rozpietego na wektorach , v, @/ rowna jest — N

V=|uxv|-|dcosa=wo(dxv) O
Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej ptaszczyznie?

Punkty leza w jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$é¢ czworoscianu
—

| -

—
rozpietego na wektorach AB, AC, AD jest rowna zero.

L P e P ) ‘ /\[
— — — ¢
AB =14,1,3], AC =[2,-1,0], AD = [0, 3, 3] 5
(AB,AC,AD): 2 1 0|=-12+18-6=0 : /
0 33 T Y 1
Punkty sa wspolptaszczyznowe Lk@@pl_ar%
P e e e WO

Twierdzenie 5.1.16 (Wlasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw u, v, w, @ prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

sezh Ciogo-tian | 4-0)

@ﬁ\l/\ >3 @xﬁ>o@ = \@@@x;j
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5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3 \

Roéwnanie ogoélne i normalne plaszczyzny L /

X
Niech Py = (xo,v0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas$ 7 = [A, B,C] # 0
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior —_—

7={P=(z,y,2) eR®: BP L i}
— a
jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadia do wektora n. Wektor 7

nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny .

' b —
/ﬁ ey LT o (Y\)A__» ‘
Pern & RBPoni=0 < —5607@ Yo) — 20)
TEEEE—

Réwnanie normalne: 7 : A(z —x9) + B(y — yo) + C(z — 29) =0
Roéwnanie ogdlne: m: Ar+By+Cz+D =0, D=—Axy— Byy— Cz

Lo

Prz&lad 5.2.1. Po_f? (1,2,5),1n=[L=13], hemn Lx, n=" Vw\q/\,\mvv\
- (?a? _-—\2 ﬁ? RoX O -"% =0 -
7:1-(z—1)+(-1)- (y 2) + 3 - (# — 5) = 0 rownanie normalne

e e AN e =

W

m: x—y+ 3z — 14 = 0 rownanie ogdlne

C;jiz

Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Niech Py = (z0,v0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas$ @ = [a,, ay,a,] # 0,
b= by, by, b,] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ Jf b. Wowezas zbior T

7={P=(z,y,2) €ER*: 3Jt,scR P(TD:tc?—i—sg} ( JO
| //} e
jest plaszczyzng przechodzaca przez punkt Py i rownolegly do wektoréw a, b. MOW1my, ze_/ -
wektory a, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszezyzne m. L o 4 5 Y X
Do P L%a,*ﬂ,ﬁ\ga»fﬁ‘)\ |
POP—ta—i—sb(:) [z — o,y — yo,z—zo]—t[ax,ay,az]—i—s[b by b]

Rownanie parametryczne: 7 : ,t,s € R

Przyklad 5.2.2. Napisz réwnanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B =(2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

F=[01,0| Oy =j|x Aer | s
\ — - ﬁ@/7

s =14+t
s =14+4t+s ,t,seR
s =4

o4




