Przyklad 5.2.2. Napisz rownanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

—_— A ~
AB=[L40] || 7, j=[0,L0]|Oy=j| = Aen
r=1+1-t+0-5 =1+1

T y=14+4-t4+1-5 =14+4t+s ,t,seR
2=4+0-t+0-5 =4

Inne réwnania plaszczyzny

Roéwnanie postact 7 : gdzie a,b,c € R\{0}, opisuje plaszczyzne przecho—><

z
2
c )
dzaca przez punkty (a, 0,07, (0,b,0), (0,0, ¢). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe plaszczyzny.
w

Rownanie plaszczyzny przechodzqcej przez trzy niewspélliniovve punkty
Pr = (z1,y1,21), P2 = (22,92, 22), (3, Y3, 23) ma postac

X )=
Ty — X1 2 — Y 22—2’1 = 0.
L3

— I 3—91 Z3 — 21

Istotnie, ponlewaz P1P2 [xo —x1,y2 — 11,20 — 21), PPy = [x3 — 21, y3 — 1,23 —21] || 7
—_—

oraz . = PPy X Png_i_ 7, zatem

7={P=(v,y,2): PP L i} ={P=(v,y,2): [t — 21,y — 1,2 — z1] o7l = 0}.

5.3 Prosta w przestrzeni R? )
0

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

—

Niech Py = (%o,90,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas @ = [a,, ay,a;] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior = (x

96(1_ — [={P=(x,y,2) € R*: RBD| a} ~ X/
jest prosta przechodzaca przez punkt Py i réwnolegta do wektora @. Wektor @ nazywamy

wektorem kierunkowym prostej [. |
lijjm Jo, L% V= Ula, ay kay)

el < EIteIR:POP —~—
= =
T=xoHT}
Rownanie postaci [ : Y = Yo —«—’i‘_?; , t € R nazywamy rownaniem parametrycznym

z=2zyHt-a,
prostej (.

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢, otrzymujemy réwnanie postaci [ :
T = 0 = 2220 ktére nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej [.

az ay

95



?0‘6/ {\/\rL Oznaczmy ﬁl = [6,—1, 1] 1 T, 7_1:2 = [1,3, —2] 1 9 Oraz aiﬁl X T_Z:Q || l.

Roéwnanie krawedziowe prostej

Niech 7 @ Aix + Byy+ Ciz+ D1 = 0, my : Asx + Boy + Cyz + Dy = 0, gdzie
A2+ B? + C? # 0, A2 + B2 + C2 # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi plaszczyznami. Ich
czescig wspolna jest prostal [ = m N .

Pel & (Pem ANPem)

Roéwnanie krawedziowes [ : A+ Biy+Ciz+ Dy =0
) 1" | A2+ Boy+Caz+ Dy =0

Przyklad 5.3.1. Napisz rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i T
rownolegtej do plaszczyzn 1 :6xr —y+2—2=0, m:x+3y —22+1=0.

Ny N 5 e
ite /‘ A ~ ~
23(,,"5)“)/1' YA%{’/O ) i gk x t
V' Wéwezas@=| 6 —1 1 |=[-1,13,19]orazl: ¢ y 13t ,teR.
A v 1 3 —2| ———~ 2= 1 19t
54 Wzaj lozenie pt i tych ©F k A
. zajemne polozenie plaszczyzn i prostyc A \ 7
=
Wzajemne polozenie plaszczyzn ,& ~ o * M
Niech 7, : Ajz+ By + Ciz + Dy = 0, 1 = [Ay, By, C1] # 0,
o Ao + Boy + Coz + Dy = 0, ny = [Ag, By, Cs] # 0.
Szukanie punktéw wspoélnych m oraz my polega na rozwiazaniu uktadu réwnan
Az + Biy+Ciz+ Dy =0 A B G4 . | =D1
Asx + Bgy +Coz+Dy =0 Ay By Cy - —Dy |’
. o Al Bl Cl . Al Bl Cl —D1 _,?
NleChA_|:A2 B2 CQ:|7U_|:A2 BQ CQ _D2 ’ /4' /W\/(V\A
AN m) - T A
Plaszczyzny moga byé rownolegle. 71|72 <:>_;L71||n-27 S xny =0 >
NV S
Wéwezas albo 1y = my & 4t = 8L = 8L = D1 ody ¢(U) = r(4) =1
\ Ao Bs Cs Do
N Al _ B _C 4D
albd m Ny = @ T=g=a#5elyrlU)=2rA4) =1 L/ B

— —— Lo o dirn T—2 .=
Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m Jf mo przecinaja sie wzdtuz prostej.
W szczegolnosci moga by¢ prostopadte.

—= — —
7T1J_7T2¢>H1J_‘772¢>n10n2:0

o (8= 2

A
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Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Pj, zas b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ réwnolegte. |k < @|be daxb=0.
W¢ lbol=Fk,albolNk=ga. — 7‘” — —)
owcezas albo albo : :} el : S

=l
\J
“ Rlib a2 el ate dle Labsg

Gdy [ }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste I i k leza w jednej plaszczyZnie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wek-
e —

tory PPy, d,b leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspoélny tj.

INk={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
— = —
stwierdzeniu, ze wektory P, Ps,d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [Nk = @ .

5 / l\(o a /\/V‘\ U
Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy P1P2, a, b 7é 0. OVU u"’j

L/’ Sl/uognt
Wm
;9//0

Definicja 5.4.1. i) Kgtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunko-
wymi tychze prostych.

Katy

ii) Kaqtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy plaszczy-
zny sa prostopadie) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami normalnymi tychze

a7
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- /////’

Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt
P’ €« taki, ze PP' 1 .

r\ A(C«/‘ N“’WUKSLZ)

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ 1 |.

"\
4
k:
W/

=

fant

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora. !

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku Wekto@ v
A
\'f y,wf” ;“Q&\J \ -

L

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktorym zakladamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz [:

a8
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Przyktad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne E? :
T y=1+3s. ,t,.secR /02\/\,?/ -
=3 —i< t } |
Niech %k bedzie prosta taka, ze k L 7w, P € k. \ m !

u—/20/1L||7T T=[L3] 7 A=(213)€

zjl%
i=|2 0 1|=[-3-1,6, kJ_w:>
131

T —3x—2)—(y—1)+6(z—3)=0
=

m:3r+y—62z = éTFﬂz/kﬁW:? 4
3(4—3t)+5—t—6(-34+6t)=0=t=1, P =(1,4,3) @

Definicja 5.4.4. Kqgtem miedzy pltaszczyzng a prostqg nazywamy kat

o mierze § — a, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy

prosta i plaszczyzna sa réwnolegle) miedzy odpowiednio zwréconym
wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptaszczyzny.

/Y\MW%?@ 4L =Fe)

\\ A
=
r=2—1 A /AP
A\ .
Przyklad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ~ ,teR Zn \ K
z2=24+72t
\/

a plaszczyzna 7: 3z +y+2+1=0.

= T =
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% Mamy @ = [-1,0,2] || I, 7= [3,1,1] L 7. ) Oznaczmy 8 = £(7,d), « = 5 — 3.
e |fea] _ |=340+2] —1 _ 1
Obliczamy cos AE — VATaATE — Ve (T § — arccos I - -
aubosinoz:cosﬂ:>oz:arcsin\/%f5 ) ) V\JOOU
(- 9) 1ty % NPy
Odlegtosci oy L= Y W . / o )

_ 5 Nz)\or&d vy wh‘\j

Definicja 5.4.6. i) Odlegtoscig punktu P od plaszczyzny m, nazywamy dlugosé od-
cinka PP’, gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na . Oznaczamy ja d(P,).

ii) Odlegtosciqg punktu P od prostej |, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzér na odlegtosé¢ punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (20, Yo, z0) oraz 7 : Az + By+Cz+ D =0, @ = [A, B,C] # 0. Wowczas . ?

d(PO7 7'(') _ |A.’IZO + Byo_’—F OZO + D| .
7|
T =T+ At
Istotnie, niech k£ bedzie prosta taka, ze Py € k, & L m. Wowcezas k : y =1yo+ Bt
Z=2zy+ Ct
{F}=knm="

Alwo + At) + B(yo + Bt) + C(zg + Ct) + D =0, ¢ = —AmwtPuotCeorD

d(P,7) = |PyFy| = /(A1) + (B1)? + (Ct)? = |t|{VA® + B? 4 C? = At fuica D

Wzoér na odlegto$é punktu od prostej

Niech Py = (x0, %0, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas

?3\6&)

s )

OB
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Odlegtosé prostej od plaszcezyzny / TN
L 2.6k 1 e

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od plaszczyzny
7 nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

)4
oY, 0 // \W%\’&),u e Fo £
&@\ v L 7, ¢ A

Definicja 5.4.7. Odlegtoscig dwdch ptaszczyzn (. prosty@ rownolegtych nazywamy odle-
gtos¢ dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

[

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn réwnolegtych m : Ax + By + Cz + D; = 0,
T . Az + +Cz+4+Dy=0,ng = zachodzi wzor d(my, my) = ===,
Az 4+ By+ Cz+ Dy =0, 11 = [A, B, C] # 0 zachodzi d(my, mp) = 222Dl

|7
il 2,

\/) _—
Y 2/\ € h\/) >y LW oot %4’”7

|
| P20\

V\@/ﬂ/b

Odlegtosé prostych sko$nych

Przypomnijmy, ze jesli dwie proste leza w jednej plaszczyznie, to przecinaja si¢ lub sa
rownolegte. Proste, ktére nie sa do siebie réwnolegle i nie maja punktow wspolnych na-
zywamy skosnymi. Zatem proste sg skosne, gdy nie leza w jednej ptaszczyznie.

.\
Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Pj, zas b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.
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Zatozmy ze proste te sa skosne. Wowczas

istnieja plaszczyzna m zawierajaca prosta b / _____
| oraz plaszczyzna my zawierajaca prosta / ) -

k takie, ze m || mp oraz m Nmy = O.
Ponadto ptaszczyzny rownolegte, na kto-
rych leza dane dwie proste skosne sa wy-
znaczone jednoznacznie. Istotnie, m; jest k /~ [ st

plaszczyzng zawierajacg [ 1 rownolegla do ™

wektora 0. Jej wektorem normalnym jest ///’
wektor @ x b. Podobnie, my jest plaszczy- A
zng zawierajaca k i rownolegla do wektora | Py

a. Jej wektorem normalnym réwniez jest
wektor d x b.

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwich prostych skosnych nazywamy odlegtos¢ dwoch ptasz-
czyzn rownolegtych zawierajacych te proste.

Uwaga 5.4.9. Niech [ i k beda jak wyzej. Zalézmy ze proste te sa skosne, co jest réwno-
— it
wazne stwierdzeniu, ze wektory Py P, d, b nie leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas

P1P2 a, g)lé/ Ok (&J"\O)c

d(k,1) = W‘ 2 o\ Ko(}o& auﬁ

Przyktadowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odlegtosci dwoch prostych skosnych
mozna znalezé¢ tutaj.

Symetrie

Definicja 5.4.10. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz m ustalong
plaszczyzna.

i) @kt P, jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli P_S> =
SP,.

ii) Punkt P; jest pgkterwmetryc_zr&ym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA 1 [.

iii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem ptaszczyzny , jezeli
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP oraz PA 1 .
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie liniowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,") bedzie ciatem, gdzie K = R lub K = C, za$§ V # & zbiorem.
Niech dane bedzie dzialanie wewnetrzne & : V x V' 3 (u,v) — u @ v € V oraz dzialanie
zewnetrzne © : K X V 3 (a,v) — a®uv e V. —

R

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V. @, K, ®) taki, ze

: Aﬂorofv
i) (V,®) jest grupa abelowa, P ey S
ii) Vu,v eV Vae K a®@(udv)=(a0u)®(adv Y
(@ho) = (@ou) o @@o L dntehnas ¢
o e }
R Gumn (o sWadevo ) A EA ONOT
V) VYveV Vo,BeEK (a-f)Ov=a0(800) c=—— Migs>2zan R
: ~ Swehaos N ~ o/
V’UGV 1@1}:'[} /% \\OM S 0\1\ \\,\OU\/V) \”\M ‘{0\1\:) J
R v (AN noown
nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzenig liniowg nad ciatem K (albo prze-

strzenig K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, za$ elementy ciata K ska-
larama.

)
)
i) VveV Va,e K (a+8)0v=(a0v)d (o)
)
v)

Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R" = (R",®,R,®)
Dla u = [uy,...,u,),v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujemy
UPU=[ug+v1,..., U, + 0], « Ou=[au,...,auy,.

i) (K", &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne cialo
Dla u = [uy, ..., uy),v = [v1,...,v,] € K" oraz o € K definiujemy
U@v="1[ug +v1,...,U, + 0], QU= U ..., Uy

iii) (R®, +,R,-), gdzie R® = {f| f: R — R}
la fi :R—=R, fo : R — R oraz a € R definiujemy
fs = 1@ f2 takie, ze Vo € R fs(x) = (f1 @ f2)(2) := fi(z) + fo(x)
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fy(z) = (o ® f1)(z) == a- fi(x)

Elementem neutralnym dzialania @ jest funkcja stale réwna zero.
[

iv) Mpxn(R) = (Mpxn(R), +,R, ), gdzie dzialania +, - to dzialania dodawania macie-
rzy i mnozenia macierzy przez liczbe.
A ) B2 i”or?

e
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej z
o wspotczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +, )
i dzialania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, ).

u+v suma wektorow

a + [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a- B iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, a,f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0 ozna-
cza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatan w ciele K.
Woéwczas:

YoeV VaeK 0-v=a-0=0 @ @

i) YveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0)

YoeV Yae K (—a)-v=a-(—v)=—(a-v) @

)
)
)
iv) VveV —1-v=-v
)
)

i
il

v)VoeV Vo, K (a—p)v=(a-v)— &\/ > 0
vi) Vv €V YVae K a-(u—v)=(a-u)— (a- .
\#0\ }U \ﬂ/ mewov

Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,) i niech

U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V. \g -
Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dziataniami & X (/b)

Sloxv UXU 3 (u,v) = udv €U, Olgxv : KxU 3 (a,v) — aGv € U jest przestrzenia
iniowa nad cialem K, to U T @lUXU, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz & # U C V,
to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

)

Vu,ug €U Vo, € K (a@up) ®(BOuy) €U.

Vur,ups €U YaeK ui@uelUANa®u €U

Dowdd. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z
faktu, ze U jest podgrupa grupy V. U
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Uwaga 6.1.7. Niech V' = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U = {0}
jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie U = V
jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami niewta-
Scrwyms.

Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy. ‘Q/[/C \/

Dowdad. Jedli U jest podprzestrzenia liniowa, to Vui,us € U Va € K uy Gus € U A @’/EOJD el
a®@uy; € U. W szczegolnosei —1 ©uy = —ug € U oraz uy & (—uq) =0€ U. O

Wnhniosek 6.1.9. Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, zas§ U C V podzbio-
rem V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
— \-

Przyklad 6.1.10. ~ '/\/f Loy — 'R\\j
1) V= (R[OJ]y—'—vRa ')7 U= (C([O) 1]7R))+7R7'> o
- ANALL A
U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji cigglych jest funkcja ciagla oraz
iloczyn funkcji ciagtej przez liczbe jest funkcja ciggla.

i) V=R[z],+,R,.), U={f €R[z]: deg f — parzysty}

est podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = 2* + 23 oraz g(z) = —z'. Wowczas
(f Fg)(x) =23 Zatem f,g e U,ale f+g¢U.

iii) V=R, +,R,.), U= {(z,9,2,t) ER*: 20+ 2 -3t =0Ay = 0} Stop

U jest podprzestrzenia liniowg V. Skoro z = 3t — 2x oraz y = 0, zatem dowolny element
u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2x,t). Wezmy uy = (21,0,3t; — 2x1,t1) € U, uy =
(29,0, 3ty — 2xq,19) € U oraz a € R, wowczas
Uy + U = (561 + .1'2,0,3(t1 + tg) — 2(371 + .Z'Q),h + tg) elU
oraz auy = (ax1,0,a(3t; — 221), aty) = (ax1,0,3at; — 20y, aty) € U

iv) V= (R[z],+,R,), U=R,[z] :={p € R[z] : degp < n}.
Przyjmujemy, ze deg0 = —oo. Wowcezas U jest podprzestrzenia liniows V.

Podprzestrzenie wektorowe R? i R3

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste prze-
chodzace przez (0,0,0).
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