Przyktad 6.2.33. R? = (R?, +,R, -) prandacdove A A
B? = (e1,e9)), gdzie e; = (1,0), e = (0,1) to baza kanoniczna. v LJ
C = (c1,¢2)), gdzie ¢; = (2,0),co = (1,1) to inna baza R, ) 7
RO (i =2 7.0 ) 0
u=1[2,~1]c=2c; —cy =2-(2,0) — (1,1) = (3, —1) { N
yA b
4 {6 6
q Ll
C2 T (L\\(\ )V\\Y,‘Ld
2C
C1 »x | 1 >X /w) d/
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Przyklad 6.2.34. R? = (R? +,R, )
B? = (e1,€2)), gdzie e; = (1,0), e = (0,1) to baza kanoniczna.
C = (c1,¢2)), gdzie ¢; = (1,1),¢co (O, —1) to inna baza R2.
T
J 9w
= (1, —1<raZU—[oz Ble, a =7, ="
(1 —1) = acg+ ez = a(l, 1) +5(0 —1) = (a,a = )
Stad a =1/ =2 oraz u = [1, 2].
Rar=———a
vA
€2+
€1
Nt: t >X
1 ? | 3
u
Przyklad 6.2.35. R® = (R3 +,R,-), B = B} - baza kanoniczna, /7 jff ' sz 6%2&

B = (b}, b, bs) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),b, = (=5,2,3),0, = (1,3,0)
\/\/\/\/\/\/\,

: D
o dim 2= 5
Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne b w bazie kanonicznej.
Piszemy b} = (4,2,1) zamiast by = [4,2, 1]s. £5) w@‘uﬁarﬂ

} he
5 2 5| =
50 j

#0 J %mﬂf




Ponadto b} = [1,0,0]p.

TR
Niech v = (-3, 15, 73 € R3. Wyznaczymy wspotrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [a, B, 7]p:, tzn. v = abl + Sb + ~bs. Otrzymujemy
(=3,15,7) = a(4,2,1) + B(=5,2,3) +3(1,3,0) = (da — 58 + 7,20 + 28 + 37,0 + 30).
“Aby

w znaczyc wspotrzedne «, 3,7, nalezy rozwigza¢ uklad réwnan

o' -3
gl=1|T5
~y 7
4 -3 1 30| 7 1 30 7
2 15 | W=w, 1o 2 3[ 15 | 222 10 —4 3 —12 —4
1 7 4 =5 1|3 ] ™™™ o -17 1 —31 —17 1] -31
1 3 0| 7 1 3 0] 7 13
0 16 —12| —4 | =2, |0 1 11|35 | &%= 19 1 e,
[0 -1 —11|=35] ™7™ |0 16 —12|—4 0 0 —188 —564
(13 0] 7 13 0|7 10 0|1 5()/
001 1135 | =M% 1o 1 ol2| @222 101 0[2| = v=[1,23s 1 &
00 1| 3 00 1[3] 00 1|3 TN
N1ech V bedzie przestrzenig liniowa, ZasL B = b b . b ) oraz B = (b}, ..., b)) jej dwiema

bazami. Woéweczas istnieja skalary o;; € K, 4, j G {1, 2,...,n} takie, ze /\‘

l\‘ ”
bll :__Ckélbl + a21b2 + ...+ O./nlbn rove L}d?ﬁ\,

by = c1aby + Qagbs + . .. +‘O‘;L2bn

b;L:anbl—f—Oéang—l—...—FOénnbn 0{ Q/O“ANV\(\&L
Definicja 6.2.36. Macierz P € M, (K) post‘itc\i ol ){N / el Y e .
‘ / L1NDO
o ?)412 \{\153\ 0\ ba 1Y)
o
P=[oy] = |["* 9% ~z7 wou €
S 7O
Qn1 | Qn2

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Py ..

Macierz przejscia Ps_p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’

sg liniowo niezalezne. d\Q}’( ? ,}f O

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b}, ..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_.5.

Twierdzenie 6.2.37. Niech v € V, v = [zy,...,z,) = [z, ..., 2 ]|p. Wowczas X =
T )
: 2 4
PX' gdzie X =| | |, X' =] .
Tn, x,




Zmiana bazy
\QTZ’“ Bx=(e1,e2) » B=(b1,b2)
) P=Ps%_8
yA yA
VelaBle = o b, gl
- A N P 2
Vg Lr VJ |
3 e
X
|— >
Przyklad 6.2.35 - ciag dalszy
R? = (R* +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)
Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.
4 -5 1
P=FPgyp=|2 23| X =PIX=0
1 30 / o
CU 9 -3 17 m PRIV
Wyznaczamy macierz P! % —3 1 10 | i obliczamy 2
4 17 —18 ~Y) “‘1
9 -3 17 -3 1 ,
X=L]-3 1 10 15| =12 DW‘(’A/”/%)
—4 17 18 7 3 A
ITQQ/ Uﬂ ‘ {% € {’QUQJ : 6/097&529
Przykiad 6.2.38. Rozwazmy prze i Ry[x] oraz jej dwie bazy (/ﬂ) oy 7
B = v+ 22 1+2?), B = (1 1+ x + 2%). Wyznaczmy macierz Pg_p. ] C tox raf
— -
Oif Ol = By mls = ar(1+2) + fi(z+2%) + 71 (1 +2%) = (1 +71) + (a + i)+ (B +7)2”
= ap+y =1 I ) S —
Stad ¢ a1+ 1 =0 i ostatecznie ay = %, b1 = —%, v = % - ’
bLatwo zauwazy¢, ze 1 + = = |, B2, 72) = [1,0,0]5. - AL, +O" 6{%@ (7§ B \% SOOVL
Anal bli d dla 1 = . A
nalogicznie obliczenia przeprowa lzaumy al+x+2?=|as,f3,7)5 0{ (m \%Z/D&J =3
2
i otrzymujemy Pg_.pz 3 B hror ﬁ
1
2
b |
O\ ﬁ,» Wi, niczah
AorbR L An0o 2D
. 7 e LO N/



B3
w

Twierdzenie 6.2.39. Niech V' bedzie przestrzenia o B
liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B, B', B” jej ba- Pgr_.z Wi
zami. Wowczas Aotz O J uohng \ / ,
| 1 pin) 0 {Kctune |
i) Pg_p= (PB—>B’) : o v By P
| -~
ii) Psp - Pspr =P BB QAds/e
Uwaga 6.2.40. W przypadku przestrzeni R”, gdy P Br—B' B

baza poczatkowa to baza kanoniczna Bj, atwo

wypisa¢ macierze przejscia do nowych baz Ppp.p

oraz Pgp_.p. Wypisanie macierzy Pp_.p wymaga ra- \ -
\ 0

chunkow. Na mocy twierdzenia 6.2.39 otrzymujemy \C)O\M Wnnont (N

Sk@d PB—>B’ = P[;;;ﬁB : \KN\

(U
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wlasnosci

Niech V' = (V,+, L) oraz W = (W, &, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym ciatem K. -

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki
i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' o(u+v) = ¢(u) @ p(v)
ii) wlasnosé¢ jednorodnosci Vo € V. Va e K ¢(a-v) =a ® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe

i) VuyveV Vo, e K pla-u+p-v)=a®e(u)®p 06 ¢)
k_,____\"_v
i) Yoy,...,u, €V Vay,...,a, € K
olag v+ ...+ a,-v) =010 p() B ... 0 a, ®p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V- w W oznaczamy Ly (V, W)
lub Hom (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Lom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V, 4, K, -) oraz W = (W, +, K, -), to znaczy uzy-
wamy tych samych symboli dla dzialain w przestrzeniach V i W, mimo ze sa to rozne
dziatania.

Przyktad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe? k’/ oo O

1) ¢ : R —= R, p(r) = az, gdzie a € R ustalone C'K lj‘/\ K | > TQ ‘wehdoro ua

———

Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, x1, 2o € R mamy
o(ax) = a(ax) = a(ar) = ap(x) oraz / ,
o(r1 + mo) = a(ry + x2) = axy + axg = p(x1) + p(x2). \?7 ( IQ L+1 l\%‘)
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a Wniows
%v/\\“\“ .

2) p: R—> R, p(x ﬂdme a,b € R ustalone

. )
Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem M
o(1+1)=¢(2) :2a+L7é ©(1) +¢(1) = (a + b) + (a + b) = 2a + 2b. 5 _ O
- —_ ol

3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz ¢(z,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych o € R, (z,v), (x1,v1), (T2, y2) € R?

¢ (a(z,y)) = plax, ay) = (ax, —ay) = oz, —y) = ayp(x,y) oraz

90(($17 Y1) + (2, yz)) =@ +x2, 1 +12) = (X1 + 22, — (Y1 +12)) = (21 + T2, —y1 —y2) =
(w1, —y1) + (22, —y2) = o(z1,91) + ©(22, 42)-
Odwzorowanie jest liniowe.

4) o R =R o,y 2) =~y +22y+2+1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.
%\{xwv\ L= go( (x,y,2 )) olaz, ay,az) = (axr — ay + az, 20y + az + 1)

P=ap(r,y,2z)=alr—2z+22y+2+1) = (ax — ay + az, 20y + az + a)
Na ogét L # P. Mozemy podaé kontrprzyktad

¢(5-(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5.1 #5-9(1,0,0)=5-(1,1) :&%

(570700 i) U (hon) =
Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

L0 A \Q«@ L@M)

ii) Odwzorowanie ¢ : R* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a,b, c,d, e, f,g,h,j €
R takie, ze ¢(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, gz + hy + jz).

Przyktad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[x] — R;[z], dane wzorem

o(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(x), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?
B —

Sprawdzimy, ze ¢ jest hmowe Wynika to z liniowosci rézniczkowania.

Dla dowolnych p, ¢ € Ry[z] mamy

e(p+a)(7) = (3=2) (p+0)" (@) +4(p+0)' (@) = 3=2) (o (1) +¢"(2) ) +4(p' @)+ () ) =
o

(=2 (2) + /(@) + (3 = 2)"(2) + 44'(2)) = $(p)(x) + $la)(2),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ©(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy

plap)(z) = B—x)(ap)"(z) +4(ap)'(z) = B—z)a-p'(z) +4a-p'(z) = a- ((3—96)19”(1’)+
4p’(x)) = a - ¢(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem p(ap) = ap(p).

Niech V.= (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).
Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas

i) »(0y) = Oy,
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i) Yo € Vp(—v) = —p(v).

Dowdd. 1) Poniewaz Oy + ¢(z) = ¢(z) = ¢(x +0y) = p(x) + ¢(0y), zatem ¢(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0 ) = p(v—2) = ¢(v) +¢(—v). Stad
p(—v) = —p(v). O

o Wniosek 7.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli ¢(0y) # Ow, to ¢ nie jest liniowe.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 7.1.7 i) na mocy prawa kontrapozycji. O

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
f(0) =5#0. — /
vl 70

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,
ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,
)

iii) zomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

,,/‘ ) \ -3 \/
iv) endomorfizmem, jesli V.= W, w ‘ \/
v) automorfizmem, jesli V. =W 1 ¢ jest bijekcja, \/{
( ’A :
vi) formg liniowq, jesli W = K. \Q \/
— N

, AW+ L
\\/’/(\/“f‘v\‘d) u (ul Lb([ )
Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (b1,...,b,) bedzie baza przestrzeni V' oraz niech w, ..., w, € W bedzie

dowolnym ukltadem wektorow. Wowcezas istnieje dokladnie jedno odwzorowarie liniowe
o € L(V,W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...n

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni
V.

Przyklad 7.1.13. Podaj wzor odwzorowania liniowego ¢, jesli PY/ ) W / | %t <

¢ Ro[z] — Ryfz], @(2®+1z)=62+10, @r—1)=4, ¢(27)=8.

O A
W przestrzeni WektoroweJ Ry[x] baza standardowq jest B = (1, x,2?). Mamy i 7
o(2? + z) = p(a?) + o(2) —6:15—1—10 W . &@
oz —1) = p(z) — (1) = 59 Pl ) Z ’
©(2z) = 2p(z) =8
Stad (x) =4, (1) = p(x) cp 1?) = 62 + 10 — p(x) = 62 + 6.
a— et —— A

Dowolny p € Ry[xz] jest postaci p(x) = ax® + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem

o(az® +bx +c) = ap(2?) + bp(z) + cp(l) =a- (6x+6)+b-4+c- 0—6ax+6a+4b.J
) N/ . —"

\Qz\m‘«o\w e 50 re R =2 K{ ﬂ
?(ﬁ)i/ At Viwr C Y (A b ;M)




7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech p € L(V, W).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = OW} cV nazywary Jjadrem odwzorowa-
nia liniowego ¢ i oznaczamy Kerp. ?VCL!OQVﬂ L wroe

ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {p): ve V} CW nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Img lub (V). Ny W hode 4

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imgp
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imp. O

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Kergp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbior Imey jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)

i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y},

f)ﬂo\”fo( welkoly = (%VWOBM\CJA‘"”

ii) @ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 7.2.5. Jesli dim Imp < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania linio-
wego ¢ : V — W i oznaczamy r(p) lub rank(y).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o 1z¢dzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi rmi nad ciatem K. Niech pe L(V,IV).

Wowcezas Joml
Oﬂmr(g@)h& dim Kerg = dim V. k@ N = \/\/

Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dim Imp < dim V.

Przyktad 7.2.8. v /O

(ol )
/
QOZRZL_)RB? So(x7yvzut>:(x+y+z tm_y+2 t$+y —4t)

i wymiary. Podaj wtasnosci ¢.

Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich ba

T
at© 45
TAA 4242t =0 | @” I E
o(x,y,2,t) =(0,0,0) &  z/ty+2z+6t=0 %/L Ty kQ ‘
_ ty—2z—4t=0
1 1 1 2]0 1 1 1 20l ., [111 2]o0
1 -1 1 60 0 -2 0 4]0 221010 —2/0 | nzws
1 1 -1 —410 0 0 -2 —6/0| = 001 3]0
Al
0?)@ 81

(ﬁ\X;%)’( Kg\/ﬂ\b) i (Q‘Jcl(étﬁvﬁ)
K (/]\4./\)’?@(”\‘4‘4) PZUJ**”)\« ()/(?uéc/z’l)



% 2‘6 -5 /L)

110 —1]0 100 —1]0 A

010 —2/0/ 22221010 -2/0| =

001 30 001 30 A2’5)
bor A

Kerp = {(/%:w t € R} —hn{(l 2,-3,1)}

& . Uklad {(1,2,-3,1)} jest baza Ker oraz dim Kerp = 1.

N%\h W Zatem © nie jest monomorfizmem. Ponadto sSul )’@Ltolrﬂ\ N 5
2r(p) = dim R* — dim Kerp = 4 — l/z@ dim R3, zatem ¢ jest epimorfizmem. N [

Stad Imy = R3. Mozna to rowniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.

‘?SL o(z, y,zt)-a:(l,)lel)%—y(; (11,11) jlt)zg,é,—ig—kt@ 6,—4) d /VVl N = 5
N PEnh el dim 07

=3 = Imy = lin{(1, 1, 1), (0, —2,0), (0,0, —2)’}

N

r =r
RO - o f
G\\Q(O\/l/ Uktad {(I;T,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Ime. b
0 3 _a_ 3 3 ol
Imp C R® A dimImyp =3 =dimR® = Imp = R". 9 5w\clw\w

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wy-
miarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € £(V, W) bedzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V
tworza uktad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(vq), ..., p(v,) € W réwniez tworza
uktad liniowo niezalezny.

Whniosek 7.2.10. Niech V' oraz W beda jami wektorowymi skonczenie wy-
miarowymi nad cialem K takimi, ze Niech ¢ € L(V,W) be-
dzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V tworza ba ¢ przestrzeni V. Wowczas wektory

o(v1),...,p(v,) € W tworza baZQ przestrzeni W. \‘(
_— b g4 S (9 ( Len

n f/'a/qvi

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.

Twierdzenie 7.3.1. Zbiwraz 7 dzialaniami

+ LV, W) x LV, W) = L(V,IV), 1 K x L(V,W) — LV, W)

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = a - f(x),
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.
‘ Uovenit oda bn
] s o g L\rL Q,1
Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas go f € .
LU, W). —

ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € LW, U). od Wz - OYrro P C do LWhio e,
ot Wharpy ¢ Ut\f

Oznaczmy przez Auty (V) ={f € Lx(V,V): f—bijekcja} zbior wszystkich automorfi-
zméw przestrzeni liniowej V. —= -

S )



[Pty (\/) | >

Wnhniosek 7.3.3. Zbior Autk (V) wraz z dzialaniem %gdania odwzorowan jest grupa
nieprzemienna.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 7.3.2 i). Sktada-
nia odwzorowan jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe
idy. Elementem symetrycznym do f € Autyx (V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia

7.3.211) fle Autg (V). O G
L (k) |

Grupa Aut KS V') bywa tez oznaczana symbolem GL! V! i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R? — R3, dane wzorem
(21, T2, 3) = (11 + To + T3, To + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K.

Niech By = (bl, ey bn) oraz By = (cl, ...,Cn) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i

W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V — W. 0( ' V' = m
kARt o w

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjqg macierzowq) odwzorowania liniowego @ w oy

bazach By, By nazywamy macierz A € M,,,(K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne

wektorow ¢(by), ..., p(b,) w bazie By,. Oznaczamy ja sym Bw ).

b I }Om(\/

Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R® — R?  o(z,y,2) =

(3x,2y + 2), gdy rozwazamy
Yol U - b JU )
a) w R3 i R? bazy kanoniczne 3 z. {(/, °) 0 4) Cav-- Lo ( ﬂ)}//%\”‘
i =4 090000 (0.0,) ( %zom) . |

) ! (\
- 100)-@,@0,1,0) (0, ),go(?,) (0.0) (B;”;,Bz)—[g 0 g@ W

/ \
] T [ 9 ] g‘o(mj u{;‘/ﬁwo\; 2 l"awj %5 rCVO Wentge, L(
T 2y t2 Ma
Y (/{”Q Ly

‘ foszn ‘QL
b) bazy B = b= (1.2,0).b2 = (1.1,1), s = 0.0.1)), € = (e = (12,2 = (0.1
o(by) = (% 2,0) = Qt) = [041,/81]6; ( (3,4) = aic1 + Bicy }: (CY17204(1 ‘1)' 51)[ ) /
BAQ{&O) = a; =3,01 = -2, p(b —2 / f
p(b2) = p(1,1,1) = (3,3) = [, Boc, (3,3) = ager + Bacy = (a2, 2002 + ) x /qZ 27// ,
= Qg = 3,ﬁ2 -3, (p(bz) [3, 3]
p(bs) = ¢(0,0,1) = (0,1) = [, Bs]e, (0,1) = ager + Baea = (as, 203 + B3) 0 z’?JLZJ
/ = a3=0,03=1, gO(bg) = [O, ]_]

30 -

31 ejTL
Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wy-

boru baz. —

M (B,C) =

33



Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,«,(R) taka, ze

T

o)
V(xy,...,z,) €ER" @(x1,...,2,) = A

Ty

Wowcezas A = M, (B}, BY).

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V oraz W nad R takie, ze dimV =n
oraz dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, C baza przestrzeni W.

odwzorowanie liniowe

¢
Vv > W

Vo w=g(V)

A = M, (B, B)

Rn > Rm
[V1,V2,...,Vn]le F——— [W1,W2,...,Wm]c

Przyktad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cq[z] — M>(C), f(az +

B) = aA + B, gdzie A = {Q;Z 4£

strzeni (Cy[z],+,C, ) oraz (My(C),+,C,-).

; ], wzgledem baz standardowych danych prze-

Wezmy dowolny p €(C,[z]/ Jest on postaci p(z) = az + 5.

Rozwazamy baze B = ,z) przestrzeni Cy[z] oraz baze C = (Eu,Elg,Egl,EQQ) prze-
strzeni Ms(C).

F)=0-A+1-L=1~— (1) (1)}:[1,0,0,1&
fz)=1-A40-L=A=[2+i,1,34—1i
1\ 2+
dime C[z] = 2, dime M(C) =4, = M;(B,C) € Max2(C), My(B,C) = 8 i1)>
14—
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