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TEMAT: Formy kwadratowe

10.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy ma-
cierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B+C, gdzie B = 3(D+D"), C = 3(D-D7"),
B=BT C=-C"T.

Obserwacja: Zauwazmy, ze X' DX = X"BX.
Istotnie X"DX = XT(B + C)X = XTBX + XTCX oraz XTCX = XTD’TDTX =
L(XTDX — XTDTX) = L (XTDX — (XTD"X)T) = L (XTDX — XTDX) = O.

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem
K taka, ze dimy V = n < oo. Ustalmy baze B = (by,bs,...,b,) przestrzeni V.

Definicja 10.1.1. Niech A € M, (K) bedzie macierza symetryczna. Odwzorowanie -y :

I
T2

V — K dane wzorem «y(z) = XTAX, gdzie X = ) dla dowolnego = € V,z =
Tn

(1,29, ...,Ty)5, nazywamy formq kwadratowq. Macierz symetryczna A nazywamy ma-

cierzq formy kwadratowej v w bazie B.

Na mocy powyzszej obserwacji zatozenie A = AT mozemy przyja¢ bez straty dla ogélnosci.

Uwaga 10.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowcezas y(z) = Y1, aijziz;.
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.

iii) Ve e VYA € K y(Az) = Ay(x)

aip ... Qip T a1+ ...+ a1,
Dowdd. 1) [xy...x,] | + . : = [x1...2, =
Ap1 ... QApp Tn Ap1%1 + .o+ ATy
2 2
1127 + A122122 + . .. + App Ty,
ii) Na mocy ) kazdy jednomian =y jest stopnia 2.
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ili) Niech z = (21, ..., 2,), A € K. Wowczas na mocy i) mamy y(Az) = y(Azy, ..., A\z,) =
dorior Az (Aey) = N300 agjaia. O

Uwaga 10.1.3. Kazdej macierzy kwadratowej A odpowiada forma kwadratowa ~ zdefi-
niowana powyzej. I odwrotnie, kazdej formie kwadratowej v odpowiada macierz B zdefi-
niowana nastepujaco.

Niech f: V xV = K, f(z,y) = 5(v(x +y) = 7(=) —1(y)).
Odwzorowanie f jest dwuliniowe, tzn. liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

Vo,y,z €V, Vo, f € K flax+Py, z) = af(x, 2)+8f(y, 2) A f(z, ay+B2) = af (z,y)+0 ] (x, 2)

Odzworowanie f nazywamy formg dwuliniowq biegunowa wzgledem ~ lub stowarzyszong
z 7. Forma dwuliniowa f jest symetryczna, tzn. Ve,y € V f(z,y) = f(y, z).
Jesix,y eV, x = (x1,22,...,20)8, Y = (Y1, Y2, - - -, Yn)B, t0 WOWCZAS

f(xv y) = f(xlbl + $2b2 +...+ xnbn)ylbl + y2b2 +...+ ynbn)
= 21 f (b1, y1bi+yebot. . .+Ynbn)+xaf (be, y1b14+y2bo+. . . AYnby)+ . . Az f (b, y101+Yy2bo+. . .+ynby)

ij=1
Zauwazmy, ze f(z,z) = 5(7(2z) — 2v(x)) = y(z), zatem y(z) = X7 BX oraz A = B.
Podsumowujac, jesli w przestrzeni V ustalimy baze, to istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
pomiedzy macierzami A € M, (K) oraz formami kwadratowymi v na V.

Przyklad 10.1.4. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

i) 7: R = R, y(x1, 22, 73) = 202 + 3x129 + 47123 + 23 + 73

2 32 1
7($1,$2,$3):[5E1 T2 $3} % Lo T2
2 01 I3

ii) Niech  C R"™ bedzie obszarem, za$ f : 2 — R dowolna funkcja taka, ze f € C*(Q).
Niech Py € ). Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie Py

d%of :R™ — R, d?;of(hl, coyhy) = | ” 1 ijﬁij (Po)h;h;
ij=
jest forma kwadratows. Jej macierz ma postac
%(Po) a%:ajm(Po) dza; (Py)
Hi(Py) = | 9w20m (Fo) @(PO) T Ozedan (Fo)
LR 2L (R) SR

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.
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10.2 Okreslono$¢ formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0.

Definicja 10.2.1. Forme kwadratowa v : R” — R, v(x) = X7 AX nazywamy

i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(z) > 0,

ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R"\ {0} ~(x) <0,

)
)
iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R" ~(z) > 0,
)
)

iv) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) <0,

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa v(r) = X7 AX jest dodatnio okreslona itd.

Przyklad 10.2.2. i) v:R® = R, v(zy, 29, 23) = 22?2 + 23 + 23
jest dodatnio okreslona

ii) v:R® = R, y(x1, x9, 3) = —x% — 423 — 23 jest ujemnie okreslona

iii) 7: R — R, y(z1, 29, 73) = 23 — 22+ 23 jest nieokreslona, bowiem v(1,0,1) = 2 > 0,
zas$ v(0,1,0) = =1 < 0.

iv) 7:R? — R, (w1, 22, 73) = 223+73 jest dodatnio pélokreslona. Vo € R (0, 22,0) =
0

Badanie okres$lonosci formy kwadratowej

Definicja 10.2.3. Niech A = [a;;] € M,(R).

i) Minorem gtownym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstalej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

i) Minorem wiodgcym gltéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powstlej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem
Ay

Symbolem D;, ; oznaczamy minor gléowny stopnia k, powstaly przez skreslenie wier-
szy 1 kolumn poza tymi o indeksach i; < ... < 7.
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12 3 4

5 6 7 8
Przyklad 10.2.4. A = 1 9 _3 _4
-5 —6 -7 =8
. . , 1 2
minory wiodace gtowne: Ay = Dy =1, Ay = Dy = 561 —4,
1 2 3
A3 = D123 = 5 6 7| = 0, A4 = D1234 =detA=0
-1 -2 -3
. ) 1 4 6 8
minory gtéwne: Dy = ‘ 5 3 ' =12, Dy = ‘ 6 -8 ‘ =0

Twierdzenie 10.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M,,(R) bedzie macierza
Symetryczna.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace glowne sa
dodatnie, tzn. Vk € {1,2,...,n} Ag > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne pa-
rzystego stopnia sa dodatnie, a nieparzystego ujemne,
tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)*A;, > 0.

Bez dowodu.

—2 0
Przyktad 10.2.6. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okrelona.
0 0 =3
—2
A1:—2<O, AQZ‘ 1 _1‘:1>O, AgzdetA:—3<0

ii) B = [ 8 _(1) } jest potokreslona ujemnie, gdyz (1, z2) = —x3 < 0.

Uwaga 10.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé
A.
Twierdzenie 10.2.8. Niech v: R" — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT.

i) Forma kwadratowa 7 jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gtéwne macierzy A sa nieujemne,
tzn. V1<k<n V1<y <...<iy<n D; ,; >0.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
glowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
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Przyktad 10.2.9. Forma kwadratowa 7 : R? — R,
Y(w1, T2, v3) = 22 + 22 + 22123 jest dodatnio potokreslona.

1 01
A: 0 O O ,A1:17A2:A3:0,
1 01
11 0 0
D2=07D3=1,D13='1 1' 0,D23—‘0 1‘20
Oczywiste bowiem ~(xy, o, x3) = (21 + x3)* > 0.

Uwaga 10.2.10. i) Jesli Ay = D19 < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M,(R) ma n rzeczywistych wartosci
wlasnych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = D5 to minor stopnia 2. Jesli D = (—1)%2Dy5 < 0, to na mocy kryterium
Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okreslona. Na mocy twierdze-
nia 10.2.8 nie jest potokreslona dodatnio ani poétokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalezé w [4]. O

Twierdzenie 10.2.11 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R" — R, y(z) =
XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {\1, ..., \,}. Woéwezas forma kwadratowa
jest

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,
iv) ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} A; <0,
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 3,7 € {1,2,...n} X, >0 A \; <O.

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym A.
Oczywiscie v # Oy, wiec |v| # 0. Obliczamy v? Av = y(v) = v v = AT v = Mv|?. Zatem
v(v) >0 < X > 0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostatych przypadkach.
[

1 01
Przyklad 10.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio potokreslona.
1 01
1—t 0 1
xat)y=| 0 —t 0 |==t(1—-t)P+t=t(1—(1—-t)?%) =t@2t—t*)=13(2-1)
1 0 1—-t

Sp@C(A) = {)\1 = )\2 = O, )\3 = 2}

121



