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TEMAT: Formy kwadratowe ></(A X: [ sz) ‘L/z;zj - Z] X _ [;A%J

10.1 Definicja formy kwadratowej
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Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstaw1c w postam sumy ma-

cierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B+C, gdzie B = 3(D+D"), C = 1(D—-D7"),

B=B" C=-C". — v
s —

Obserwacja: Niech D bedzie macierza kwadratowa stopnia n. ( — M [R
M Lo =

dou
Slnoin”
30*»\91%«

5\ ¢

Zauwazmy, ze X1 XTBX
Istotme XT'DX = X*(B + C)X = X"BX + XTCX oraz\XTCX J= XT2DLx — A

L(XTDX — XTDTX) = } (XTDX — (XTDTX)T) = L (XTDX =X’ DX) @ Y W
RV

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem o\
K taka, ze dimy V = n < oo. Ustalmy baze B = (by,bs,...,b,) przestrzeni V.
e
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Niech X = | . , wowezas X1 =[x, 9, ..., 7,] oraz XT DX jest macierza stopnia 1.
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Definicja 10.1.1. Niech A € M, (K) bedzie macierza symetryczna. Odwzorowanie 7 :

T A/ /}D(
x
V — K dane wzorem v(z) = XTAKX, gdzie X = ‘2 dla dowolnego =z € V,z =
T— :
Tn

(x1,%2,..., Ty, nazywamy formq kwadratowg. Macierz symetryczna A nazywamy ma-
cierzq formy kwadratowej v w bazie B.

Na mocy powyzszej obserwacji zaloZeni@oZemy przyjac¢ bez straty dla ogdlnosci.
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Uwaga 10.1.2. i) Jesli A = [a;;], to wowczas y(x) = Z” | Qi T OQM ku\ﬂ,(,\ G /“7/%/

ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym StO]i(\la 2. I ?67/
iii) Ve e VVA e K y(\r) = Ay(x) T %y %3
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air ... Qin x a1y + ...+ a1y
Dowdd. 1) [xy...xz,) | © - : = [r1...2p =
Ani - -. Qpn T, Ap1T1 + - oo+ AppTp
ana? + apriTe + ..+ App?
ii) Na mocy i) kazdy jednomian v jest stopnia 2.
iii) Niech = = (z1,...,2,), A € K. Wéwczas na mocy i) mamy y(Az) = y(Azq, ..., Az,) =
ZZ 1 @ij ()‘xz)(kxj) = /\2 Zz] p @igivy. O

Uwaga 10.1.3."Kazdej macierzy kwadratowej A odpowiada forma kwadratowa + zdefi-
niowana powyzej. hodwrotnie, kazdej formie kwadratowej v odpowiada macierz B _zdefi-
niowana nastepujaco.

Niech f: V x V — KM(z,y) = 3(v(z +y) = 7(2) —7(1)).
Odwzorowanie f jest dwulintowe, tzn. liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

—

z 7. Forma dwuliniowa f jest symetryezna .V, Y) = f(y,x).
Jesli z,y € V, © = (a1, 29, -y Yn)B, 1O WOWCZAs
f(z,y) T1b1 + Toby + .+ Tubunby + Y2ba + .+ Ynbn)

= 21 f (b1, yibi+ysbot. . Aynbn)+xaf (Do, Y101+y2bo+. . Feibn)+ . . 420 f (bn, Y101 +y2ba+. . Hynby)

= Z 2y f(bi, b)) = XTBY, gdzie B = [by], bi; = f(bi, b;).
i,j=1
Zauwazmy, ze f(x,z) = 3(v(2z) — 27(z)) = 7(x), zatem v(z) = X" BX oraz A = B.
Podsumowujac, jesli w przestrzeni V' ustalimy baze, to istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
pomiedzy macierzami A € M, (K) oraz formami kwadratowymi v na V.

Przyklad 10.1.4. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe. //é %7 A
1) ’Y:RSHR7 "}/(.’L'l,l'z,$3) —|—3,Z'1,Z'2 —}—ﬁlwg +@+x z, /}O'Xz %g J
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ii) Niech Q C R™ bedzie obszarem, za$ f : 2 — R dowolna funkcja taka, ze f € C*(Q).
Niech Py € €. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie Fy

dp fR* =R, dp f(hi,...
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jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postac

.
PO) 3:381(;;2(P0) a:calaJ;n(PO)
(R

82 62]('
Hf(PO) = Oxa0x] % PO) e (PO)

Ox20xn

" - - ,
anafm (P()) arng:rg (PO) T < Ox2 ? §0)

2
Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem. &g < J 4 ' (/\ ‘ﬂ)
S - |

10.2 Okreslono$é¢ formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0. ‘
Definicja 10.2.1. Forme kwadratowa v : R® — R, vy(z) = XTAX nazywamy -
i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R"\ {0} ~(x) > 0,
ii) wjemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(z) <0,

)
)
iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R" ~(z) > 0,
)
)

iv) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) <0,

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa y(r) = X7 AX jest dodatnio okreslona itd.

—

Przyklad 10.2.2. i) v:R® = R, v(zy, 29, 23) = 22% + 23 + 23 = A D 2T )
jest dodatnio okreslona ' /'/ <= N 5

ii) v:R® = R, y(x1, T, 3) = —x% — 423 — 23 jest ujemnie okreslona [ 7 \
iii) 7 : R — R, y(z1, 29, ¥3) = 23 — 22+ 23 jest nieokreslona, bowiem v(1,0,1) = 2 > 0,
zas$ v(0,1,0) = —1 < 0.

iv) 7:R? — R, y(x1, 22, 73) = 223+73 jest dodatnio pélokreslona. Vo € R (0, z9,0) =
0 ,
X o0 =)
Badanie okres$lonosci formy kwadratowej

Definicja 10.2.3. Niech A = [a;;] € M,(R).

i) Minorem gtownym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstalej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.
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ii) Minorem wiodgcym gltéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powstlej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem

Ay.

Symbolem D;, ; oznaczamy minor gléwny stopnia k, powstaly przez skreslenie wier-
szy 1 kolumn poza tymi o indeksach i1 < ... < 1.

2 | 3 { 4

5 6 7 8

Przyklad 10.2.4. A = 1 —9J_3 ‘,1_4
=5 =6 ~7 -8

Twierdzenie 10.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M,,(R) bedzie macierza

symetryczng. ﬁ ( N LOI/
i) A jest dodatnio”okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gléwne sg
dodatnie, tzn. Vk € {1,2,...,n} Ay > 0. . By
— > A Lol T T L
ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gltéwne pa-
rzystegi)\s%mni, a nieparzystego ujemne,
tzn. Vk € {1,2,...,n}

Bez dowodu.

—2 1 0
Przyklad 10.2.6. i) A= 1 —1 /0 [/jest ujemnie okreslona.
0 -3
-2 1
A1:—2<0, AQ‘ 1 —1 :1>0, AgzdetA:—3<O

P
.. 0. ) ) : : : 9
ii) B= 0 —1 jest potokreslona ujemnie, gdyz v(z1, x2) = —235 < 0.

Uwaga 10.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nié¢ wynika dodatnia potokreslonosé
A.

Twierdzenie 10.2.8. Niech v : R" — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT.
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i) Forma kwadratowa « jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gtéwne macierzy A sa nieujemne,
tzn. V1<k<n V1<y <...<iy<n D; ,; >0.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
gltowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
Vi<k<n VI<i<..<ip<n (=1)*D; ; >0.

Przyklad 10 2.9. Forma kwadratowa v : R® — R, ‘
Y(1, o, 3) = xl + xg + 22123 jest dodatnio polokreslonab »b
A

‘ Uwaga 10.2.10. i) Jesli Ay = D15 < 0, to macierz jest nieokreslona. (. M /
0 2aden LRI
ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci Fod
wlasnych (liczac z krotnosciami). Ef\l Q% ; G+ 4+ + o
—_— —_ ,\. — N\F-'W’,
Dowdd. i) Ay = D15 to minor stopnia 2. Jesli Dio : to na mocy kryten oW
Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okreslona. Na mocy twierdze-
nia 10.2.8 nie jest potokreslona dodatnio ani potokreslona ujemnie.
ii) Dow6d mozna znalezc H
—_
Twierdzenie 10.2.11 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R* — R, ~(x) = N var

XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {\1, ..., A\, }. Woéwezas forma kwadratowa

jest T— %ﬂv\

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,
/
ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0, 0 .
iii) dodatnio polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0, ? Co N{\\:W P((.}
iv) ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; <0, b
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 3,75 € {1,2,...n} X, >0 A X; <O.

Dowdd. Niech A\ € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym .
Oczywiscie v # Oy, wicc |v| # 0. Obliczamy v? Av = y(v) = v v = AT v = Mv|?. Zatem
v(v) >0 < X >0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostalych przypadkach.
Ul

121



1
Przyklad 10.2.12. A = 0 | jest dodatnio potokreslona.
1

=
o O O

1—-t 0 1
xat)y=| 0 —t 0 |=—=t1—-t)P+t=t(1-(1—-t)?%) =t(2t—t*)=132-1)
1 0 1—t
Sp@C(A) = {)\1 = )\2 = 0, )\3 = 2}
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