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TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

o W A=Y
8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu \Q
Niech K = R. 4 /K\ %OHO‘/
6 (4
Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) = CH A e
L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V' nazywamy réwniez operatorami liniowymi. {Y\ I
Twierdzenie 8.1.1. i) Zbiéor End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami doda- ~(/3U
%J\f“ 0d U wania odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wekto- \ \I' "N
\} . 2 /\/\/\/\_,__, ~ —
rowa wymiaru n-._ - OWN\

ii) Zbior End(V) = (End(V), +,0) wraz z dzialaniami dodawania i skladania odwzo-
rowan ma strukture pierécienia nieprzemiennego.
- T ——
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Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy m’ezmienm’cgq wzgle- nos L

dem endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko p-niezmienniczq, jezeli " 240
car™M
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Przyktad 8.1.3. 1) Niech V =R3 U = {(0,0,t) e R®: t € R}, o(,9,2) = (—y, z, 2)
Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokot osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U 1 U jest ¢-niezmiennicza.

2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = K
Niech u € U, wowczas ¢(u) = - Oy Oczywisci
Zatem U jest p-niezmiennicza.

bowiem ¢(0y) = Oy .

Ny

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych O %

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy K_Q(Y») € \/
o(U) C V. Gdy U jest ¢-niezmiennicza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U,
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R7 oMU ~ Oxy
czyli ply € End(U). &X\\j \q'/ ) k?‘[ y ko>

Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej
bazie macierz A operatora ¢ ma prostsza posta¢. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., k)
przestrzeni U i uzupelniamy ja do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dla i =

Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz ¢ €

End(V). : \

nd(V) \ o Elimy otk przpmde

Definicja 8‘1.4. i) Liczbe A € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje'niezerowy wektor v € V' taki, ze|p(v) = Av\Kazdy taki wektor nazywamy

wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej .
\

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wtasnych
i odpowiadajacych im wektorow witasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(p) \nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.
——

Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wlasny odpowiada dokladnie jednej wartoéci wtasnej.

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V') istnieja A1, A2 € R oraz
v eV, v# 0y takie, ze p(v) = Mv = M. Wowezas Oy = p(v) — p(v) = v — v =
(A1 — A oniewaz v # Oy, zat®m A\ = Ag = f?, czyli Ay = X, O —

Przyklad 8.1.6. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Ox. Rozwaz

zagadnienie wlasne dla operafora ¢. Zauwazmy, ze ¢(v) = v, gdy ¢(v) ma ten sam
kierunek co v, tj. p(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje:

AY _ y
EV_ (VX,VY) A V= (VX ’ O)

u=(0,uy) A
o(u)=(0,0)|

>
X

: E -
@ (V)=(vy,0) P(V)=(vx,0) X

Kw&‘

)N =1, pv) =0, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0) )z . (\)‘
2) A2 =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,) \Q % - 7\
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Przyklad 8.1.7. Niech g € End(R?) to powinowactwo osiowe dane wzorem
g(x,y) = (z + ky,y), gdzie k € R to ustalona stata.

9(z,y)=(z+ky,y)

powinowactwo osiowe

W wyniku dziatania przeksztalcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor
nie zmienia kierunku. Zotty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz
dhugosé zottego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on wartosci wtasnej A = 1.

—

Przyktad 8.1.8. 1) Niech ¢ bedzie endomorfizmem plaszczyzny danym wzorem o(v)
30. Dowolny wektor jest wektorem wlasnym ¢ odpowiadajacym wartosci wlasnej X = 3. S o ( ) -
\f €Enat (R) i /

2) Niech ¢ bedzie rotacja na plaszczyznie (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek

zegara) o kat 7. Zatem ¢(z,y) = (—y, x). Nie istnieja niezerowe wektory, ktére w wyniku -/{ 59
rotacji zachowuja swoj kierunek. Brak zatem wektorow wlasnych dla .

nAdu\L
3) Niech V = C‘j(R,R) oraz ¢ = %, tzn. dla dowolnego f € V mamy ¢(f) = % = %’ #J(/('V
f'. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wlasng operatora %. N
Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy /,
g R =R, g\(z) =a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R, R). \/\\5< O7 B
Ponadto ¢(gx)(7) = a () = are* = Ma - e2) = Aga(x). Zatem gy jest wektorem

wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad Spec(¢) = R.

Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyktad w systemach rozpoznawania twarzy.
Wiecej informacji mozna znalez¢ twtaj lub tutaj.
- A
M @Du x?w>
Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu KQ

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V|
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna.
Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektoréw witasnych ¢. \
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Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co od-
powiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizméw.

WV~ \V4
Niech V' = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ € End(V), A\ €
Spec(p). Oznaczmy przez Ey zbior Wszystkic}l) wektorow wlasnych odpowiadajacych war-

tosci Wlasnej A, uzupelniony o wektor zerowy. Zatem O(JO
0)-n =" By ={veV:|pw) =k
-0 y={veV:ip) =
Jw)- - W) = = y
P 'I\zvlerdzenle 8 1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
Ly-2v )Z )= —
ii)“Zbior E, jest podprzestrzenia p-niezmiennicza.
7\ \ iii) E) = Kery, gdzie v = ¢ — X - idy. v
0 —— ——
L‘\’} Definicja 8.1.10. Przestrzen wektorowa Fy nazywamy podprzestrzeniqg wtasng endomor-
fizmu ¢, odpowiadajaca wartosci wlasnej . T
Uwaga 8.1.11. Na mocy uwagi 8.1.5 otrzymujemy \; # Ay = FE), NE), = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy badac jego restrykcje ¢lg, € End(E),)
na podprzestrzenie niezmiennicze F),, gdzie A\; € Spec(yp).
Twierdzenie 8.1.12. Niech V = (V,+,R,+) bedzie przestrzenia liniows oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie
przestbzem V. Woéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne. 2
(V)= { NP
) Nesmde) PV T RDU O W 410 300
—~—e~———
 Uret M0 Qogeond 1 we w0 B W RSN
111 ) det(A i[/—g Uiniowe L+] (0)- (O)
%A\N\‘ anlosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V
(SWoraz A = ,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = |x1,29,...,%,]|p jest wektorem
VRN SA A= M,B,B). W ktor O Vv j k
wtasnym endomorfizmu ¢, odpow1adajqcym wartosci WlasneJ A wtedy i tylko wtedy, gdy
F
Ta
(A=AHX =0, gdzie X = R
\/\ ue ) & : W, © uqc{& 1

3

-~ z
A \) (k/ ) \/ — "
W= Q- daim \/ = ol im e, ¥ Jon
Twierdzenie 8.1.14. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru

@  bazy przestrzeni V.

Definicja 8.1.15. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazy- {{(‘A')\ _JJ)
wamy wielomian x, € K[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja ma- l/ < )
cierzowa odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzent v. Rownanie Xo(t) = 0 nazywamy o ~
rownaniem charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki Wiei%ﬁm'ﬁgazywamy M ( A,)J}ﬁ

rerwiastkami charakterystycznymi odwzorowania .
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Levn="0

Uwaga 8.1.16. i) Pierwiastki ¢ tyczne wielomianu x, nalezace do ciala R o
to wartosci wtasne endomorfizmu . —

‘/\“/\M
ii) Na mocy twierdzenia 8.1.14 wielomian yx,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dimV = n, to wowczas deg x,, = n. —ko BY 12225,
_— ——
Niech A € My(R). A4 (Yf\ﬂét(/lzj
Definicja 8.1.17. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wie-

lomian x4 € RJt] postaci xa(t) = det(A — ¢I). Rownanie x4(f) = 0 nazywamy
rownaniem charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu y 4 nalezacy do ciata K nazywamy wartoscig wtasng
macierzy A. Zbior wszystkich wartosci wtasnych macierzy A oznaczamy symbolem
Spec(A) 1 nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (x1, z,...,x,) € R" spelniajacy réwnanie
Ty
. T2
gdzie X = ) ,
Ty

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Uwaga 8.1.18. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) sa identyczne z

wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macie-

rzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R"™. =
(A-A1=0

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(p). M LIAAA T

Definicja 8.1.19. i) Krotnog¢ ky liczby A jako pierwiastka wielomianu charaktery- Velo mian
stycznego x, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A. '

ii) Wymiaodprzestrzeni wtasnej F) nazywamy(w geometrycznquar-
tosci wlasnej X A AT
s L ; ”‘J

iii) Wartosci wlasne o krotnosci [‘gﬁometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo skta-
dajace sie z n roznych (a zatem prostych) wartoscl wtasnych nazywamy widmem
W

rostym. -
prostym. A-nL

Twierdzenie 8.1.20. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(yp) oraz niech A bedzie reprezentacja z
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wéwczas

: <) ‘ </
D) 1< dim(Es < ky, )erd RO~ W rotno)(

< < T AT N a0 :’/L%Z
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Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(yp), to istnieje v € V|, v # 0Oy taki, ze v € E), zatem
1 < dim E). Rozumowanie uzasadniajace, ze dim F) < k) mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz F) = Ker(¢ — A -idy ), zatem

dimFy =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V' —rank(A — XI). O

A
Przyklad 8.1.21. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu
L Y e End(Rg)a QO(.’I),y,Z) = ($+2y,2y, _2$_2y_z> ’

Okredl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprze-
strzenie wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

1 2 0 \(/f‘O)FV\,ojcl 660”’)
A= M,(B},B}) = 0 2 0
— 9 9 1 ,
)y ﬂ\‘ﬁ) t 2 0 Roon- tharaly
a9 = o) =oAL | 0 2 21—t = ()
LWio o . ocay | —2 tL

Spec(p) = {1 =1, \s :2 A3 = —1
-1

E,, = =7
0 s preoin

vza
Py ‘
| (A= AD)X = 0ps & A@ ' v|=]o|dtt 50 Den
(\{Q \ 26 204+2y =0 o e (0—) 7\5v
0 3y =0 =|{z= &
(\d @ —2:;;—25 =0 ;&Lﬁja 3 ' AX‘%S)Q

N \W METODA I x=9= " 7 donaag
_J|Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sg postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}. A >< xt O
?\5 ‘
( V\ - 7\51) X B O

2 Y | ane y"?&ﬂj““

\\“\c E_1={(0,0,2): ze R} = hn{(__g_;)} oraz dimFE_; =1 ¢— ko ™™o}

METODA II: = TN — Guom .
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.20 ii), mozemy obliczy¢
i Les = dimn — dimn Jon (J 2 20
dmE | =dimR* —r(A+1)=3—r 0 30|=3-2=1 -
- 2 —2 0

\\mn‘ c— W O’Lf\j“«(/
T2 METODA III: /
d\\(‘“ Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem @avmocy twierdzenia 8.1.20 i) mamy
< di < = i f
1 <dim E), < k3 =1, zatem dim F), N \> no ? @OST”E

Analogicznie wyznaczamy E), oraz E),. Z gory wiemy, ze dim F), = dim F), =1

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad
cialem R. Niech A € M,(R), A € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie wek-
torem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej \. Wowcezas prawdziwe sg nastepujace
stwierdzenia.

i) A\¥ € Spec(A¥) dla kazdego k € N,k > 2, oraz v jest wektorem wtasnym odpowia- /
dajacym A*. C

98



ii) c-A € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
c- A

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest nleosobhwa oraz \ # 0, to € Spec(A™1) oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym 1 I

v) Spec(A) = Spec(AT)

vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A). J
. 0 rachunlau

8.2 Diagonalizacja

\ Twierdzenie 8.2.1. WWlasne operatora liniowego ¢ € End(V) odpowiadajace
roznym wartosciom wiasnym sg liniowo niezalezne. S
LN —_——
Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz

niech p € End(V). ‘ _
I pmoju Al
i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {1, .. ., )‘Q}H to wektory wlasne vy, ..., v,, gdzie L)q\/
v; odpowiada \;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni V.

>y

ii) Jesli wektory wlasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
roznym wartosciom Wlasnym) tworza bazg przestrzeni V oraz ¢(v;) = A\wv;, dla
i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

0 C Jloara weterov U
0

: . C{’ </\r/\| \yﬁk\'—‘\SV\\
0 An | \ -

) | kwto q N/\)J (7\/\(\)’ -

iii) (Twierdzenie spektralne) Jesli Wl\% ian charakterystyczny x, rozklada si¢ na czyn-

Q ~niki liniowe s ~ A N\ J(O \Y% -
oM M ®) e 2ot @amni@ Am» )

(*\}\x/ n. A\ # X\ f(gﬂl}g/z # 9 oraz k:1 + g )ﬁ = n i ponadtol k; = dim E,§dla \/Q\/' )

\\ i E {1 2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeq’V ztozona z wektorow wtasnych
endomorﬁzmu ®. d :t /)/?
. Z ' o~ -
(V\—'O“ v/ N SR =5

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy ist-
nieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diago-
nalna.
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Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V') jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych . Dokladniej moéwigc,
v € End(V), gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian

M I . : S S ¢ oYY
charakterystyczny ma n pierwiastkéw w ciele R (IWL%QSQ@_IQ_) oraz dla kazdej \[,( /(/\
wartosci wlasnej mozna wybraé tyle liniowo niezalezny - tasnych, ile wynosi \\
krotno$¢ tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycziego. \/[/ M@ .

) /

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M,(B},B;) = [ _? é ] € My(R).
Atk LA-A2
xalt)=| | _, |FE+1#£0.

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem _
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektorow wiasnych . e O/
o~ — N 1o

~ ~ | \
Macierz diagonalizujaca ?\ Ay P t/ﬂ? P &GO N L
A) q) — o acitt 191@&\5\0&\
Definicja 8.2.6. Mowimy, ze macierze A, B € M,,(K) sq podobne, jezeli istnieje macierz

nieosobliwa C' € GL,(K) taka, ze A= C~'BC.
 lueosobliwa ¢

Twierdzenie 8.2.7 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa
podobne, to woéwczas

i) r(A) =r(B),

-

20 -

ii) detA = detB
iii) tr(A) = tr(B) </— \6\&(3‘ \\\m\:\g\ oLl N Q\MMJWW\
Jezeli p € End(V'), to dla dowolnych baz B, B przestrzeni V macierze M, (B, B), M (B', B')

sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobienstwa jest macierza|Pg_.z/ zmiany bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.2.8. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, j¢st podobna
do macierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, ze macierz

P~1AP jest diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Whniosek 8.2.9. Macierz A € M,(K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni K" ztozona z wektoréw wtasnych A.

7 uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Uwaga 8.2.10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z baza kanoniczna B. Niech ¢ €
End(V') bedzie diagonalizowalny oraz niech B’ bedzie baza przestrzeni V' zlozong z wekto-
row wiasnych ¢. Oznaczmy A = M, (B, By), D = M,(B',B') oraz P = Pg, _p. Wowczas
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A1
MA—XA))

_ PDP- s
A= PDP! {Je’/v

przejcie od baz przejcie od bazy
wektoréw w#asnych kanonicznej do bazy
do bazy kanonicznej wektoréw wiasnych

macierz diagonalna

Kazda wspotrzedna wektora

P1X jest mnozona przez statg

(bedgcag wartoscig wtasna).

Zmiana kazdej wspotrzednej zalezy tylko od

niej samej, a nie od innych wspotrzednych.
¢

Przyklad 8.2.11. Czy A = [ 2 =3 ] € Ms(R) jest diagonalizowalna?
1 1 _
=9-L- )5 < O

Al=D
2 \ATPAR
PA-AR L,
?@¥¥%&

D
DY oA

11—+ ‘—(2 H(l—t)+3=1t*—-3t+5#0.
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow zatem

Spec(A) @ 1 macierz rzeczywista A nie jest diagon hzowalna @

ny
\@/\/7”\7
0o /

/\>6‘7 Q Przyklad 8.2.12. Czy ¢ € End(R?) taki, ze ¢(1 'T 0,1,1
0 1,1), ¢ \,%N (0,0, 2jest d1agonahzowalny7 W
“Neo
- [653 x
O
Odcz uj%(r]ny Wartosm W ei Wil/itory Wlasne 50 3 ( k/\ > {Z /LC /l
\ = —1w/=(1,1,1) )\2_1%\{ (0,1,1) Eﬁ“\ (0,0,1).
. Wldmo Jemtem na mocy tw1erdzen1a 8.2.2 i), operator ¢ jest dlagonahzowalny
=
PrzyElad 8.2.13. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem d \/\/V{
o(x,y,z) = (3x + 82,3z — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
n n /\Z O(/\M t
L“VL)\* 3 0 8 Ck\
A=M,(B.B)=| 3 -1 6 (A E
o
) e -2 0 =5 wlace
k(A1) o
xal(t) = g(—l—t)(—l)4 3-8
\‘ -2 —5-t
==+ +2+8) = —(1+1)° o)
Spec(p) ={ M\ = -1}, k1 =3 LY
RN ANAN~ 0 W&\d M\ eOln 4o,
By = B {o = (5,9.2) (A5 0|} y
o™ 0




Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw
wtasnych ¢.

Przyklad 8.2.14. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich krot-
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze
podprzestrzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow wlasnych,
macierz D endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

€ EndQL®). [(A) = A+ AT o], (k)= b
_— S
BZ(%:{ég}’Elﬁ:{gé}’Eﬂ:[? 8}7E_2i:{8 (1)}) baza My(R)
P P R ) s
r E L i L /a/
f(Er) = 8(1) + [1)8 = (1)(1) A/loj 3\){(/ 2 LJO J
fo00] [o1] [o 1] - o
f(Ezl):_lo_—l—_OO_:_lO_ OB*OL(JOA
[0 0], ool _Joo]
f(EQQ)—_Ol 01 :_02-

O = = O

AN~

Ef\l—Eo K;r(g)_{BeMQ( ): B+ BT =0} /Z\X/&D <A -0O- 13%/@

N1echB[C }gdmeabchR

a?g a /E)‘ 0? 2a =0
B+B'=0 & + = = q btc =0
c d b d 00
2d =0
Zatem B 0 b oraz Fy = 00 :beR ) =lin 0
\ —b b —-b 0 -1
——
E\, = By = Ker(f — 2 -ida,mw) = {B € M>(R) : B+ B" = 2B}
B:|:CCL Z:|:[a7bvcad]67 02X2:[0707070]B @\/@15
a 0 0 001[a] T[O
b 0 -1 10 b 0
(A—2I) . =0 & 0 1 -1 0 -1 =10 = b=c, a,
d 0O 0 00 d 0
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b-C 2, 1. by

D o gy
Oo0of"[f1O0]710 1]
Baza wektorow wlasnych C =

000
b |72 00

0)_{20 7PB—>C:

0
OOOL%

o niezalezne = dim Fy = 3 &o fq nos ¢!

—=

, o D[z
) HH éz}{gnjj ’{8}(1:\})%?40(%%“ ZZD

o cipge nalizu e

Przyklad 8.2.15. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem ¢(x,y) = (4z + 2y,y — x).
Mozemy wyliczy¢ Spec(y) = {1 = 2, Ay = 3}.
__Widmo jest proste, zatem ¢ jest diagonalizowalny. } _ PJ%( /?

Uklad C = (v; = (1, —1), v = (2, —1)) jest baz ktorow whasnych.
4 2
A= My(BLB) = | ] P= PM— @@ D — M,(C.C) — .
’ ~1 1 olCs DD
oL [ -1 A ?DP

Obliczamy P~ = PC—>132 = oraz

e e
o= 2 3][ 48[4 2]

e 2= los]=[i][0 5]

pierwsza wspotrzedna x2
druga wspoétrzedna x3

c

@(61):[-2,3](:

przeksztatcenie wspotrzednych
od bazy standardowej

e1=(1,0)=-ci+c.=[-1,1]c dob Korow wh n
o bazy wektorow wiasnyc (P(ez):[-4,3]c

1 1 ] 1 “ 1 1 1 l Il »
o et T T —
e2=(0, 1+C2 e 4 2 C1
Pt DP-
AY Ay
4 4 przeksztatcenie wspotrzednych
\ h od bazy wektoréw wiasnych
-+ ' N +4 do bazy standardowej
4 » 4
e2)=(2,1
o] 1 o=@

<Y
<V

il A=PDP* 1 o(er)=(4,-1)
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@, (_]p o_ o Hﬂ
8.3 Zastosowania diagonalizacji Lf ‘
R
/\/’\

Znajdowanie warto$ci ztozenia endomorfizmu

Whiosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne vy ..., v,

odpowiadajace wartosciom wlasnym Aj, ..., \, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl e ,vn) przestrzeni V', to woéwczas dla dowolnego r € N
A0 0 ... 0

0 XA 0 ... 0
M, (B,B) = PD'P~', gdzsie P=Ps.c., D=| . =
=

0 O R .
Dowdd. Niech A = M, (B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_c. Wowczas A" = M, (B, B

oraz D" :é\/w(C,C). Ponadto lli = P7'AP]skad|A = PDP ! braz A” = (PDP~')" =
D

(PDﬁP71)< Pil)(PDpil) :PD(P_l_P)D(PP—1>EP_1 :PDTP_l 0
h -4 Nl e~
) // 7‘7;:123/ W“/\Ozé’y\'\( o“ﬁcy(’/l,\/‘ /L 1
b Lo ng

Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krot-
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wlasne i
wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wekto-
row wlasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
Oblicz p1%1(1,2,3).

0:R* =R olr,y,2)=@r —2y+2222+22,y+2—1)

4 -2 2
A=MyBBY=1] 2 0 2
1 11
4—t -2 2 A—t -2 2 4—t -2 0
at) =] 2 =t 2 |“Ewl 0 2-¢ 4—2 B 0 2-¢ -3t |
1 11—t ~1 11—t 1 12—t

4—t 2—t 0
0 22—t 6=3t|=0A-1t)2—-t)*=-32—-t)*=(2-1t)*1—1)
-1 0 2—1t
Specop ={\ =1, =2}, ki=1,k =2, dmFE; =1, 1<dimF; <2
¢ bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = k».

2 —2 2
dimFEy=3—r(A—2[)=3—r| 2 -2 2| =3-1=2,
1 11

zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wyznaczymy baze ztozona z wektorow wlasnych. Rozwazmy A\, = 1.

T 0 3 =2 2 T 0
A-DH|ly|=|0] < 2 -1 2 y | =10
z 0 —1 1 0 z 0

104

‘A A
———~——
2



3 =2 2|0 1 -1 00
2 -1 2|0 | — 0 1 210
-1 1 0]0 0O 1 2|0
r—y =0 o
{y+2z i

Rozwazmy Ay = 2.

x 0 2 -2 2
A-2D|y|=]0]| | 2 —2 2
P 0 ~1 1 -1

—x+y—2—0:>z—y—x x,y €R

={(z,y,y —x): v,y € R} —hn{ (1 0 ,(0,1 1)

Baza wektoréw wiasnych C = = —2,1),v9 = (1,0,—1),v3 = (0, 1, 1))
@ & —2 10
D= M,C,C)= macierz diagonalizujaca P := Pgs_c = —2 01
Obliczymy gpwl( 1,2,3)|na dwa rézne sposoby. NN 3
9" METODA T Wykorzystamy macierz D. Niech v:=(1,2,3) = [a, b, d|c. 4

a a 1
Wowcezas = b |,skad | b | =P | 2|.
3

(A E -«?x‘l bootel el b; MH” (6&)

Obliczamy P~' = | 3 —2 2 | oraz v = [2,5,6]c.
2 -1 2 —
10 0 2 2

2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
\ 6 0 0 29 | |6 G- 2101 ngt
e (v) =[2,5- 2191 6. 210 2u; + 5 - 2100, + 6 - 210y,
© = (—445-210 4. 2Ny o0y = -
azic 3= (03 o L
METODA II: Obliczamy Nwb ﬁww f/’ﬂ/ﬁ/ ' é‘]
1 1 2 1011 0o Oo][r -T1][1
/ 2 PDYOIp-L) 2 | = | =2 01 0 2101 0 3 —2 2 2 | =
3 3 1 -1 1 0 0 2ot 2 —1 2 3
3_2101_2 2_2102 2102_2 1 _4_‘_5.2101
2102 -9 2 2101 2102 -9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 -1 + 2101 1 3 2 + 2101
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 TIloczyn skalarny i norma

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Vu,v,w eV Va,feR 3(au+ﬁvw)_a5(uw)+ﬁsvw me/\/C .Z,CUZZ/QC%{,(/
i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u) ﬂymr%% ma/f 6/&/)2% “rniy,
. n 4

i) VYoeV s(v,o) >0 A s(v,v) =0<v=0y.

Pare (V,s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana sym-

bolem E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u v). (M/V>
“ -
Gasoy g™ N aboieataagpre] | (U)V )

Przyklad 9.1.2. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi.

:iwz Lmrouo] ({/l/l/
1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R” x R" — R taka, ze / )
Vu=(1,...,2),0=(Y1,..,Yn) ER" wov=>3" xy; =191 + ... + Ty

Przestrzen euklidesowa (R™, o) oznaczamy symbolem E" ~
.

2) V=C([a,b],R), (,.):VxV =R, VngV

Calka oznaczona ma wlasnosé liniowosci. Ponadto [ f2(x)dx > 0, bowiem f*(x) > 0
i catka oznaczona zachowuje nieréwnosé staba.

HV=R,[z], (,.):R,[z] xR,[z] =R,
Vp,a €V (p,q) =1 op(z:)q(x;), gdzie vg < 21 < ... < x, liczby ustalone
058>
T A ik o dng o™

Rozwazmy Ry[z] z iloczynem skalar (p,q) = p(—l)q(j)_+ p(O)q(Q%— p(1)gq(1).
Wowczas (p,p) = | (—yl))]2 —1—@2 +1§?§ > 0. —

Jesli (p,p) =0, to wiscie p(=1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym. - — e
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Niech p(x) = ap + a1x + ... + a,2™. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zg) = p(z1) =
1z 2% ... x ag 0

_ 1z, 23 ...« aq 0
= p(z,) = 0, skad otrzymujemy ' =

=303

1z, 22 ... ap 0 e /
Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik W Vﬂ | Ft l | ﬂ/
W = H0<2<]<n(x] x;) # 0,)bowiem z; # z; dla ¢ 7é j. Zatem jest to uklad oznaczony ’
jednorodmy;j ynym rozwiazaniem jest ag = aq = = a, = 0, co oznacza, ze p jest

wielomianem ZE€rowyIn.

33

)V = Mpusn(R), () 1 Mpxn(R) X Mpsn(R
VA, B € My,n(R) (A, B) = tr(ABT)
N slad {WMCQ “gumd ALmLndol ona
Na mocy twierdzenia 3.1.14, méwiacego o wlasndsciach sladu macierzy, mozna wy- Ml%ﬁ o
wnioskowaé, ze jest to iloczyn skalarny.

L
(n ﬁc/h/
Twierdzenie 9.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
bo M tHhipy

A BT

ii) Yoe V. s(v,0y) =0,

ﬁ 2
i) Vu,v eV Ls(u,v)) < s(u,u) - s(v,v)| nierdwnosé Schwarza

Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki: —_

Ml 0oy
HYoeV []=>0 A |jo]|=0<v=0y, (o5 “thado o
i) Vvve V. VaeR |lawv|| =l|of |||,
iii) Yu,v € Vo |lu+o|] < |[ul] + ||v]]- tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy
Przestrzeniq unormowandg.

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V) s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s
V' — R dane wzorem — / >

eV [ |lolls = /30, 0) x| = ;LGZ

jest norma w przestrzeni V. Méwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Przyklad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E", tj. R" ze standardowym iloczynem skalar-

nym. Dla z = (z1,29,...,7,) mamy ||z|] = /2?+ 23 + ...+ 22. Jest to tzw. norma
euklidesowa w R"™. )

Zlf/suﬁun-rvs't) (Z N0/ mn
Whiosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana. e
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktérego dtugosé jest rowna
1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormo-
wac, t]. znalez¢ wersor 0 o tym samym zwrocie i klerunku co v.

M’ﬁ b
Mwe

Istotnie o : est wersorem, bowiem |[0[| = || 5y Al = % llv]| = 1.
Miara kata miedzy wektorami Mou U b5
@_W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wekto-
w2\ rami. Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowoln ,v € V mamy
<,7~%=U>| < v(u,u>v(v,v>:||u||~||v|| = ||5ﬁr|>|\| <lle —-1< H:\Tr\lﬂ <1

esli v # Oy, u # Oy, mozemy widziec¢ m o cosinus jednoznacznie okreslonego kata
a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a.. Utozsamiamy tutaj kat z jego

miarg. Zatem

{u, v)

[l loll”

{u, v)

£ (u,v) = arccos .
’ [lul[ - []]]

cos L (u,v) =

Przyjmujemy; ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyktad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R, [z], (., .)), gdzie (p, q) = p(0)q(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(x) = 2,v(z) =5 — x.

(u, vy = u(0)v(0) + u(l)v(l) =2-542-4 =(18
lull = /{u, 1) = VuO)2 + u()]? = V22 + 22 =22
loll = /10,0 = VO + (D= VBT F = VaT

18 9
£ (u,v) = arccos 375 U — AICCos/ s

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u; v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn ska-
larny jest rowny zero. Piszemy wowczas u L v.

ii) Uklad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,je{l,2,....,n} i#j = (v,v;) =0.

ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonal-
nym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,j€{1,2,...,n} <vi,vj>={(f | jfﬁ

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.

108



