9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktoérego dtugosé jest rowna
1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormo-
wac, t]. znalez¢ wersor 0 o tym samym zwrocie 1 kierunku co v.

Istotnie o : est wersorem, bowiem |[0[| = || 5y ’ = HvH Al = % llv]| = 1.
» &(4 .Miara kata miedzy wektorami Mou U b5
MH @W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wekto-
MD\‘ rami. Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowoln; ,v € V mamy
0 [(u,v)] <lle 1< <“U> <1

= [[ul[ - [[oll =

«

(o) < V/(u,u)/(v,v) Tull el =

esli v # Oy, u # Oy, mozemy widziec¢ m jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

[IEIRIE

a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a.. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem

{u, v)

£ (u,v) = arccos
[full - [loll” ’

cos L (u,v) =

Przyjmujemy; ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyktad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R [z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)g(0)+
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.

(u,v) = u(0)v(0) +u(l)v(l) =2-5+2-4=(18
2

ull = v/, w) = VO + WD = VE+2 =2/2
oll = /3, 0) = o + (D= v& + & =/ val

£ (u,v) = arccos ﬁﬁ = arccos \/% q@(e 2
o
Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory ;v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyr'ska- q/é

\ﬁgy&réwny zero. Piszemy wowczas u L v.

N ge% I

ii) Uklad wektorow {vq,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jez ey 1 s
Cay L 4%

.o ’1/)
Vi,je{l,2,....,n} i#j = (v,v;) = 4 LL7°J\41/
Oﬁal—ugcnm/ﬂj M""a/ A~ ’edafoé-
ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonal-
nym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

oau(gp;é’{;i } oy I o, —0
1,9 ,2,...,1m . .. Q)' |
ﬂ~..

i=]
(r

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora. N e (U;a = //b» g /{ y e
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Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C(

W]7R>7 <'7'>)7 gdzie <fa g> =

[,
x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f (m) = sinz, g(x) = cosx sa ortogonalne/ortonormalne.
%7’7/ ik
,9) = s1nxcosxdac lfﬂdx [—icos2x]ﬂ7r:j_l( )_g 7Z /

(£,0 =117 = I r= [T sy = Bx—lsm2x]

Wektory sa ortogonalne ale nie ortonormalne.

(o
Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie prze

é

W~

=7
™ (S
\% vLur;fc ~Nerso

m’ = I Y wkiad 0,
2 eV
trzenia euklidesowa. Wowczas 7

Vu,o €V u v & |lu+v|)? = lul]* + ||v]|*

Dowdd. ||u+v||* = (u+v,u +v) = (u,u) + 2{(u,v) + (v,v) (u.2)=0 l|ul]* + [Jv][? O

Twierdzenie 9.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo

niezalezny. ersor 5,
Wniosek 9.2.7. i) Uktlad jortonormalny jest liniowo niezalezny.

T

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogo-
nalny nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (orto-
normalnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 9.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym bauza5 ortogo-

nalna jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,..

Wspoélrzedne WektoraW

MOTYWACJA: Przestrzen E?

,0),... en=(0,0,...,1). MD

/7@5 =12 u5]

baza ortogonalna B = (i = (1,0, O)J = (0,1, 0),]; = (0,0, 1)) Q= W o C

Dla dowolnego wektora|v = (v,, vy, v,) mamy v, = v o %, Uy =V oj’, V, =V O I%J (1 = Oy ad/\
Z dokladnoscig do znaku skalary v,, v,, v, to dfugosci rzutoéw ortogonalnych wektora v na
\__A____

osie Oz, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v, - ¢, v, - j, v, - k, to rzuty ortogonalne wektora

v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio. S

et

g = ﬂraé

b .
L\/ ﬂz/e Or it

O

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, ba, ..., by ) bedzie baza Qrmg&alnad przestrzeni eu- o Mooy

klidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [a1, g, . . ., ] 5.

Wowezas =

/O\%W ’Iﬁ -

= b, +<3by b 1 oCop b 4 J hrs  Rtase,
¢ Vie{l,2,...,n} ;= v’bl>. o @IE /’\)Lk‘i{ad
(aotr HLonba) 0 bin L 1612 O ¢/
b °t)4¢4(éeee)4-,,¢o/m[no 4) 5 4eof
POH&(&@ b o O = (:2: O, DJ f‘ {U’LC /“ ) f\
<’LL, b1><w7b1> <w7b2> ﬁL ”/
Yu,w eV (u,w)= +
[ Il
/ Ml o
= v = =y

[~
[V
‘U
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W= A

Whiosek 9.2.11. Jesli B = (bl, ba,...,0b Jest baza g’gggqrmal—n—q—przestrzem eukhdeso—
g

wej (V,(.,.)) oraz V > W to wowczas o
L

Vie{1,2,...,n} [a; = (v,b) e (\Yo&

Lon
oraz LN
Yu,w eV (u,w) ={u, by w, by) + ,b2>+...+,bn).
b o e
Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 9.2.10 przyjaé ||b;|| =1. O

Whniosek 9.2.12. Niech B = (bl, by, ..., by ) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ay, o, .. an]g,@;_[ﬁh_&u/.,ﬁ»]&QW(’)wczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,wy = a1 81 + azfs ... + B

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (O, aibi, yiny Bibs) = D70 cifj(bi, by) réwna sig

Y orauf; wtedy i tylko wtedy, gdy (b;, b;) = { (1) ’ z 5:? O

9.3 Metody ortogonalizacji by ?oa‘f’vw*m’nr
7 4z
Twierdzenie 9.3.1. Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C

V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by, ... by} =lin{cy, ... e}

Whniosek 9.3.2. i) Kazda skoiiczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rézna od {0}

ma baze ortogonalna. i ortonormalng.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupekié do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyktad 9.3.3. Rozwazmy przestrzenn E3, tj. R?® ze standardowym iloczynem skalar-

nym. Dana jest baza B = (by = (1,-2,0),by = — (5,5,1),b5 = (5,4, 4)) przestrzeni R?.
NS FET) -y 0

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem‘ 5—1040=—-5#0. Wi <
’ 0210 cop fNA

Dokonamy ortogonalizacji bazy B.

Niech C = (¢q, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.
f—_‘—\— et

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1, —2,0). Wowezas oczywiscie lin{c; } = lin{b; }.
D \_ﬂ,,

[ KROK: Aby zagwarantowac, ze poszukujemy ¢y w postaci

m dla pewnego « E R. Dobierzemy « w taki sposob, by
Obliczamy ¢y 0 ¢y = (by + acy) oy =byocy + - cl ocy). 2
Q Ab —0, w baoer SHad <=,
y ¢z 0 c; = 0, wystarczy przyjac@ = —2 001 \\ Cal
W naszym przykladzie 0 = by o ¢; + - (¢g 0 cl (5, 5 1 (1, 02, 0) 4+ a-(1,-2,0) 0
gl

Aﬂ (\03\/" K c/]
9’( ohn 110

d\wﬂpci{d&\mo((,/\\tkb ‘
C L oyl oty (55




Cn

o

7N C bar L b,= "

’

(1,-2,0) : skad o = 1. Zatem co = by + 1 = (6,3, 1). X

Zovo ,
Cfb// 1T KROK:|Aby zagwarantowa¢, ze|lin{ci, ¢z, c3} = lin{by, ba, b3}, poszukujemy c3 w po- 2Znalen' ¢

staci c3 = Bic1 + Pace, dla pewnych Sy, 2 € R. Dobier%emy B, B2 w taki sposob, by
— — W Call /

c3 0 Eoraz - 5 H/l l /p - )

Mamy 0 = czoc; = (bsFBic1+Baca)ocr = bsocr+fi(cr0cr)+Ba(cr0er) = bzocy + il

skad 8, = — 22 Analogicznie 0 = ¢50 ¢y = (bs + P1c1 + Pace) 0 ca = bgoca + B1(cy OHCQ) +

el
/82(02002) :b3002+52|‘62||2’ skad [ = _ﬁizﬁ% O
Ve
W Ca\
W naszym przykladzie

5

Zatem c3 e e=(544)+2(1,-2,0)—(6,3,1) =\(-%,-%,3). ) C»
C=(c1=(1,-2,0),c0=(6,3,1),¢3 = (—%, —%,3)) jest bazg ortogonalna.

Poniewaz ||c1|| = VB, ||ca|| = V46, ||cs|| = /45, zatem baza ortonormalng jest
— _ a _ 1 _ e _ 1 Y 5 2 1
C' = (Cll_ . __'(1’_2a0)7cl2_‘|c_§‘|_m'(6’3)1)7cé_ ||02H - 4_6(_ga_573)>

)\ﬂuw/\/)

Wnhniosek 9.3.4. Jedli B = (bl,b2, e ,bn> jest dowolna baza przestrzeni euklidesowe;

(V,{.,.)), to wowczas ciag wektoréw C = (c1, ¢, . .. ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalng tej przestrzeni.

(bs, Cl)®

<b37 Cl> <b37 02> X = <bn> Ci>
——201 .
[lea ]

- C1— C
el el

ohron R, T-) -5 - 1,0 7

Przyktad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Rq[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z,2?).

_—

C1 = bl Cy = bg C3 = b3

H Niech by = 1,by = x,bs = 2% Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
Nox =z biobg=1-(-1*+1-02+1-1>=2#0.
Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) 0znacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := b, = 1. _C
1 1 ngﬂ/‘cw \04 /)

IT KROK: Poszukujemyv a € R. Dobierzmy « tak, by ¢y 0 ¢; = 0.
L%fzamyé)jﬁc—b: (byFacy)ocy = bgocl—i—oz-(cl_oEl) = (—1-1—1—0-1—1—1-1)—1—@(1:}:1_—1—1) =

Ne—ooo 7 N

‘,_;71 —_— —_—
Iy, A Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (Moglié;;ly to zauwazy¢ wczesniej.)
o% O n o
ITT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = by + [1¢1 + Baca, P, B2 € R. Dobierzmy (1, B2
tak, by ¢z 0 ¢; = 0 oraz c3 o ¢3 =,0. i T

-/

111

0=bgocy+ fillea|]> = (5,4,4) o (1,-2,0) + fi(1 +440) = =3+ 56
0= b3002+62||02||2 = (5,4,4) o (6,3, 1) +52(36+9+ 1) :46+46ﬁ2 /:O

P’
P

Sy

?



Cr? MMIL /0

Mamy 0 = czoc; = (53‘1‘5161‘*'5202)001 = bsocy+pP1(crocr)+P2(c20cr) = b3001+51\|01|\ =

(1-140-1+1-1)+p5 -3, sk@d”ﬂ o Xen am
Analogicznie 0 = ¢3 0 cg = (bs + Bic1 + Pacz) 0 o = bz o o + Bi(cy CB\02) + 52(02 o ) =
phaocot Baflegll” = (1-(=1) +0-0+1-1) + - ((=1) + 07 + 1) = 25, skad B2 = 0. )

*
Zatém cz = bi — 2¢;, = 22 — 2.

3 , 3]
C:(clt—mjc;;—x ——) jest baz ortoggrﬁgl_a\)
Ay (Cae CL (5C3
el = VI+I+1=V3, o)l =vVI+0+1=v2, ||| = /3 + 2+ 1 =0

Baza ortonormalng jest uktad wektorow

¢ =(d = a V3 s o V2 ca :\/76($2_2):@x2 6

= el = 502 = ay = 205G = Ty

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.6. Niech uy, ..., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Nlech Mpwn(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymifwierszami #@ wspolrzedne
wektorow wq, ..., u,, W bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje ele-

mentarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna do-
prowadzi¢ ja do postaci AA’ gdzie G € M,,(R) jest macierzg trojkatna gorna. Wektory
wierszowe tak otrzymane] macierzy A" € M,,«,(R) sa ortogonalne w [E".

Przyktlad 9.3.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektoréow by =
(1,-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.

120
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1 ]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 104+ 0 = —5 # 0.
L5 5
9 5 4 A
0 1 4 5 —o =3
. T: —
T2 5 5 g A=
IR e R
5 4 4]-3 49 57
ol @—5 —3[-120) [5-5 3[-1 20]
BT [AATA = | S5Us1 49| 5 5 1| 2o 6] 46| 6 3 1|
¥l —3)49 57| 5 4 4 | wtsm 0@% B Uy
5 =5 —3| -1

20
0 46 46| 6 3 1
0 0 8-z 13

Uktad ortogonalny ¢; = (1,—2,0),co = (6,3,1), ¢35 = ,

Zatem [[cr]| = V5, [|cal| = V46, [|cs]| = /%2

112

@ ”TO 5/\ clﬁJNij
—1,3).

Jesli nie uzywaliS$my operacji a-w;, to na przekatnej ma01erzy G otrzymujemy ||c1 |2, [|c2||?, ]3| |2



9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V;(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym podzbiorem.
- e

Definicja 9.4.1. Zbi()r@:: {v eV :VeeS (vr) =0} nazywamy dopetnieniem
_ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbior S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 9.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jedli U C V jest podprzestrzeni liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznig liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbiér {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni

V.

Przyktad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do

u=(1,0,1,0). {(\A \ﬁ) - ;wj ( NO, /lk,,O) 6 (H v, &y {)

Niech v = (z,y, 2,t) € Rt Wowezas u L v & uov=0 < x+ 2= 0. Zatem

v = (x,yf—?,t) oraz {u}t = {(z,y, —x,t): x,y,t € R} =1in{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.
‘ -——

Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Jesli w € U+, to
mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {by, ..., by}
bazg tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V'

A ST R DT
wlU<sVie{l,2,....k} wLlb WU T ﬁ

WA BRI
Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego ¢ €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [ay,. .., a,|p mamy

(wyu) = ag(w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyklad 9.4.6. Rozwazmy V = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = fol p(x)q(x)de,
podprzestrzen U = R;[z] oraz w = 62% — 6x + 1. Czy w L U?

v Lo b
<'UJ,]_> :f01(6$2—61'—|—1>d$: —3x2+x|(1]:0

(w,z) = fol (62 — 62% 4 x)dw = 3a* — 22° + %IQ}; =0 Zatemw L U. M l{?{\/ - Q- Ob
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Wtasnosci dopetnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprze-
strzeniami liniowymi. Wéwczas:

i) Uy Cc Uy = U C UL,
ii) UL = (linl)*,
i) U c (U

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa. K X
“, Rutouant €

Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem TFO"W‘"V\

\)\/ YoeV n(v)=u, gdzie v—u Ll U,
~—

© nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjq ortogonalng na podprzestrzen T Ob-
/i \)\}\) raz wektora v poprzez w nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U. 0
~ /’ﬁN:Q)"‘%

e 7
A‘l"’ 4§@;§j§sz

\

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = 7(v) =

[y, ag, . .., ag)p, gdzie Wi G(atrf‘ N b
LT R s T St I
e L Gub) Gt o ot | o || b
i) Jesli B= (bl, bo, ... ,bk) jest baza ortogonalna podprzestrze&(_],_ wWoOWCzas

U-surlam KJM ()b ) UC\/
u=m(v bl 1 A o+ ... by €

V- e dant 7 e’ /HOI»W” MR YTEN W

mﬂ“\“’“w L\\f(\r—%/\—%

()(Of\o O[Z D 114
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o £n7 e T L~ )0
Loy — < US= O



METODA I - ,
U = mu(v) =2 m@ = (2,1,1,2) , (1,17~
u € U, zatem istnieja o, B € R takie, zows ab1 + Bby. W6

oo

(\Y/\k’ = - °C\°W*F?\ol

Y oo Ao LD A Z_,Q) \s ’\w

W= A LA 5 by =<l b

iii) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortonormalng podprzestrzeni U, woéwczas w %Y\pa
u=m(v) = (v,b1)by + (v,b2)by + ... + (v, by)by. :
<b17 b1> <b17 b2> o <b17 bk>
Macierz (b2, b1) (b2, b2} - {2, i) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazy-
<bkab1> <bkab2> cee <bk7b/€>
wamy macierzg Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Whniosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, ba, ..., bk) bedzie baza jortonormalng [podprzestrzeni U, zas A €
M, «(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest
reprezentacja macierzowg projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U. =

OdRNZ - Lonou € —F m™ma 7(//v}

on A0 0u 0\
Przykltad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora

v =(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0

)}
o ‘ , 21 12
Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r [ 11 -3 0 } =

@LLm—a@LLm ﬁ@L —3,0)=(1-2a—8,1—-a—B1—a+38,—

Otrzymujemy ukltad dwoch' rownan b

0=(w,b))=1-2a—-p,1—a—-p,1—a+35,—2a)0(2,1,1,2) =4 —10a, = O

0= (w,by) = (1—204—5 l—-a—-p8,1—a+38,—-2a)o(1,1,-3,0) = -1 - 115. =0T
2

Stad|a = ,B——— oraz

u=la, 57 B = b1 bQ: (%7§7§7§) B (ﬁ’ﬁ?I—f’v()) - (%7%7%7§)
g e‘ Fg

METODA II

Zauwazmy, ze baza B := (b1, b2) jest ortogonalna.

Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) 0 (1, 1, 3 0)=0. 1,-3,0)=0. Na mcy twierdzenia 9.2.10 mamy

u= [‘(ﬁ) b@, % bﬁQ Ale (v, b;) = \zatem u = ‘bﬁg,ﬁg Obhczamy
(%M (1,1,1,0)0(2,1,1,2) _4u@ (1,1,1,0)0(1, 1, —3,0) = —1 oraz ||by||? = 10,
[|bo]|* = 11. Stad u = [a, B3

UWAGA: Gdyby baza B := (by, by) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzystaé¢ znaleziona baze orto-
gonalna C := (1, ¢2).
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METODA III

Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’ = {b/, b}, gdzie
2 L
o Nwsof«j Vo Vi
= = 75(2 1 1,2),0 = 2 = (1,1, -3,0). Niech A = Vio Vi | Macie-
0(*"“0fm e — — vgo vt
ann 0
N2 16 -4 27 39
@} BDX 55 55 55 5 55
Mﬁ i ) 6 20 -1 1 1 17
S - 55 110 110 5 o1 55
rza projekcji jest @: . Stad AA 1=
-4 19 101 1 37
55 110 110 5 0 55
2 1 2 4
L 5 5 5 5 J L 5

. . A ewt
Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzenit E3 i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢z, ¢3) bedzie szukana
baza ortogonalng.

KROK I:

KROK II:

KROK III:

<b3acl> <b3)02>
c3 = by (& Co= bg — iy, 1 (bs) — Tlin{ecs (53) = b3
a2 leal? o )

&w% bb o Uin {éz/b
(CA‘QU“?’) + 4l ‘Ua{c ! é&)

A~ lin {04\ C&\ﬁ el r\écﬁ [}“}5)

= R




9.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe LF ( /U“)

172 3 1 1

Prayktad 9.5.1. | 6 5 4| | 0| =6 |. A%
089l|o 0

Wektor (1,0,0) ma dlugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé +/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R”™ za pomocg macierzy przej$cia mozemy zmie-
ni¢ ich dtugos$¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktore pozostawia
powyzsze wielkosci niezmienione.

Definicja 9.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng,
jesli |[ATA = ATA= 1,

ar %

1 2 2] Arey -0
Przyklad 9.5.3. Macierz A = 3 2 —1 2 | jest ortogonalna. @ a”
2 2 -1 (,L : %{

niem mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy sym-

bolem O(n). ‘
Vol

Twierdzenie 9.5.4. Zbioér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dz1a1a—/\ rt

[0

Wniosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

——m

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego w R™). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe

dla kolumn. (m,(“ tarciq o(hagona(nc/j

i iii) Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonor-
\-——-—-—m

¢ malne tej przestrzeni. Wowczas macierz przejscia Pz jest macierza ortogonalna.

I odwrotnie, dowolna macierz ortogonalna jest macierza przej$cia miedzy dwiema

bazami ortonormalnymi. W/ A -7 A -oc hoq ond n < 4 4
S Y2y,
Dowdd. 1) Wynika to z réwnosci 1 = detl, = det(AAT) (detA)**> O d/

\\(/\WA M(Aﬂ) A rk

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowsa, skonczeme wymiarowa. Rozpatrujemy o it
norme zadang przez iloczyn skalarny. \ﬂdt
f&a | —

em oMo frzom (% N
Definicja 9.5.6. Op@p et End(V))nazywamy 0(&0@”"‘1 "

i) ortogonalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest

macierzg ortogonalna, ,
dottosonaia, - Largyey
ii) izometrig|li esh zachowuje on odleglosé, tzn. spelniony jest warunek
" Vu,0 €V lp(u) — o()|| = [[u — ]|
{Toem v
o o O
odnt Y
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P N A

Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza
ortogonalng, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalne;j
przestrzeni V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejscia mie-
dzy dwiema bazami ortonormalnymi jest macierza ortogonalna oraz z faktu, ze macierze
ortogonalne tworza grupe. Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowa-

AR O(hog 72

nie liniowe, ktore przeprowadza pewna (kazda) baze ortonormalna przestrzeni V' na baze

ortonormalna.

O(J"m Ve=m

Uwaga 9. 5 7. Niech ¢ € End(V) bedzie izometria liniowa. Wowczas O _ //

it . o atem 0
i) ¢ jest mon morﬁzmem a zatem jest izomorfizmem.

\X\\ ii) Spec(y )CDEL 1,1} ({M/O OLMJMY:

(7€ lerg

Mm-0Q -M LO(M\/

\\ \\ Twierdzenie 9.5.8. Niech ¢ € End(V). Nastepujace warunki sa rownowazne.

\\(\3\\ 1 jest izometrig liniowa.

\\ ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yv € V' ||¢(v)|]| = ||v]].

@ jest operatorem ortogonalnym

N

1) ¢
ii)

P \\) \ iii) ¢ zachowuje iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V' (u,v) = (p(u), p(v)).
)

0¥ || =0
/Hn v 6\(4\[((

(\Iovv\f\sl\\m, WS K (Ny\u>

Whiosek 9.5.9. [zometrie liniowe zachowujq kqgty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u
i v wynosi «, to kat pomiedzy wektorami p(u) i ¢(v) réowniez wynosi a.

Przyktad 9.5.10. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Wr—
fizm ¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometria liniowa?

——— e —

Un A = m \f (’/Olf OC +-0g) 0 Nnalan ov

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny.
Wyznaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

Otrzymujemy A = [ _(1] 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna. 7\
v, | =10 -1 1| 1 -1
ATA= [ 11 01] 1 2]7! o

Zatem ¢ nie jest izometrig liniowa.

Uwaga 9.5.11. Jesli rozpatrujemy niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie
musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanonicznej.
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zometrie liniowe)przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym

Jesli v = (v, vy, v,) jest wektorem w R, to symbolem v’ oznaczamy odpowiadajacy

—_— 7

Uy
mu wektor kolumnowy | v, |. >< W
v, ‘
n=1
p:R— R’Jest linowe, zatem ¢(r) = ax, a € R
£ jest izometria, zatem |z| = |ax| W oraz é = +1. )
Otrzymujemy dwie izometrie liniowe 1 = idg, czyli ¢1(x) = = oraz p, takie, ze po(z) =
—XT. - . —_—
— Qf \

To wrozmnice

Orientacja plaszczyzny

U\Iw Q:,Vm:vmj Zn|’'¢
V¥ RT— R”

Jesli obrot osi Ox dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia
Oy odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to méwimy, ze uktad
jest prawoskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
to lewoskretny. O plaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze
zostata zorientowana.

AY k=
X y
uktad prawoskretny uktad lewoskretny

Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia ¢ : R? — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie

standardowej A = [ @ c } € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA =

b d
+1. L, achd
oo O} |a b ac_a+babﬁ=-m’j
Zrownosml—{o1]—AA—[Cd]{bd}—[E’C[ 242
a?+b=1 )»71 @01”@0(’
otrzymujemy uklad réwnan { > +d>=1 .

R, Wo (@adb)elCd )~ O
Punkty (am leza na okregu Jeénoggﬁkowym zatem istnieje taki kat Q

ze a = cos a oraz b = sin . Wowczas na mocy warunku ortogonalnosci ab—+ed~—= 0 mamy,
/——N

A d -0

(4 b) | (od)

obeot




ze ¢ = cos (5 +a) = —sina, d = sin (3 +a) = cosa lub tez ¢ = cos (37 4+ a) = sina,

d=sin(3r Ta)=—cosa. Podsumowumc o
@ A cc.)s a —sina | | oa —-b b A — C?S «Q sina || a b ‘ | A
‘ sin o Ccos « b «a sinae —cosa b —a |

s A= /) et = 1 | (g
1) W pierwszym przypadku detA = a? +b*> = 1. Niech v = (z,y) = (rcosf,rsin3).
|

Obliczamy ¢ (v). ~ A \_Q ((\j —_— A (\{ 2
x cOS a@n a rcos 8 cos o cos f — sin asin 3 cos(a +
A =1 . . =r| . =r| .
Y sina/ “cosa rsin sin v cos 3 + cos asin 3 A | sin(a+
Mamy do czynienia z rotacjg (obrotem) o kgt o wokot punktu

(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli
kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R,

lub R(«). _/
T
Macierza obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek

—_—_——e———————

zegara (obrotu o kat —«) bedzie

9 _ cosa sin a
]B\ P\ Y /O A~ no Cosa '
-7 ( Zﬁ ) 01 el Z V7
M Zauwazmy jeszcze, ze det(A—tI) = (a—t)*+b* i M’L

Macierz A nie jest dlagonahzowalna. Ponadto rotacja nie zmienia ortentacyi uktadu wspol-
rzednych.

Uwaga 9.5.12. /\@mszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzed-
nych i obracaliémy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdybys$my zmienili
uktad na lewoskretny, ruch odbywalby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejsci
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Woéwcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrot osi o ten sam kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.

potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspotrzedne.
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Wspotrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspotrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat aw nazywamy obrét bez zmiany poczatku uktadu
oraz bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

’?O 0(06(9 OL“C
NY
7 = o)

+ C .'.‘:.‘.\.. ............ V1=(X1,Y1)
i A nj

Y

Vi=(X1,Y1)

| £5

YA
Qv1) | Qsa X >
1
gsina
Yy N\ . :
y1 (xicogtr,xisinq) : :
j —
(-y1sina,yicosa a \ - oV OOJO4
. X k.S Waadton © o = L2 =D a =%4 L
1 .
~ L = V1) = (21 cos a—1y; Sin «, 1 Sin a+1y; CoS &
(Xq(o).é % 4\_\,“<>4/ (, j)”’\& p(v1) = (21 hn » L1 N )

Przyktad 9.5.13. - - A

Y 1 0 T x . o . .
01 } [ y ] = [ y ] identycznosé, tj. rotacja o kat miary 0

fyq(/ox) L o = b= x,3nL

(0 —1][z] [ -y : N

B 0] _y} = [ x} rotacja o kat miary %

[ -1 0] [= —x . .

_ _1 _ [ y ] = [ —y ] rotacja o kat miary 7 Sia <
[ L{lz] [ v . .3 G &
10 ] |y ] = [ o rotacja o kat miary S

\{/IAJAjzl,,jx\ ,
1 _ﬁ] Wt

5,
Przyktad 9.5.14. Dana jest macierz%({ﬁl

&
Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemys—#e macierz ta reprezentuje rotacje.
Znajdziemy kat obrotu. - 0
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Poniewaz |cos v = —%, zatem « ma miare %ﬂ' lub %71 Ponadto s y
—\/75. ZateInjest to obrot w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kat %@ lub = 7<

(réwnowaznie) obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o kat 7. 7 /bﬁ)

Przyklad 9.5.15. Wyznaczymy réwnanie prostej I powstalej przez obrot prostej [ o
réwnaniu y = mwz, m € R o kat 7.

Obliczamy‘a:;: rcos§ —ysing = %i(x —¥),y =xsin 7 +ycos§ = ‘/75(:54—34). Dodajac
tronami, obliczamy x = = g(—x’ +v'). Wstawiajac
trzymujemy —z/ + i = 'y )* Zatenr (1= m)y’ = (1 +m)a’.

jreBroconej jest| (m + 1)z + (m — 1)y = 0.
7
— o 1 /5“; X
)
2) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy L 6\/»«’7%\ oy, L(v
YR —~—
ne @< a—t b 2 _ 42 2 32 42
det(A—tl) = =—(a—t)la+t)=b"=t"—a*—b"=1t"—1.
— b b —a-—t
~"J Zatem Spec(A) = {=1.1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektoréw wiasnych

1 0

0o 1| Niech v = (z,y). Obliczamy wspotrzedne

macierz operatora  jest postaci D = [

©(v) w bazie wektoréw wlasnych. Pochon snsim

A
— =
e 1 ) R
D = = . D L
y 0 —1] |y —y pu\'/
o,
‘Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y =0 A=
@il)_&)gdzie P to macierz przejscia do bazy wektorow wlasnych. Zmiana bazy ozna-

cza zmiane ukladu wspotrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspoétrzednych (bo
przeksztalcenie jest liniowe). Zatem A [ 9yc ] jest symetrig ortogonalna wzgledem pewnej
prostej przechodzacej przez punkt (0,0). Jaka to prosta?

Podejscie algebraiczne
Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu|y = tgf - x.]Aby znalezé odbicie wektora v

wzgledem [ postuzymy sie inng baza ortonormalna. Pierwszy wektor bazowy b, bedzi
wersorem lezacym na prostej [, a drugi b;i)@dzie wersorem do niego prostopadlyrin%Zatenb Y

by = (cos 3,sin 3), by = (—sin 3, cos B). Istnieja skalary c;,c € R takie, ze v = c1by + coby.

Obliczamy / i AN

R
\NﬁM\mm{/

o — . cos 5 iy —sinf | | cicosfB—cysinf3 cosff —sinf c1
— | sing 2 cosfB | | eysinf+cocosf sinf3  cosf3
b A b

Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by — cabs.

o) = ¢ [ cos 3 }_CQ [ —sinﬁ] _ [clcosBJchsinﬁ}

cos 3
sin

sin cos 3 c1sin 8 — cycos 3

|

sin 3 1
—cos 8 Cy
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Stad K”ﬁ
4

-
o(0)T = [ cos 3 sin 3 ] [cosﬁ —sin 8 T _ /[fﬁwar,m@

sinf —cospf sinf  cosf

_ {cosﬁ sinﬁ} [ cos smﬂ} _ [60826 sin 23

sinf3 —cosf

. COos o sin «v
Czyli a = 23 | macierz . re-
sinae —cos«

sin28 —cos2f } e

—sinf8 cosf

Podejscie geometryczne

AY AY
yopx
e op e
---- B\ B - B\l P >
X TD X
AY AY
3 . et
i P I L
B " (Y )
1) Obracamy punkt o kat —f /7/[(% @JW(/ \l
cosf —sinf cos8 sinf K —_
[ i ] { —sinf3 cosf3 ] 42 C )

sin (3 ”5 cos 3
2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0.
Os Of

3) Obracamy punkt o kat (. /j [ cos ﬁ —sin ﬁ

sin (3 COSB
[cosﬁ —sinﬁ} {1 O] [ cos 3 smﬁ} -
0 =

4) Otrzymujemy sinf cosf —1 —sinf cosf
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| cosp sin 3 cosf sinf8 | | cos2f sin 203
~ | sinf8 —cospf —sinfB cosf | | sin28 —cos2f

Whiosek 9.5.16. Izometria liniowa ptaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokol punktu
(0,0) o pewien kat lub symetria ortogonalna (odbiciem) wzgledem pewnej prostej prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyklad 9.5.17. Macierzg symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —x jest macierz
0 -1 Otrzymujem 0 -1 o I

-1 0 yimwemy |- g y | | —x
Ay

b

|
(
{
|

Cot

Przyklad 9.5.18. Wyznaczymy macierz izometrii liniowej ptaszczyzny bqﬁadcej symetrig
ortogonalng wzgledem prostej y = 2.

METODA I: Jesli tg = 2 to WOWCZ&S\SiHﬁ = \%, cos 3 = \/ig Obliczamy A E)CJ B (//Z\J

sin283 = 2sin Bcos B = 2 oraz cos 23 = cos? 3 — sin’® f = —z. Otrzymujemy
— ——————, A,
[cosQﬂ Sin2ﬁ} _ {— ] \/

sin2f8 —cos2f
METODA II: Niech F' oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem
prostej y = 0. Wowczas F' = R(f)FoR(—f). Poniewaz sin § = \%, cos 3 = \/Lg, zatem

[S PG (VY]
[S[SC SN

05 O
12 12 12 L 2 _3 4 ‘
P-|% Y EEdEEasd I i SN
V5 V5 V5 Vb V5 V5 V5 V5 5 5
D @J\? onp ‘j /(,Q)f‘) oS\,.? 7
/‘SM"‘? &)/? ()

Uwaga 9. 5 19. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich ma-
cierzy w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest
nieruchomy, a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.

-3 _
Przyktad 9.5.20. Dana jest macierz A = [ i
5

G QOO |

] c MQ(R). SKFW/ A /A//,

u"
Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odblbc\fg to
Zmajdziemy o$ symetrii. R Croomelya

6 194 rw\dﬁw




Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego polozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (x,y)

3 _ 4
.. , . - -z x x
spelhiajgce réwnanie 5 32 } [ ] = [ } :
5 5 Y )
. ) , 3r+4y = —bx
Otrzymujemy uklad réwnai ¢ lr43y = by
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii.

Uwaga 9.5.21. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjq, tzn. spelnia warunek ¢ o ¢ = id.
Roéwnowaznie, jesli A jest macierzg odbicia ¢, to wowczas A2 = I lub inaczej A1 = A.

9.6 Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznych

P —amoze L’j&( WL’””“' /lh
Twierdzenie 9.6.1. i) Wektory wlasne odpowiadajace roznym warto$ciom wlasnym
rzeczywistej macierzy symetrycznej sa wzajemnie ortogonalne. O 7’797 ontin4

ii) Kazdej wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej k rzeczywistej macierzy syme-

trycznej odpowiada k liniowo mezalezny([? wektorow wlasnych. — y E57

l(f, 0\19 = Wr. geam b/ﬁmﬂifé@m _

Whiosek 9.6.2 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla

kazdej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz
macierz ortogonalna P € O(n) takie, ze

P'AP=PTAP=D.
Mowimy wowczas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy ortogonalnych:
1) Znajdujemy wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wtasne.

2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym o krot-
nosci algebraicznej rownej 1.

3) Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej
niz 1 dobieramy w taki sposob, by byly orto/g‘onalne i nastepnie normalizujemy.
—
Niermy ¢ Sq lin ﬂfJZ@(
Doda,ecry  Rachune 4
0 /‘(/fv{on o & 15
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Przyklad 9.6.3. Macierz A = 222 | € M3(R) jest symetryczna, a zatem or-
-1
togonalnie diagonalizowalna. Obliczamy y4(f) = det(A — tI) = —t(t — 6)°.
Spec(A) = {\ =0, \y =6}, przy czym k; = 1,ky = 2.
—_— -
x 5 2 —1 x 0 3 0 =3 x 0
A-MD|yl=] 22 2|]|yl=]0lel| 22 2||yl=]0
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0
xr =
Stad :z:+y+2—0 Zatem Ey = {(z, —2z,z),r € R}.
Wybieramy wektor wlasny u = (1, -2, 1) i normalizujemy go @ = \/ié(l, —2,1). h
®
x -1 2 -1 z 0
(A=XD) |y | = 2 -4 2 y|=1]10]|=2x-2y+2=0.
z —1 2 —1 z 0

Zatem Fg = {(2y — 2,v, 2),y,z € R}.

Wybieramy wektory wlasne v=(2,1,0w=(-1,0,1). W R3 rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny. Oczywiscie (u,v) = 0 oraz (u,w) = 0.

Zauwazmy, ze (v,w) = —2 é 0, zatem v i w nie sg do siebie ortogonalne. Zortogonalizu-
jemy uktad {v, w} metoda Grama-Schmidta.

Niech ¢; := v. Poszukujemy c; = w +lajk1] o € R. Dobierzmy «a tak, byl {c,,c;) = 0.
Obliczamy (cy, ¢1) = (w + e, 1) = (w, 1) + aler, ) = (=24 0+0) + (4 + 1+ 0).
Skad bor —2 =0, czyli @ = 2 oraz ¢; = 90 + 2v = (—3,2, 1) ‘

e

Mamy (ci,c2) = 0. Normujemy wektory @) = £

Bora (C \‘(,, f% e 1

(O 06k noromeiag 196 ‘5\/2?0
Rozwazamy baze (u, ¢1, é;). Macierz dlagonallzujqca ma postac P=| 7% \ | @
1 | V5
NG Ve
/ 0 01]n”
Mozna sprawdzi¢, ze PPT = I, zatem P € O(3) oraz P~ AP :AP =106 0 V\
— 0 6 L\’C (Sofy
2, : N Lo e
%/O“@ﬁ’U/\K‘AA O(mﬁ‘of“{‘n(i

Uwaga 9.6.4. Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ widziana
jako rotacja osi uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byty one rownolegte do wektorow
wtasnych. Zobacz tutaj.
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=¥ ; baza C=(u,v)
"En baza B%=(e1,e2)
P-l
e1
D
 ——
.:ez >
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v Al Y=AX
P=p
B%-C
Y'=DX’
X'=PX
A X=P1x’
A€
—>
+ A€ D
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