Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

7 zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegdtowy (maly) istnieje
= istnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as, ..., 0mn, @ni1,-..,a, to dowolny ciag liczb.
PR PR

Sume as + ...+ apyoznaczamy symbolem Y =, a;. Symbol i to wskaznik sumowania lub
indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, za$ n to gérna granica sumowania.
Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci

agtas+...+a,=(ag+as+ ...+ ay)+ (Gpmi1 + amao + ... + a,) oraz
clay +as+ ...+ a,) =ca; +cag + ... + cay, czyli

n m n n n
E a; = g a; + E a;, c g a; = E ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m-+1
Przyktad 1.1.1. 330 i =1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9
Yismz = tsTo T .

S () =14 i ()=

=
—

[SIES

HNoczyn ay - as - ... - an_ - a, oznaczamy symbolem []*_, a;. Symbol i to wskaznik iloczynu, m
to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gorny wskaznik iloczynu.



Przyktad 1.1.2. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[M,i=1-2-3-...-(=1)-n=n!

z-r-..ox=[["z
e

n razy

Definicja 1.1.3. Illoczynem kartezjariskim zbiorow A i B nazywamy zbior

Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B} A/R,

P e~

Analogicznie definiujemy

1
A1><A2><...XAn::{(al,az,...an): CL1€A1 /\a2€A2 /\/\anGAn} A ,_/AXA
OznaczamyAzzAonrazA":fl><A><...XA.

= xR

Przyktad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2 ‘D{\("\,\j) T OXE (ﬂ A [3 € I?)
i) A={3,4,5}, B = {5, 7}

AxB={(35},3,7),(4,5),(4,7),(55),(57)} 1
B x A={(5,3),(5, )( >(>7 4),(7,5)} 7 XxB#BxA IQ nA
B2 ={(5.5),(5,7), (7,5), ( 7 : Qﬁﬂmo

ii) przedzialy A=(0,1) CR, B=(1,2) CR

AxB={(z,y):0<2z<1Al<y<?2} (h2) * Wk
BxA={(r,y):1<z<2AN0<y<l1} (O\A)

A<D

i) A=B=R
AxB=BxA=A?=
Oznaczamy R? =R x R = {(x y) : x,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

A Lo el

1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci @ ¥l

n?

Ake€
Niech A bedzie zbiorem niepustym. (¢ i) \/—3 R {a ¥) u\ (4‘ &) € A’

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartosé funkcji h(a,b) € A nazywamy “Wynikiem dzialania dla pary argumentow
a,b e A.

Przyktad 1.2.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N. ( |N \‘\’ )
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N. Q -5 # /

<R

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R )

h
=

Wtlasnosci dziatan wewnetrznych k Ny e w\orﬂ\\t N C
2 >

Definicja 1.2.3. Niech *: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
—— —



(R )

i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa. /\ '\’@ *3)

ii) Dzialanie *x nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax (bx*c). - (/\_k —L) + 3

iii) Elemenmy elementem neutralnym g&ialania *, jesli =
Vae AAlaxe A exaFa. ’x €7 — N4+ 2+
e efr Y f [ 257 2+ 3

Przyktad 1.2>1~.—/i)\]ledawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R.
0 jest elementem neutralnym. \1& % € IR <+ =0 ¥+ X = X

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym W: R\ {0}. 1 jest
elementem neutralnym. . /\ - /‘ —
KA=Aw k=%

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypu$émy, ze istnieja e, es € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
ey = ey x ey =ep. U Yo' or \)04Qﬁ°“j hovonr X
3()( ~ v9di'na .,J>z»koklu A
'\ -
N ?wdnh(O/ou
i) Zbioér pusty & jest elementem neutralnym w (P (X), U). AJol O }(,
N cq5¢ wipslna 2 ccgc(€
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X), ﬂ). VA c3 (X') AnX= ﬁ ‘)((\ A

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.

neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o' € A taki, 7
elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x. \7[ €

Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5 ===

tzw. element przeciwny). _ -S\+§ = O
( p y) 5v(5)= (-3) A <A
ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest + (tzw. element odwrotny). 5 3 5
iii) W (R, o), gdzie z oy = z + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem syme-
trycznym do x jest —2 — x. ( A): £ y(~/\)+/\ z Y
\ _ -
¥ N\ = z -
Yo ¥l =@ &y ¥ TG g (- F T

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dziatanie wewnetrzhe jest laczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbior A z dziataniem tacznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dziatania o. Niech d’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowczas

! " / "
aod =e = ad’o(aocd)=d"oe

(a//oa>oa/:a//

GOCL,:CI,”

/ "
a =a



1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

1.3.1 Pojecie grupy

Struktura algebraiczna - zbiér wraz z dzialaniami wewnetrznymi w tymze zbiorze

Niech G bedzie zbiorem niepustym, za$ x : G X G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdtgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.
ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest taczne i posiada element neutralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest laczne, posiada element neutralny oraz
kazdy element GG posiada element symetryczny wzgledem x w G.

Jesli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to moéwimy o potgrupie przemiennej, monoidzie
przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyklad 1.3.2. Oznaczmy R* = R\ {0}. Czy podane struktury to potgrupy/grupy (prze-
mienne)?

(Na +) (Z> ) (Q7 +) (Q, ) (R*v +> (R*v )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0¢R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1eQ 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
b=1¢7Z d=-acQ a’:% a’:%
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa
bez el. neutr.




Przyktad 1.3.3. (Z,+) jest grupa przemienna. Rozwiazujac w Z réownanie x + 5 = 8, korzy-
stamy z wlasnosci dzialania w grupie.

rT+5=28
M 5 =8 — 15 istnieje element przeciwny do 5, nalezacy do Z
T+ (h—5)=3  dodawanie jest tgczne w Z
r+0=3 istnieje element neutralny
r=3

Przyktad 1.3.4. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU{0}, za$ dzialanie o to mnozenie
liczb. Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)? —

Jedli a, b, c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2.
wewnetrzne qob=2".2" =2"""c A
przemienne @ob=2".2M = 2ntM — gmIN — 9M 9N — }hoq
taczne  (aob) o c = 2ntm . ok = gntmtk — gn . om+k — 40 (hoc)
el. neutralny e=2%se€Ny aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X 2’ =
brak el. odwrotnego aob=1 & 2" =20 & m :@ = m=-n¢N
Whiosek: monoid przemienny (tj. potgrupa przemienna z jedynka)

1.3.2 Grupa permutacji

W trakcie wykladu poznamy wiele przyktadéw grup, w tym grupy macierzy takie jak ogdlna
grupa liniowa, grupa ortogonalna i grupa unitarna. Zajmiemy sie teraz grupami permutacji
zbioréw skoriczonych. !

Definicja 1.3.5. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Wzajemnie jednoznaczne (tj. bijektywne)
odwzorowanie ¢ : X — X nazywamy premutacjg zbioru X.

Zbior wszystkich premutacji zbioru X bedziemy oznaczaé¢ symbolem S(X).

Twierdzenie 1.3.6. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Zbior S(X) wraz z dziataniem skta-
dania odwzorowan ma strukture grupy.

Dowdd. Ztozenie bijekcji jest bijekcja, zatem dzialanie jest wewnetrze w zbiorze S(X). Sktada-
nie odwzorowan jest dziataniem tacznym. Elementem neutralnym jest funkcja identycznosciowa
idy, ktora jest bijekcja. Funkcja odwrotna do danej bijekcji rowniez jest bijekcja. [J

Grupe (S(X), o) nazywamy grupg permutacji zbioru X lub grupg symetryczng zbioru X.

10O innym ciekawym przykladzie grupy mozna przeczytaé¢ w dodatku na koricu wyktadu.



Zajmiemy sie teraz grupami permutacji zbioréow skonczonych.

Niech X bedzie zbiorem n-elementowym, gdzie n € N. Natura elementéow nie bedzie miata dla
nas znaczenia. Bez straty dla ogolnosci rozumowan mozemy przyjaé, ze X = {1,2,...,n}.

Grupe permutacji zbioru n-elemetowego bedziemy oznacza¢ symbolem S,,.
Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego (to jest moc zbioru S,) jest réwna n!.

Jesli o, 7 € S,7to zamiast ¢ o 7 bedziemy pisaé¢ krotko o7.

Podobnie zamiast o o o bedziemy pisaé¢ o2.

Czesto tez zamiast o ztozeniu permutacji moéwi sie o iloczynie permutacji.

Permutacje o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, j — o(j) zapisujemy w postaci dwuwierszowej,
podajac wszystkie wartosci przeksztalcenia. 2

o — 1 2 . n
S\ o) o2 ... on)
W szezegolnosei id : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, id(j) = j zapisujemy w postaci
. 1 2 ... n
4= ( 12 ... n >
Przyklad 1.3.7. Permutacje 7,0 € Sg dane sa za pomoca przyporzqdkowa
7__1234 6 7 8 0_1234 78
\3 5 8 4|7 )1 6 2 ) S \l416 3 718 52
Podamy posta¢ permutacji =*, o7 oraz 7o.
Wyznaczamy o~ '. Z definicji 07! (j) = k & o(k) = j.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 374 5 6 7
A e A AT
4 6 3 78 1 5 2 6 8 3\1,7 2 4

L
7N

—
oo N
w w
—
- >
O
NN
ot oo

Wyznaczamy 7o(j) = T(U(j)), dlaj=1,2,...,n.

1 2 3 4 5 6 8

o A A A !

46 3 7 8 1 9

N R A A A A A

418 6 2 3\7/5
/123456 78 1 23456 78Y (1234756
T"=\3 5 8 4716 2 46 37815 2)" 4186 2 3

2Ciag o(1),0(2),...,0(n), to liczby 1,2,...,n ustawione w innym porzadku.

6



W podobny sposéb wyznaczamy o7(j) = J(T(j)>, dlaj=1,2,...,n

1 2 3 4 5 6 7 8
G A A 1 23 456 7 8
358 4 7 16 2 0=\ 35 9 75 41 6
A
3 8 2 75 416
Zauwazmy, ze 70 # oT. >
Twierdzenie 1.3.8. i) Grupy S; oraz S, sa grupami przemiennymi.

ii) Dla n > 3 grupy S, sa nieprzemienne.

) : . . 1 . :
Dowdd. i) Jest oczywiste, ze grupa jednoelementowa S; = {a = ( 1 )} jest przemienna. Dla

efe- (1) (1))

Mozemy sprawdzié, ze 02 = 72 = g oraz o7 = 70 = 7. [J

n = 2 mamy

Definicja 1.3.9. Permutacje o € S, nazywamy permutacjq cykliczng rzedu k lub cyklem k-
wyrazowym lub cyklem dlugosci k, jesli istnieje w zbiorze {1,2,...,n} podzbior k-elementowy

{a1,aq, ..., ax} taki, ze
_al a
&\ 4

| R

Vie{l,2,....n}\{as,aq,...,ar} o(j) =7 S

Cykl k-wyrazowy oznaczamy symbolem (al, as, ..., ak), pomijajac w zapisie wyrazy, ktore prze-
chodza same na siebie.

o(a1) = as, o(az) =as, ... olax—1) = ag, o

Zgodnie 7z przyjeta definicja

(al, as, .- -, ak) = (ag,ag, ce, Qg al) = (ag,a4, ce, g, G, ag itd
Przyktad 1.3.10. i) Rozwazmy permutacje o € Sg postaci 0 = @O@ @ i )
1
/ N\
4 3
Zauwazmy, ze | | . Zatem o = (1, 3,5, 2, 6, 4)
6 5
N /
2

3Skladanie odwzorowan nie jest dzialaniem przemiennym,

7



(g \b) € 5
ii) Rozwazmy permutacje o € S; postaci o = <

Permutacja ta jest cyklem 3-wyrazowym i mozemy zapisaé o = (2, 4, 6). G/

Zauwazmy, ze piszac o = (2, 4, 6), musimy podaé do jakiego zbioru S,, nalezy o. é
1 2 3 4 5 6
1 4 3 6 5 2

e (1 2 3 45 6 7
Jesllzas<7657,toa—<1 4136 5 9 7).

Dla przyktadu, jesli o € Sg, to 0 = <

Definicja 1.3.11. Niech &, € N. Dwa cykle (al, a9y ...y ak), (bl, bo, ... ,bl) nazywamy roztgcz-
nymi, jesli zbiory {al, as, ... ,ak}, {bl, ba, . .. ,bl} s roztaczne, to jest

{al,ag,...,ak} N {bl,bg,...,bl} = .

Twierdzenie 1.3.12. i) Skladanie cykli roztacznych jest przemienne.
—— \
i) Jesli o = (a1,a2, ... ,ak) jest cyklem dhugosci k to wowczas 0( A2 .- W»
. N/
K’ g 1:(ak7ak—17"'7a27a1)’ < /\2 -
/*/\/\

£° ™ & :‘ ofF =id oraz o"#id dla 1<r <k,
Ponadto dla dowolnego m € Z

o™ = g™ mod k'

iii) Kazda permutacja jest cyklem lub moze by¢ przedstawiona jako zlozenie (iloczyn) roztacz-
nych cykli. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscia do porzadku czynnikow.

Przyklad 1.3.13. Niech 0 = (1,2,3,4,5,6) € Sg. Obliczymy kolejne potegi tego cyklu.

, (123 45 6\

, (12345 6 /\\
"_(456 1 2 3 5)(3:6) | >
, (123 45 6

a—(56 | 234) (1,5,3)(2,6,4) 2
s (12345 6 ‘
a_<6 L5 3 4 s )=(165432) ¢

123456 ¥
a 2 345 6 )" 5

Zauwazmy, ze zlozenie cykli nie musi by¢ cyklem. *

4Mozna uzasadnié, ze jesli o jest cyklem dlugosci k, to wowczas o' bedzie cyklem ditugoéci k wtedy i tylko
wtedy, gdy k il sa wzglednie pierwsze.



Uwaga 1.3.14. Niech o € S,,. Zbiér °

supp(o) = {a € {1,2,...,n}: o(a) # a}

nazywamy nosnikiem permutacji. Méwimy, ze permutacje o, 7 € S,, sa roztgczne lub niezalezne,
gdy °
supp(o) Nsupp(r) = .

Mozna uzasadnié¢, ze sktadanie permutacji roztacznych jest przemienne, czyli jesli o, 7 € S, sa
roztaczne, to wowczas o1 = TO.

Cykle roztaczne sg permutacjami roztacznymi. Mozna stad wywnioskowaé, ze jesli o0 = 0109 ... 0,
jest rozktadem permutacji ¢ na parami roztaczne cykle, to wowczas dla dowolnej liczby natu-
ralnej n zachodzi

n__ n_n n
0 =0109...0,.

. ) . 1 2 3 45 6 7 8 9 10
Przyktlad 1.3.15. RozwazmypermutaqqaéSloposta(:la—(6 5 435 9 8 10 1 7 >

Dokonamy jej rozktadu na cykle.

1 2 456 7 8 9 10
:(1’6’9)(3’4)(1 2 3456 8 109 7 ):
123456 789 10
:(1,6,9)(3,4)(7,8,10)(1 5 3 45 6 7 & 9 1O):(1,6,9)(3,4)(7,8,10)

15

v
Mozemy wykorzysta¢ otrzymany rozktad na parami roztaczne cykle, aby wyznaczy¢ o™ oraz
@ Lo 0 NSOk )

Madzenie cykli roztacznych jest przemienne, zatem 6 o 2
o v

o' = (1,6,9)""(3,4)°(7,8,10)"" = (3,4)” = (3,4), —
It

bowiem (1,6,9)° =id, (3,4)” = id, (7,8,10)" = id.
Zatem
o1 = (3,4)7 = (4,3).

Definicja 1.3.16. i) Cykl dwuwyrazowy nazywamy transpozycjq.

ii) Transpozycje postaci (k, k+ 1) nazywamy transpozycjq liczb sgsiednich.

Sangielskie support - nosnik
5Dwie permutacje o, 7 nazywamy roztacznymi, jesli zbiér elementéw przesunietych przez o jest roztaczny od
zbioru elementéw przesunietych przez 7.



Twierdzenie 1.3.17. i) Kazda permutacje ¢ € S,, dla n > 1 mozna przedstawi¢ jako
zlozenie pewnej liczby transpozycji.

ii) Kazda transpozycja jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji liczb sasiednich.

Dowdd. i) Kazda permutacja rozklada si¢ na iloczyn roztacznych cykli. Kazdy cykl (a1, as, . . . , ay)
rozktada sie na iloczyn transpozycji w sposob nastepujacy

Lﬁ%@v ak)@ @k—l)-@%)(ahaz)- J %JQ(Q V\C

ii) Niech ¢ < j. Dla transpozycji (i, j) otrzymujemy nastepujacy rozklad

(i) =i+ 1)+ 1i+2)...0 -2, -G -1,)0—-2,7—1)...(i+1,i4+2)(3,i + 1).
W rozktadzie tym wystepuje 2(j — 1) — 1 czynnikow. O
S7o P

Uwaga 1.3.18. Rozklad permutacji na iloczyn transpozycji nie jest jednoznaczny.

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

Przyktlad 1.3.19. Rozwazmy permutacje o € S5 postaci 0 = (

Dokonamy rozktadu ¢ na iloczyn transpozycji. Otrzymujemy

o=(1,2,3,4,5) = (1,5)(1,4)(1,3)(1,2)

Dla dowolnych j, k € {1,2,3,4,5} mamy | (j, k)(j, k) = id, |stad

o= (1,2,3,4, 5) =(1,5)(2,3)(2,3)(1,4)(1,3)(1,2) = (1,5)(1,4)(1,3)(3,5)(2,4)(2,4)(3,5)(1, 2).

Definicja 1.3.20. i) Niech o € S,,. Mowimy, ze liczby j, k € {1,2,...,n} tworza inwersje
8 w permutacji o, jesli j < k oraz o(j) > o (k).

ii) Permutacje o nazywamy parzystq, jesli o € Sy lub przy n > 1 liczba inwersji w permutacji
o jest parzysta.

iii) Permutacje o nazywamy nieparzysta, jesli liczba inwersji w permutacji o jest nieparzysta.

iv) Liczbe (—1)!, gdzie [ to liczba inwersji permutacji o, nazywamy znakiem permutacji i
oznaczamy symbolem sgn (o).

Liczba inwersji dla permutacji identycznosciowej to 0.
Zatem | sgn(o) € {—1,1} | Permutacja o jest parzysta wtedy i tylko wtedy gdy sgn(c) = 1.

Podobnie, permutacja o jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy gdy sgn(o) = —1.

"Wzér ten mozna uzasadnié¢ indukeyjnie.
8Niektorzy autorzy uzywaja okreslenia nieporzqdek.
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