= [0 = 31 = =3, p(bs) = [3,—3
@(bs3) = ¢(0,0,1) = (0,1) = [as, Bslc, (0,1) = ager + faca = (as, 203 + Fs)
= a3 =0,05 =1, p(bs) =[0,1]¢

o= 5 )]

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wyboru

——— e

baz.

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R" — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,«,(R) taka, ze -

V(xy,...,zn) €R" @(xy,...,2,) =

i

%\OLO\/i“\) UA ~nony

Wowczas A = M, (B, BY).

UAne
_ mp\c\‘( nOow<

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe_ V' oraz W nad R takie, ze dim V' = n oraz

dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V, za$, . C bazg przestrzem wW.
a— u

odwzorowanie liniowe

¢
— >
N \Y W

V —— w=0(v
Uk NaZatde wa(npé(o)/

A:Mw( 278?)

> ]Rm
[V1,V2,...,Vn]le F————> [W1,W2,...,Wm]c S0P

Przyklad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Ci[z] — M(C), f(az +

B) =|aA+ By, gdzie A = 3 A } , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni
s _

(Cl[Z],+,C,') oraz (MQ((C)7+>(C7) &u*uﬂ‘hﬂ( ~AQ
Le2) %3]

Wezmy dowolny p € C;[z]. Jest on postaci p(z) = az + S. 1’ /i

Rozwazamy baze B = (1,2) przestrzeni C;[z] oraz baze C = (En,Elz,Egl,EQQ) przestrzeni

—_— —
‘Q mt‘)
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é(,czwf): oCA4l”f>j- L/ - anc% -, é%)
we,  A=0= e 23 olim ¢ €yLe) =2
0

. l =

) ” o/um M.z (€)=4
A0 D A= 240 13,4~ i

L= NZE+O L1 p=O 241 lez'
dime C1[2] = 2, dime M(C) = 4, = M;(B,C) € Myxo(C), M(B,C)

Twierdzenie 7.4.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech
By = (bl, cee bn) oraz Bw = (c; ...,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i W. Niech

p € L(V,W) oraz lA = M,(By, BW), Oznaczmy

I hn
X = :L‘.Q ) Y = y.2 ) \/ & ~
Iy Ym
i Y (o %) = (O, 1)
gdzie v = [z1,..., ZplBy, W = [Y1, -, Yl By - Wowczas

@ (\_wf T e BB Uyn

\ Uwaga 7.4.7. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami li-
niowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w pelni
opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badac¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 7.4.8. Rzad macie A rzeksztalcenla liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
BV, By, . Ponadto rank(p) =/rankA.

, I uz) hom Jo P
C\;\\f\" Wnlosek 7.4.9. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.6. Wowczas
S| Choe oo dem

1

i) ¢ jest eplmorﬁzmem s r(A)=m, =dm d,/m VvV =
fnie =) dlm"\VuL/ O
ii) ¢ jest monom%fhzmem < r(A) =n.
“W. O e duc O"’Y"\/ ol'm'\%:rsp Jdi’rm]nmgﬂ O‘)/m N = mu
Przyklad 7.4.2 - ciag dalsz;h- (&) n’(<p) = rY(P*)

Oblicz ¢(1.2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B};’, B3) oraz za pomoca M,(B,C).
Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

?oaalr o fomc, cdac thhorm

S P D A T R
/@ 3 0 0 ; B [3 ’\/(\9dxf0u\cd7'ip>tw\1 W bae C -
0 2 1 5 | L7 XoNNEVL] P C >
Sprawdzenie p(1,2,3) = (3-1,2-2+42) =[(3,7)




\{ “\ﬂS) C:/ (AIZLO/:/-QA
<1,2,3)=1(1,2,0)+3(0,0,1):1.b1+3-b 5,,:(/hl) U//I‘U =b.
1 1 _

A g][g g?“g]ﬁ]//(ﬁo,n) (0:0,1) ~bs

Dodatkowo zauwazmy, ze r(A) = T(A/) =2= d1m R2, Zaterm ¢ jest epimorfizmem.
Ponadto dim Kery = 3 — 2 =(1] wiec ¢ nie jest monomorfizmemn. ’—73 — e
tvozahe = dien \R®*= dipp Jem y Lf : |

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By beda usta-
lonymi bazami. Ponadto niech « € K, f,g € L(V,W) oraz A = M¢(By,Bw), B = M,(By, Bw).

—————y

Twierdzenie 7.4.10. Przy powyzszych zatozeniach

A + B = Mf+g(Bv, Bw) oraz %: M‘i]ilgv, Bw)

Twierdzenie 7.4.11. Jesli|dim V = dim W /to woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) f jest izomorfizmem -\ — \’\/
‘ N
ii) Kerf = {0y} k€ T J LJ
i) Tmf = xX) — \K
JImf =W A \p Ry Tx)
iV) T(A):dimv ,m N4 O“"'“ V:’OLV\K)f/\a)

\wada_ﬁ
i B AS

Wniosek 7.4.12. Niech f € L(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M;(By, Bw).
Wowcezas A~ = M1 (Bw, By).
— e

Twierdzenie 7.4.13. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skorniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V), g €

L(V,W) oraz A= M;(By,By), B= My(By,Bw). Wowczas D
y R 54
WLl . =B A=M ; 10
mwj [‘/\ 9 MJ{ of(BU,BW g of (50) 16‘; (»o/
Przyklad 7.4.14. Dane sa odwzorowania liniowe
fiR =R fa,y,2) = (@ —y+ 2,2y + 2), <

g: R?) - Rza g($,y,2’) = (x/w_/gzvx_’_y)v
'R - R?, h(z,y) = !2x+y,xyy).
(0,01
1 f /
3
O

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzoér odwzorowania
o =2h"toh to(f+g)ioblicz ©(1,2,3). (/an) HEY

fZR —>R2:>Mf—Mf(Bk,B>€MQX3 Mf’

gSR —>R2:>M M(Bz,BQ)Engg 1
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{ < LW oW (£

2 —1 -2
Myyg = Myig(B}, BR) € Mays(R), My, = Mf + M, = | ] ] Ba'/\—ff/
Czy h jest odwracalne? v h 1O
h:R? = R* = My := My(B, BY) € Ma(R), M= || l/\»

detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne

M1 = My1(B2, B2) € MQ(R), M = (M) 1 { } @
p: RS R = M, =M 2€M2x3(R7

—1 —2 —5 =5
M@:2M£1Mf+g:%[ ] { ] { ] { 7]

( So(xagﬁz)_il V\, r‘V\ m.@’-j E—
3x — by — bz 9 -
:| xyv <3.’L’——y——273$+ gy__ ) \’MK

_2{

— 9

. J 3x+ 16y — 7z \
1 =7 _

90(,@_ V/X_/]lvtzl%\

1 1 73
3 =5 =5 —22
M [ 2| =3 [l2|-2] %] =vaza-cgm

913 16 7 3 56 29

Uwaga 7.4.15. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoniczenie wymiarowa, zas B oraz B jej
dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia Ps_,p jest reprezentacja macierzowa odwzorowania
identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przestrzen V z baza B.

e Y e ———

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B'= (V},...,b,). Wowczas Lg ‘V - \/
ld(b/1> = bll = a11b1 + ...+ anlbl

- — ,skad P = My(B,B). O
id(0),) = b, = ainbi + ... + apnbn T ! <V13’) [V“B)

7.5 Zmiana baz ({

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy
By, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V. — WA Niech P = PBV—>B§/7 Q = PBW—>B§,V oraz

A= M o (By, Bw), A = My(By,, Byy,). Wowczas

jal,t A LM IToOVA YN ACTT

/,g ( A= QAP 2 ,
O oro s & WA

Dowdd. Poniewaz X = PX',| Y = QY', AX =Y, AX =Y zatem QY =Y = AX =
APX' = Y' = (Q'AP)X'. O

49 Z mreniarg $1Z

Q\ M AN M'SMA 190‘1/9 'f’L%Mcn/ \// N,

( ZaN R ¢ nreodobh e )
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(V,B'v)

Przyklad 7.4.2 raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz, wyzna-
czymy macierz ¢ : R — R?* To(z,y,2) = (3z,2y + 2))w bazach B = (by = (1,2,0),by =
(1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (1 = (1,2), ¢ = (0, = —

B— -\w\jm’\ co or

300 = )
A-mEE) =)y V] A== obliug A
= 4 11 -

PZPB%—»B: 21100 ,Q_PBQHC_[G ?:|7 _1:|:_; g):|
o1 {1
110
101[3 0 0 3 30
! -1 _ _
A=q AP{—2 1_[021] (2)1(1) [—2 —3 1]

Uwaga 7.5.2. Zmiana bazy prowadzi do lintowej zmiany zmiennych lub podstawienia linio-
wego. Rownosé X = PX' oznacza, ze kazda ze zmiennych x1,- .., T, Wyraza sie jako kombinacja
liniowa 2, ..., 2. Poniewaz detP # 0, mozemy wywnioskowaé, ze X’ = P~'X i wyrazi¢ kazda

) n-*
ze zmiennych ), ..., 2/ jako kombinacje liniowa z1, ..., z,.

W powyzszym przykladzie zmiana baz w przestrzeniach R? i R? oznacza zmiane uktadow
wspotrzednych (a zatem zmiane zmiennych). Powoduje to zmiane przepisu odwzorowania ¢, ale
w zaden spos6b nie wplywa na to jaki wektor p(v) € R? jest przypisywany danemu wektorowi
v e RS

X A
X=|y |, X'=|v |, PX =X,
z Z
P\ L\!DV;CWL-

oo bar¢

Wﬂ«ﬁ%[ac
Zu. F.5./

K “'0 S Ao C'/o

N (/L%n)z’ ﬁ



AX

CL}/ 1 10
Korzystamy z réwnoéci Obliczamy P~! = 2 —1 0 | oraz
-2 11

T —1
y | = 2
z —2

Ty

7«4\'%7/&(4

= (32" + 3y, —230.’— 3y’ + 2) Xy 3 )

‘ - N Oran C
3(2x—y)+(—2x+y+z)> = (3x, —6x + 2y + 2). iy

St@da=a’=Bjorazlb=2a’—|—b’=6x—6x—|—2y—|—z=2y?)

= <3(—17 +y) + 32z —y), —2£ —z 4
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Przyklad 7.5.3. Endomorfizmy przestrzeni R? A
v
Ay S
Q1(e2)=e2 . @2(e2)=2e>
00 pie=er  * 0O poen=zer X
. .11 0 . )
identycznosé [ 01 ] rozc1acgan1
Qa(e2)=2e>
X

@s(e2)=e1te2

(0,0)

0 -1
1 0

Txy) — TH0*)

(2] ()= L4

obrot (rotacja) o kat § [

} powinowactwo $cinajace (ang. shear)
—
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7o ,
’/—Eoz Ay A oJ

@7(e2)=-e1+e2
(0,0)

powinowactwo S$cinajace i rotacj

@1o0(e1)=e2

Po(€2)=-e1 @10(e2)=-2€1 (0.0)

/rn/f(/(”],(
z
W(LOSoé/,)_,(
LM GNA
Q/ll/l; AD POV

o IV
rotacja 1 rozclggarie 2 0

11(e2)=0 v Q12(e1)=e2

? . 3
i(pl (V)
—4‘—1> (0,0)( X>

0.0 11 (e1)=e1 X pra(e2)=0

(1) " 8 projekcja i rotacja [ (1) 8 ] - "‘[u
:P\ B} )u 1
TSRV ERCED -

Czym jest powinowactwo $cinajace, dowiesz si¢ tutaj.

rzutowanie (projekcja) [
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7.6 Uwaga na temat rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., x,
o wspolczynnikach z K.

a1 + a19T9 + ...+ apr, = by

= b . .
G171+ an@2 + .-+ Gondn 2w bie K ie{l,2,...,m},j€{1,2,...,n}
Am1T1 + GmaX2 + ..« + ATy = bm

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest réwnowazny z rownaniem macierzowym AX =

g Ax=5

a1 Q12 ... Qip Z1 by
a a co. Qop x b
. '21 '22 . .2 P ‘2 B 2
m1 Am2 ... Omn Ty bm (0
macierz kolumna kolumna — o
A 1, . . , — Vo)
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych A % 5
Przy ustalonych bazach przestrzeni K", K™ macierz A jednoznacznie wyznacza odwzorowanie
liniowe @y : K™ — K™ Rozw1adzywan1e uktadu Jednorodnego’AX — 0 polega na wyznaczeniu
jadra Keryp, odwzorowania (4.
Whiosek 7.6.1. Zbior rozwigzan jednorodnego uktadu roéwnan liniowych AX = 0 ma strukture
przestrzeni liniowej nad cialem K. Jej wymiar jest rowny|n — r(A).

W szczegdlnosci wektor zerowy zawsze nalezy do zbioru rozwiazan uktadu jednorodnego.
Ponadto suma rozwigzan uktadu jednorodnego jest rozwigzaniem tegoz uktadu jednorodnego.
Twierdzenie 7.6.2. Niech (z7, z3, ..., z}) bedzie jednym z rozwiazan niesprzecznego niejednorodnego /
ukladu réwnan liniowych AX = B. Woéwczas zbior wszystkich rozwiazan uktadu ﬁ):rjna ’
postac fov. lﬂ('\" "\\&\Cd nors . oz U I.JJ /\ Cg’q or

{(x’{,x;, o)+ (2, m) - (1,72, - -+ Y) dowolne rozw. AX = O}.
Przyklad 7.6.3. Rozwazmy raz jeszcze uktad réwnan z przykladu(4.4.2. I
20 +4y+ 9z -5t +6u = 13
r+2y+4z—4+2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
dr + 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
—lr—y+z24+3t+20 = -3

Jak juz wiemy, r(A) = r(U) = 3 < n = 51 jest to ukltad nieoznaczony, posiadajacy nieskori-
T r=11-2y

L L : , . . . z2=—-3+ %t
czenie wiele rozwiazan zaleznych od 2 parametréow. Rozwiazania sa postaci

—_——— 3
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‘no ~A
‘ gOVNA N/ k,omnbf bin 00 e € CorntnhyJ

Prorv- |
L AT D balj (RN N)
| © AX=D
Roéwnowaznie \V T T~
(.. 2, t,u) = (1L = (11,0,3,0,3)+(~2,1,0,0,0)y+(0,0, 5,1, =5t

NN e
Dlay =01t =0 otrzymujemy (11,0, —3,0,3) jako jedno z rozwiazan rozwazanego ukltadu.
Zbiér rozwigzan korespondujacego ukladu jednorodnego jest przestrzenia liniowa wymiaru 2,

za$ uktad wektorow {(—2,1,0,0,0), (0,0, g, 1, —%} jest baza tej przestrzeni.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..ooooeiieii

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu ,' \/ \/

Niech K =R lub K = C. /*JFM{ i diadont

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) = L(V, V).
Endomorfizmy przestrzeni V' nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

s Twierdzenie 8.1.1. i) Zbiér|End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami dodawania

«* odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowsa wymiaru
2
p

ii) Zbior End(V) = (End(V), +, :Lwraz z dzialaniami dodawania i skladania odwzorowail
ma strukture pierscienia nieprzemiennego. [
L PIeTsee b

iii) Vae R Vf,ge End(V) a-(fog)=(a-flog=fola'g9) =— =9 cdacs 7

ob L
Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V) lub krotko p-niezmienniczq, jezeli Lf \/ \/
z W=V o(U)CU, twm. YueUpu)eU.
E— —_
Przyktad 8.1.3. 1) Niech V =R3 U = {(0,0,t) e R®: t € R}, o(,9,2) = (—y, z, 2) j\\. V
Y g >

Zauwazmy, ze @ jest obrotem o kat 7 wokot osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,¢) € U i U jest y-niezmiennicza.

('\N 2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, D

Niech u € U, wowczas p(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy .

Zatem U jest k—niezmiennicza. /u/ _ LP \ " th W W (@‘70(/\)

)

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych (l‘l/ ('/( %

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V. — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V|, mamy
o(U) C V. Gdy U jest p-niezmiennicza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U, czyli
_——
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LF"V*?V

90|U S End(U)

Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej bazie
macierz A operatora ¢ ma prostsza postac. Bierzemy dowolna baze (ci, ca, ..., i) przestrzeni
netniamy ja do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(c;) € U dlai = 1,2,..., k wynika, ze

Niech K =R lub K = C. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz ¢ € End(V). -

o a——

nieje iezerowy wektor v € V taki, ze Kazdy taki wektor nazywamy wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € K nazyiami warto$cig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli ist-

o
ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci whasnych i od-
powiadajacych im wektoréow wlasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla endomorfi-

zmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem Spec(y)
\

i nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.
(-__\

Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej wartosci wlasnej.
L _—— N

Dowdd. Przypus$émy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V) istnieja A, Ao € R oraz v € V,

v # 0y takie, ze @v) = Alzﬁ :l )\gv.jW(’)W(:zas v)=lp(v) — p(v)[= Mv — Av = (A1 — A2)v.

Poniewaz v # 0y, zatem A\] — Ay = U, czyli Ay = Ay, [ ——
- N

-
V0
Przyklad 8.1.6. Niech p € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Ox. Rozwaz zagad-

nienie wlasne dla operatora ¢. Zauwazmy, ze p(v) = v, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v,
tj. p(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje:

1) A =1, p(v) =v, gdy v || Oz, czyli v = (v,,0) ‘ _
2) A2 =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,) L( ( /U'> — () ‘l )

AY =
EV (Vx,Vy) V=(v2.0)
: ; ool oy
U:(O,Uy) A )'uolro 6'4 (
. 0(1)=(0,0)]

cp(v)=:(vx,0) X cp(V)=E(vx,0) "
% ((\w\O) - (ny\ O)

V(,Oluvj: (0,0) 100 ::/’ . (qy": O)
51 =9 (Ouy [2=1)




Przyklad 8.1.7. Niech g € End(R?) to powinowactwo osiowe dane wzorem
g(x,y) = (z + ky,y), gdzie k € R to ustalona stala.

g(zy)=(z+ky,y)

powrnowactwo osiowe

W wyniku dziatania przeksztalcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor nie
zmienia kierunku. Zotty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz dlugosé
z6tego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on wartosci wlasnej A = 1.

——

Przykltad 8.1.8. 1) Niech ¢ bedzie endomorfizmem plaszczyzny danym wzorem [p(¥) = 3.
Dowolny wektor jest wektorem wtasnym ¢ odpowiadajacym wartosci wlasnej A = 3.

2) Niech ¢ bedzie rotacja na plaszczyznie (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek ze-
gara) o kat 7. Zatem o(xz,y) = (—y, ). Nie istniejg niezerowe wektory, ktore w wyniku rotacji

zachowuja swoj kierunek. Brak zatem wektorow wtasnych dla ¢. webbs, yTmeay
Taahu(, 2 d?’hrqrr mc;w

3) Niech V' = g""(R,R) oraz {go = %, tzn. dla dowolnego f € V mamy o(f) = % = f.
Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeCzywista jest warto$cia wlasna operatora %. Istotnie,
niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy —

g R =R, gy(z) =a- e”] gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R, R).

Ponadto ¢(gy)(z) = a - (e**) :Ja)\e’\xl: AMa - e) = Aga(z). Zatem g, jest wektorem wlasnym

odpowiadajacym wartosci wlasnej \. Stad Spec = R.
P jacy ] ad Spec(yp) L Vgeue Q-FQV‘ %('é:?\'ﬁ

Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyktad w systemach rozpoznawania twarzy. Wiecej
informacji mozna znalez¢ tutaj lub tutaj.

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu
Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V', ze ma-
cierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna. —
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» Jlaka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektorow wlasnych .
Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywa¢ dziatania mnozenia 1 potegowania, co odpowiada
sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech
¢ € End(V), Ag Spec(p). Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektoréw wlasnych odpowia-
dajacych wartosci wtasnej A, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem
bo 2 Zﬂz&zhcﬂ"“ _b E — Uev v :)\’l‘}\b? (VV\\rCC/ R
ch\-l-o( VAW~ f\7 #‘ Lo A { ’ SO( ) } ?M?Mw‘n' 61‘?9” VeC‘/’O/S
Twierdzenie 8.1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V.

@)'9 ein va/uo)

ii) Zbior E) jest podprzestrzenia ¢-niezmienniczg. b
iii) ) = Kery, gdzie|y A-id q{Q’)tQ"V‘(’\"dW)
iii = Kery, gdzie[yy = p — X - idy.
) 8 g Ay f Y (W= vd (1)< O
Definicja 8.1.10. Przestrzen wektorowa F\ nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu

s1oP. % odpowiadajaca wartosci whasnej \. E16ENS?A L (Lp‘ - L'd) (v)= O

Uwaga 8.1.11. Na mocy Mmujemy AN # Xy = E\ NE,, = {0y} Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy badac jego restrykcje ¢|p, € End(E),) na
podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.12. Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia
liniowa oraz niech ¢ € End(V'), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej
ustalonej bazie przestrzeni V. Wéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(p)
i) Ker(p — A-idy) £ {0y}
iii) det(A — AI) = 0

Whiosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V oraz
A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,29,...,2,]p jest wektorem wlasnym
endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

x1

xXr
(A—A)X =0, gdze X=| .

Tn

Twierdzenie 8.1.14. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V) nie zaleza od wyboru bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.1.15. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian x, € K[t| postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzows
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,(t) = 0 nazywamy rdwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x,, nazywamy pierwiastkamsi
charakterystycznymi odwzorowania .
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