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. Jlaka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektorow wlasnych .
Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywac dziatania mnozenia 1 potegowania, co odpowiada
sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech K = R lyb K = C. Niech V. = (V,+, K,-) bedzie przestrzenig liniowa oraz niech
v € End(V), znaczmy przez biér wszystkich wektorow wtasnych odpowia-
dajacych wartosci wtasne) A, uzupetniony 0 Wektor zerowy. Zatem
- e - W @)'gehvn/uw
bo 2 2atozcaia = E/\:{vev:go(v):)\‘}.\wm‘cc . e 4
wehtor LAYy #O —— ?M?ﬂlow\n Jenl/ec OorS
Twierdzenie 8.1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

ii) Zbior E) jest podprzestrzenia ¢-niezmiennicza. — £

R T . ' e s
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Definicja 8.1.10. Przestrzenn wektorowa F)\ nazywamy podprzestrzeniq wtasng endomorfizmu
s1oP. . odpowiadajaca wartosci wlasnej A. I 6ENS?ACE {‘ - o L'd) [U’):

Uwaga 8.1.11. Na mocy Mmujemy M # X = E\ NE,, = {0y}
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy badaé jego restrykcje ¢[p, € End(E),) na
podprzestrzenie niezmiennicze F),, gdzie \; € Spec(yp).

Twierdzenie 8.1.12. Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia
liniowa oraz niech ¢ € End(V'), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej
ustalonej bazie przestrzeni V. Woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

A\l , ‘
&N j) S%C( (Q{>: (2 3%6 S.fcc (({j
‘ i) Ker(p — A -idy) # {0y}
\\N\@\ he 3 v#0, - Ylvicawy

iii) det(A — A) =0
Whniosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V' oraz
\&“’\FA = M, (B, B). Wowcpas wektor Oy # v € V, v = [x1,22,...,2,|5 jest wektorem wlasnym
« &02\0 endomorfizmu ¢, odppwiadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy
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Twierdzenie 8.1.14. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru bazy I
przestrzeni V.

Definicja 8.1.15. Wielomianem_charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian x, € KJt] postaci x,(t) = @m gdzie A jest reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanielngt! = 0/nazywamy rownaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu X;Rzizywamy pierwiastkami
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Uwaga 8.1.16. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x, nalezace do ciala K to
wartosci wlasne endomorfizmu ¢.

ii) Na mocy twierdzenia 8.1.14 wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dim'V' = n, to wowczas deg x,, = n. A on x N
s /___—
Niech A € M,,(K), gdzie K =R lub K = C.

Definicja 8.1.17. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian
xa € KIJt] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie x4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A. —_—

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x 4 nalezacy do ciala K nazywamy wartoscig wtasng ma-
cierzy A. Zbior wszystkich wartosci whasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)
i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (x1, 23, ..., x,) € K™ spelniajacy rownanie

I

o)
AX = )X, gdzie X = o,

Ty

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Uwaga 8.1.18. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R") (lub ¢ € End(C"))
sa identyczne z wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M,(R) (odpowiednio A €

—,(C)), bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni
R™ (odpowiednio C™).

fou - LA Ao

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(yp). /) )
Lolunanit
Definicja 8.1.19. i) Krotnos¢ k, liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego ol q

X, Nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim F) podprzestrzeni wlasnej Fy nazywamy krotnoscig geometryczng wartosci
wlasnej .

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace sie
z n roznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.20. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(yp) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wéwczas

Vo)lsdmBi<kh,  Wtodnose gqeomn. ncqay v oniian,
ii) dim By = dim V — rank(A — AI).
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Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(yp), to istnieje v € V, v # Oy taki, ze v € F), zatem 1 < dim E).
Rozumowanie uzasadniajace, ze dim E\ < kj mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz E) = Ker(¢ — A - idy), zatem
dimFy =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V' — rank(A )\I) El
)

ADNY S gr ;(
Przyktad 8.1.21. Wyznacz wszystkie warto$ sne endomorﬁzmu

q: R> 1R p € End(R?), @(v,y.2) = (z+2y,2y, 27— 2y —,,Z)-L(w ~

Okredl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie
wtasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

qio W) i) W+ QO,=(00,0)
A=MB,8) = || 0] 2 tze (_(;(q;)—, 2 U
6O N AR - 2 0
IO = xalt) = det(A — 1) = 2=t 0 [H iy AYE D
yyu')fSec )\— Ao =2, —1},/k1 = ko = k3 = 1 widmo proste =
y/)‘ Epi) =1 2 s3=—1hki=ky=ks=1 prost ('q—?\l)x\;\@

A3 ~1)=! Qwo#uo»c ALGE B &

2 — N 2 2 0] [= 0
. (A I)X =0rs & (A —i—_f) Y 30 y | =10 doorod
Enn” Lero q49\5 b('(): ? z -2 0 z 0 Je i\j
75 2r+2y =0 Uxe mTom/ S
& 3y =0 =|lz=y=0,2z€R :_A/ (Jmk 7\9 cL{
—2x—2y =0 L—’— f‘

METODA I: o olk (A7)0

Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sa postaci v = (0,0, 2), gdzie z € R\ {0}.

E_1 ={(0,0,2): z € R} =1in{(0,0,1)} orazdimFE_; =1 Laotnos ¢’ -
ETODA II: qu\emﬂ—or /Laza.. ~ ;’Mmﬂ)’)‘=~!_ (/”M/aé(
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.20 11) mozemy obliczy¢ MVCOLNGA D
A Ve (A-2J) @ ‘ ]

3 L
dim E_, = dimR® — (A + ) = 3 7) 3 0 =3-{2)=1

~ 2 =20
METODA III: hirm jm(ﬂ‘ g\—

Tak naprawde, wiemy to z gory, bow1em na mocy twierdzenia 8.1.20 i) mamy
1 S dimE)\a S ]{73 = 1, zatem dimE}‘?’_____:,_l_'——H-\fm 10’97 )

Analogicznie wyznaczamy E), oraz E),. Z gory wiemy, ze \Slim Ey,, =dmkE,, =1

</ K=
Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa pi‘zestrzem@ hnloweg nad ciatem
K. Niech A € M, (K), A € Spec(A) oraz niech v = (v1,...,v,) € V bedzie wektorem wlasnym
odpowiadajacym wartoéci wtasnej \. Wowcezas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.

i) \* € Spec(A¥) dla kazdego k € N,k > 2, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
—
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ii) ¢- A € Spec(c- A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
A T
iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p()). |
1

iv) Jesli A jest nieosobliwa’ oraz A # 0, to + € Spec(A™') oraz v jest wektorem whasnym
odpowiadajacym . —

V) Spec(A) Spec(AT) : < ;
vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A). M A 7 O <=2 (>\ =0 ¢ (K( ﬁ)

Twierdzenie 8.1.23. Niech V' bedzie skoiiczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad ciatem
C. Niech A € M,(C), Spec(A) = {A1,..., \n}. Wowczas

. =9 B 1—
i) det(A) = xa(0) :A "/i 33' — %/\ H)

-
ii) Jesli A € Spec(A), ale wielomian charakterystyczny x4 macierzy A ma wspotczynniki

rzeczywiste, to A € Spec(A). Ponadto wektor w = (wy, ..., w,) € V taki, ze w; = v; jest
wektorem wlasnym odpowiadajacym .

iii) [tr(A) = A\ 4 ... 4 A,

iv) 7(A) jest suma krotnosci niezerowych wartosci wtasnych.
=

8.2 Diagonalizacja \/:@

\ Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace réznym
«  warto$ciom wilasnym sa liniowo niezalezne.

/

Twierdzenie 8.2.2. Niech V' bedzie rzeczywista (zesplona) przestrzenia liniowa n-wymiarowa,

oraz niech ¢ € End(V). O{Cﬂ% =m V=  ama M ading oo
A T - 7‘ n

i) Jesli ¢ ma widmo proste_Spec(¢) = {A1,..., A\, }, to wektory wlasne vy, ..., vy, gdme v;
odpowiada \;, dla 7 € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni V.

ii) Jesli wektory wlasne vy,...{v, )€ V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
réznym wartodciom wlasnym)—tworza baze przestrzeni V oraz o(v;) = \uj, dla i €
{1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia © w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

0 /
Q//\\,_\(\Y /t,.r{/l'\)\?:? ,\S\Mf( ?? (‘et(\{b>;f>\5»qu
K(\S/\‘ \ (\$> \6010\ = [9,0,,0-, OJB

KPL(\YA/ 'QT/\ ;C- =V, OV, L O § A
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iii) (Twierdzenie spektralne) Jesli wielomian charakterystyczny x, rozktada si¢ na czynniki

liniowe — -
Xe = (L= M)At~ A)’“z...(t—Ap)’%, 0(’66%(,(:”‘

(tzn. A, # A;, gdy @ # j oraz k1 + ko + . —I— k, i ponadto k; = dim E),, dla
i € {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzenl zlozona z wektoréw wlasnych

endomorfizmu .

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy istnieje
taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diagonalna.

SconNNE
Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych . Doktadniej mowiac, ¢ € End(V),
gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny
ma n pierwiastkow w ciele K (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej wartosci wlasnej mozna
wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, ile wynosi krotno$é tej wartosci wlasnej
jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B2, B}) = [ _(1) (1) ] € My(R). W{(@)
_|t T e

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw wtasnych ¢.

Uwaga 8.2.6. 7 zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze kazdy operator liniowy na ze-
spolonej przestrzeni liniowej ma wektor wtasny:.

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.7. Mowimy, ze macierze A, B € M, (K) sq podobne, jezeli istnieje macierz nie-
osobliwa C' € GL,(K) taka, ze A= C"~ 1BC

=

Twierdzenie 8.2.8 (0 niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa podobne,
to wowczas

i) r(4) = r(B), @

i) detd = detl WiV

il A) =1tr

-~ B vl A3

iv) Spec(A) = Spec(B)

oM

Al Ml
?:?B"b\%\ A\;O:(A’?
waawlohw& Q:? A\__. :\f‘,o(?




N?‘

—n 0\\)3\

Jezeli ¢ € End(V), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V' macierze M, (B, B), M,(B',B’)
sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobienstwa jest macierza FPz_.p zmiany bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.2.9. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna do ma-
cierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, ze macierz P AP Jest

diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Whiosek 8.2.10. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
baza przestrzeni K™ ztozona z wektoréw witasnych A.

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie twierdze-
nia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Uwaga 8.2.11. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z baza kanoniczna B. Niech ¢ € End(V)
bedzie diagonalizowalny oraz niech B’ bedzie bazg przestrzeni V' zlozong z wektorow wtasnych
¢. Oznaczmy A = M (B, Bx), D M (B' B') oraz P = Pg, .. Wowczas A = PDP™L.

N nowvabaza
AX=PDP-X (oo
2 weh ko, )
przejcie od bazy / \ przejc[e od pazy “Ton nJ~ A

wektoréw wiasnych kanonicznej do bazy
do bazy kanonicznej wektoréw wiasnych

/m macierz diagonalna \ l\
Kazda wspotrzedna wektora - -
} L“O\ 7”” ") P-1X jest mnozona przez statg D‘ @ ? A ? b

bedgca wartoscig wtasng).
X gm_ieanaq kg%dej_wspc‘;lrze?nej za[ez);qtzllko od ? A\ = /D( P O‘ \/Momlh A

niej samej, a nie od innych wspétrzednych. \
P A

Przyklad 8.2.12. Czy A = [ ? _i) ] € Ms(R)Jjest diagonalizowalna? q A IR'Z

- - _— 6<0
2t -3

xat)=|"; 1, ‘:(Z—t)(l—t)+3:t2—3t+5: (t—23)"+ 1 0. k(m \;Wu :
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem IR

Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

_ % 4
Przyklad 8.2.13. Czy A [ ? :i ] € My(CYjest diagonalizowalna? u - 6 B 6
xa(t) = 2It 1__3 =(2—-0)(1—t)+3=1>—3t+5.

Wielomian charakterystyczny to wielomian zespolony o wspoétczynnikach rzeczywistych. Po-
siada zatem dwa sprzezone pierwiastki zespolone.

J
Mamy xa(t) = (¢ /3) \[ D (t — 3+\2ﬁ t). Macierz zespolona A jest diagonalizowalna. @ = @ N C
M o Do .Y

N\fd(mo\ prooC 107 d AN @2: 2/
¢

AT R




4-@¢*— @<
1 2 . . .
Przyklad 8.2.14. Czy A = [ } € M5(C) jest diagonalizowalna?

‘1—75 2 _a

Ponadto A\; = 1 ma krotnosé

0 T 0 2 x
o]0l =l

//'KW\@"((/]‘O)E
Stad E), = {(x,0) : x € C} i krotnos¢ geometryczna dim Fy, =1 # k; = 2.

Macierz A nie jest diagonalizowalna.
e

Przyktad 8.2.15. Czy ¢ € End(R?) taki, ze p(1,1,1) = (=1,—1,-1), »(0,1,1) = (0,1, 1),
©(0,0,1) = (0,0, 2) jest diagonalizowalny? _
(A‘ /’|/|) - -l ' (Al/]l/])

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne

/\1 = —_1-,1}1 = (1, 1, 1), )\2 :‘Lvl = (O, 1, 1), )\3 = 2,1}1 = (0,0, 1)
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 i), operator ¢ jest diagonalizowalny.

———

vz R7 — 127

R =(®F) )

T 0 - . — _
By =E_ = {v="(2,y,2): (A@ y | =101} A&M’\ t?%&
A-al > "

dmE_, =3—r(A+I)=3—-r| 3 0 6 :3—1:@:3.
L—Jt L]

. — —
Endomgf\ﬁ\zmv‘cp nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R?® zlozona z wektoréw
wtasnych ¢.  ———

Przyktad 8.2.16. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem
o(x,y,2) = (3x + 82,3z — y + 62, —2x — 5z) jest diagonalizowalny?

Przyklad 8.2.17. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu f i okredl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprze-
strzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw witasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

1ﬁuv\g(\%—e Mg(R) € EnlbR). ()= A+ 4
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10 0 1 0 0 0
o (53 8] o [4 3] e [ 4] e [ 1)) i
M1 o010 ([2 0]
JE) =10 0] 00| \o LL_I
f(E)_'(iE’“1':'B“’o'_'o 17
f0o0] [o 1] [0 1]
JED= 11 o] T o071 0]
0o 0] [ooO] [0 O]
JE2) =g 1] F o 1] o 2]
2Y0 \0 0 ‘g oo O
A=MB.B)=|ll; | o PR
_9 \0[\0 JO 2 D o 2t
ec&)b ‘ 1—-t 1 / Lt 1
xs(t) = det(A — t1) ) 11—t =(2-1)? ‘:(2—:&)2((1—
0 0 A I B N
S Spec(f) ={M=0,0=2}, ki=1k =3, dmFE;=1 1<dimFE, <3

E,\lZﬂ:Ker(f):{B€M2(§)3€+BT:O}
Niech B= | @ ? ,gdzgg;,cé,c,del&fo Ax=0 o\ 2
20 =10 A < ¢O
S TR S R
c 2d =0 b=-c

0 0 b

Zatem B = [

b 0

o | oroa = { |

b 0

[reafouf

E,, =

Eg-: Ker(f —_2_' 1dM2(RmR> . LB + BT = 2B}
a b /F(‘B): Z\B

el hor o0 bd« X

bo[

(A—2I)

d

o o Q

d

= [CL, ba G, d]B; 02><2 = [0, O, 0, O]B
0 0

1(E)-2-vd (8) <O

=0 &

0

0

= b(é ;ﬁb?d e_IE_J«:)

E2=

|

10
0 0

Baza wektorow wlasnych C

{[éc?]:a,b,deﬂ%}zlin{( 8 , (1)(1)

LD

sa liniowo niezalezne = dim Fy = 3 C

(5 T e
N

01
10

00
01

o) o ]

et

01

-1 0 00]’[
R\/
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}M (C,C) C/\ Odfou, ’)(:'@

D=PAT

000 01 00

2,0 0 1010
p— |02 Ps o =

020 1010

0 02 00 01

Przyklad 8.2.18. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem ¢(z,y) = (4o + 2y,y — ).
Mozemy wyliczy¢ Spec(p) = {A\1 = 2, A\ = 3}. —_—~———

Widmo jest proste, zatem ¢ jest diagonalizowalny.
-1 -2
2 0[-1 -2 2 07 -1 -2 -2 —4
-1 _ _ _
oee= (s =0 e s 1 =15 )

Uktad C = (v = (1,—1),v2 = (2,—1)) jest baza wektorow wlasnych.
Obliczamyl Pt = Pe = [ ] oraz

0

3
PDP‘lz[ 1 2][—2 —4]:[ 42]:14‘

~ 4 2 E T 2
1 1
-1 -1 3 3

S =

e (Lo sl L]l s)

pierwsza wspoétrzedna x2
druga wspotrzedna x3

przeksztatcenie wspotrzednych
od bazy standardowej

e1=(1,0)=-ci+c=[-1,1]c
do bazy wektoréw wtasnych

e:2(0,1)=-2¢1+¢2=[-2,1]c C1 ——— ’Cl
Pt DP-t
(rp= = LN j
o = T ")
Ay : Ay .
4 ' 1 przeksztatcenie wspotrzednych
H od bazy wektorow wtasnych
4 ," 4 do bazy standardowej
1 » 4
er)=(2,1
:=(0,1) 1 ®(e2)=(2,1)
—+—+— —t+—— > —+—+—+ >
1 e=10 X 1 X
1 + o(e1)=(4.-1)

Uwaga 8.2.19. W dlaszej cze$ci wyktadu przekonamy sie, ze kazdej wartosci wtasnej o krotno-
Sci algebraicznej k zeczywistej macierzy symetrycznej odpowiada k liniowo niezaleznych wekto-
row wlasnych. A zatem rzeczywiste macierze symetryczne sa zawsze diagonalizowalne. Co wie-
cej, wsrod wszystkich mozliwych macierzy diagonalizujacych dana rzeczywistag macierz syme-
tryczna, znajdziemy zawsze taka macierz diagonalizujaca P, dla ktorej P~! = PT.
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