8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie wartosci zlozenia endomorfizmu

Wniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa n-wymiarowa oraz niech
o € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne vy ..., v, odpo-
wiadajace wartosciom wlasnym )i, ..., A\, (niekoniecznie réZnymﬁworzq baze C = (vy ... ,vn)
przestrzeni V', to woéwczas dlam reN

\%(‘i\{)"»'uq \ A0 0 L 0 P- P C

/

/\(//—/ ¢ 0 )\2 0
M<pr(B B) PDTP_ gdzie P= PB*}c,‘/D: : b ?_,IA P
\ - P :
‘Da?/ A?\ \A‘J ( I \) 0 0
Dowdd. Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_. W(’)wczas A" = My (B,B) ¥ le(c C)
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P7'AP, skad A = PDP™!

oraz A" + (PDP 1)T d\aqmﬁ)w\
— (PDP~)(PDP™)...(PDP™) = PD(P- \P\D...(PP- HpPt = PD’"Pl.! O _
\ X = 4 s M({;(bu}“\

/ r—razy -

Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okredl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie wtasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jedli tak, podaj baze wektorow wlasnych,
macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P. Oblicz ¢'%(1,2, 3).

e

0 :R* =R  o(r,y,2)=(4r — 2y + 22,20+ 22,y + 2 — )

4 -2 2
A=M,BB)=| 2 0 2

—2 2 4—t (=2
—t 2 Q{Q;m 0 2t 4-2

1 1-¢ -1 1 1-1
4—t 2= 0
0 2—-t 6-3t|=

)(2 —t)? 1 —t) V
-1 0 2—1
C
Ay - deZle dlagonahzowalny, l mE2 = 2 = A

A dimE—S—r(A—2I 3—r| 2 -2 2 3@ 2 ¢
2 I -1 11 = “W. o e ¢ -
zatem ¢ jest diagonalizowalny. . W\V \ ho M
7 & Y q- \Wrd(aﬁom NORI~ chiem 1 d
Wyznaczymy baze ztozona z wektorow wlasnych. Rozwazmy A\, = 1. , +d f{Y"\\j(""\
x 0 3 =2 2 x 0 ‘
A-D|y|=|0] & 2 -1 2 y =10 U(’/KQ/MO&/
z 0 -1 10 z 0 ?

@ Ler \ -2 0ol



3 -2 2]0 1 -1 0lo 1 -1 0]0
2 -1 20| =13 —2 2|0 |22 10 1 20
—1 10]0 9 -1 20 ™™ o 1 20

Ey ={(—22,—-2z,2) : z € R} =lin{(-2,-2,1)}
TTT——
Rozwazmy Ay = 2.
x 0 2 -2 2 x 0
A=2) |y |=]0]| < 2 =2 2 y| =10
- 0 -1 1 -1 z 0
—r+y—2=0 z=y—ux, x,y €R Uf/\’\fov v - Odi' ‘).L‘V’z-

E, = (iCR_g;_y/_l:zvyER}—lln{l 011
Baza wektorow wia, nych C cl (=2, —2 1),¢0 = 1 0,—1),¢3 = (0,1, 1))
-2 0
D = M,( @ , macierz diagonalizujaca P := Pgs e = | |\=2 1
g: ) 1
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Obliczymy ¢'°*(1,2.3) na dwa rdzne sposoby.

METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech
1 a a

Wowcezas | 2 | =P | b |,skad | b | = P!

PR

Obliczamy P~' = | 3 —2 2 | oraz v = [2,5,6]c.

2 -1 2 o )
2101 SOWV\ ¢ a\(( /J? B{ 'P |

1 0 0
DlOl 5 — 0 2101 0

6 0 /O 2101 6 2101 I
=
P01 (0) = [2,5 - 2100 G . 2100], — 201+5 20, +6-2'0¢; = :
= (=4 +5-2100 4 .2101 9 F100) - S
X\ Y/\\Q\%% * V)

METODA II: Obliczamy

1 1 -2 10 1 0 0 1 -1 1 1
A 2 | =pPD'P 2= -2 01|02 0]|3 —=22]|]|2]|-=
3 = |3 ,?;7\& 1 -1 1 0 0 2t 2 -1 2 ) 3
3.2100 9 92102 2102 97 [ —4 45210
2102 2 2 _ 2101 2102 —9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 —1 + 2101 1 3 2 + 2101

Relacje rekurencyjne

Niech K =R lub K = C.
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Definicja 8.3.3. Niech (a,),en bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco
Ya,=ri,as =719,...,a; =1y, gdzie ri, 7o, ..., € K, k> 1.

ap, ::plan—l%_an ot ... Prln—k, gde3p17p2w"7l% € }(7pk:#:07n/2:k_kl~
Roéwnanie 11) nazywamy jednorodng liniowq relacjq rekurencyjng rzedu k, za$ réwnania i) nazy-

wamy warunkamsi poczgtkowymi rekurencyi.

Niech X,, = [, Gp_1,..., 00 k11|’ . Wowczas powyzszy uklad rownan mozna zapisaé w
postaci ~ ) ) o
— 10 0 ... 0
=T sl L
; O = G
| Gn—kt1 | 0 0 1 0 Up-1* Aan-1

A T U

czyli X,, = A X1, dlan >k + 1.

—_— - 4//4A¥'Y%’7
Zauwazmy, ze X, = Ak@: A2X, 5 =A}X, 3=...= ATFX;, cayli
———
/-—’-/ —
<f a, T P11 P2 p3 ... a\\/ CRR il/{(ié;ﬂ <
1 0 O
an_ a\t‘/' [ ﬁl\d
o |0 1 0 Mt
1o o0 1 ’ 20 Natlou
i an—k+1 | - O .0' 'i. a/\

OBSERWACJA: Aby znalez¢ wzor ogblny a,,, nalezy wyznaczy¢ potege macierzy Ay.
Jesli Ay jest diagonalizowalna, mozemy wykorzysta¢ metode z poprzedniego przyktadu.

Przyl@ 8.3.4. Znajdziemy n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie a; = 0,a9 = 8, a,, =
) L—’-—Q
Qp—1

-

-2 X Az, K Xy = \‘“X’J\‘gl

n—2 QA 0
) ay, . 2 3 Qp—1 _ 23 8
Otrzymujemy uktad [an_l } 1o } { 2 } - { L 0} { 0 }

Diagonalizujemy macierz Ay = [ 1 0 ]

2=t 3 =12 —2t—3=(t-3)(t+1).

1 —t -
Spec(Ay) = {—1,3} widmo proste, macierz diagonalizowalna
Wybieramy baz¢ wektorow wlasnych. Rozwazmy A, = —1.

T 3 3 x 0 -
AR ARt
Rozwazmy As = 3. ) N

P HE R AR YT
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Obliczamy det(Ay — t1) = W ¢ o {f@ U




- \ 7/? AT - "" 2

Am"l’/
Macierz diagonalizujaca to P = [ _1 ?].St@d%/\ [\_/ %
< EREGEERIE NN R
1| |10 0| 1 1 0 * 1 1 ol
o3 =) 0 1N 1 3781 [CRa(—) 2.3
= 1 1 0 3n—2 | 1 1 1 0ol 2_(_1)7171_’_2.3”72

Zatem\an =2-(=1)"+ w

Twierdzenie 8.3.5. Przyjmijmy oznaczenia jak powyzej. Rozwazmy jednorodna liniowa relacje
rekurencyjna rzedu k postaci —a, + p1an_1 + p2tn_o + ... + pran_r = 0.

i) Wielomian charakterystyczny x4, macierzy Ay jest wielomianem postaci
X, (t) = —t" + pit™ ™t 4 pot" 4t

ii) Jesli widmo macierzy Ay jest proste, tj. Spec(Ax) = { A, Aa, ..., Ap}, gdzie \; # A; dla
i # j, wowczas v; = ()\ffl, )\572, ., A} A, 1) jest wektorem Wiasnym odpowiadajacym
wartosci wlasnej A;, dla j =1,2,... k.

Uwaga 8.3.6. Przyjmijmy oznaczenia jak powyzej. Wowczas A = PDP~!, gdzie

B )\k—l )\k—l o )\k—l T
>\1 0 0 0 )\/1972 )\%72 Ai*?
0 X O ... O 1 2 T k
D = ) ) oraz = : 5 .
’ Al Ao A
00 Ak 1 1.1

Definicja 8.3.7. Niech xg, 21, ...z, € K. Macierz kwadratowa stopnia n + 1 postaci

1 x 22 ... ap

1z 23 ... a2t ‘ ;
V(zg,x1,...,x,) = nazywamy macierzqg Vandermonde’a.

1z, 22 T,

Wyznacznik tej macierzy nazywany jest macierzy Vandermonde’a. Jest on wielomianem
postaci detV (zo, z1, ..., 2n) = [lo<icjcn (@5 — @)

W rozwazanym przypadku detP = +detV (A, . ..
Ai # Ajdlai # 5.

JA) =+ H1§i<j§k()‘j — \i) # 0, bowiem

8.4 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie 8.4.1 (Cayleya-Hamiltona). Kazda macierz kwadratowa nad ciatem liczb rze-
czywistych lub zespolonych spetnia swoje réwnanie charakterystyczne.
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Przyklad 8.4.2. Niech A = % g ] Wiemy, ze xa(t) = t* — 2t — 3. ,
Na mocy powyzszego twierdzenia A% — 2A — 31 = 0. Sprawdzimy to rachunkiem.
o 7

231° _,[23) _g[ro]_[7e6])]_[46] _[30]_J00

10 10 0o 1| |2 3 20 03 |00
Wnhiosek 8.4.3. Niech A € M,,(K), gdzie K = R lub K = C, n € N, n > 2. Niech x4(t) =
Cot™ + ot gt wquzie wielomianem charakterystycznym macierzy A.

i) Jesli A jest odwracalna, to wowczas CI\ Am i Cn A'\"/ b A 1
| . 1 (o

Al = —i<CnAn_1 + Cn_lAn_Z + ...+ CQA + 01]) \ /]

11) An:—L(Cn_lAn_1+...+ClA+C()I) %1’ ’_0 A P Cwl\n/ ~)
- Co A-.L_ ~\.-C w | A~

iii) Dowolng catkowita potege macierzy stopnia n mozna zapisa¢ w postac1 w1elom1anu ma-
cierzy stopnia co najwyzej n — 1.

Przyklad 8.4.4. Dana jest macierz A = [ ; ;1 } € My(R). Korzystajac z twierdzenia
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy macierz odwrotng A~!.
~detA = —5 # 0 macierz Jest odwracalna (/H

Xa(t) = det(A — tI)

R R Ty

3& Afl(A2_4A—5I):A—4I—5A*1=@:> AT =5 (A—-4) ([2 3} {3 ZD

A~ AT —~—————
1 1| =3 4
=7
0 2 6
Przyklad 8.4.5. Dana jest macierz B = 2 —8 —26 | € M;3(R). Korzystajac z twier-
—2 2 8
dzenia Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy &
—t 2 6 —t42 0 -2+t
Obliczamy yp(t) = det(B—tI) = | 2 —8—¢ —26 | "> 0 —6—t —18—1t
— —2 2 88—t —2 2 88—t
—t+2 0 -2+t —t+2 0 -2+
B0 -t 2 | ME) 0 -6t 2A | =
—2 2 2—1t —t 2 0

=(2—-1)(6+1)t —4t(2—t) = —13 + 4t.
Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona |B% = 4B skad

0 2 6
B? = 43 = 4*B = 256 2 -8 —26

&’bﬁ ) -2 2 8

Przyklad 8.4.6. Dana jest macierz C' = é }} € Ms(R). Korzystajac z twierdzenia
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy C° + C® oraz C°°.
/
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P (4

C- “X Ak (- 4= [ v A2t
-2 =)

Oznaczmy p(t) = t° + t3. Obliczamy xc(t) = (1 — t)2. Dzielimy Wlelomlan p przez Wlelomian

Xc (na ogot z reszta). Zatem istnieja wielomiany ¢, takie z'e! =q(t l>f + r1(t) oraz
deg(ry) < deg(xc). Wykonujac dzielenie, otrzymujemy gy (t) = t° + 2t* + 4t + 6, r(t) = 8t — 6.

e
Na mocythierdzenia Cayleya-Hamiltona K*\Q__/

“)/,p(C):\XC(C)ql(C)Jrrl(CZ:rl(C):80—6[:8{1 1]—6[1 0}:[2 8}.

T %0 01 0 2

Sy
C Oznaczmy w(t) = t°°. Istnieja wielomiany gq, 75 takie Ze\w(t) = ga(t)xc(t)+ra(t)oraz deg(rz) <
g‘; _ deg(xc) = 2. Oznaczmy &’&%a, b € R. Rozniczkujac obustronnie otrzymujemy
C w'(t) = ¢5(t)xc(t) + q2(t) xo(t) + r4(t). Do uktadu réwnan

Y = @)1 —t)*+at+b , B
5009 = q(t)(1 =) — 2()(1 ~ 1) +a podstawiamy ¢ = 1
Stad { [ Zatem ro(t) = 50t — 49 oraz C°° = 500 — 491 = [ é 510 ]
~——

*—’\_—)
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 Iloczyn skalarny i norma

LR

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.1. Funkcje s VXV — R nazywamy tloczynem skalarnym lub iloczynem
wewnetrznym, jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w eV Va,f €R s(au+ pv,w) = as(u,w) + Bs(v,w), QJW'O WOVl pa A"Q%L
—_— LAm\TAng

i) Yu,v eV s(u,v) = s(v,u), /)‘:)fYY\OMC'“

i) VYoeV s(vo) >0 A s(v,v) =0<v=0y.

Pare (V,s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana symbolem /V
E. Zamiast s(u,v) bedziemy rowniez pisa¢ u o v lub@ (.u W \ [ > <\4 \\) >
—
Uwaga 9.1.2. Jesli B jest baza przestrzeni V, oraz u,v € V, u = [:cl,xz,... nlg, V=

==

[Y1, 2, -, Ynls, to kazdy iloczyn skalarny jest postaci s(u,v) =|XTAY |gdzie X =

L

(A
Y2 N
Y = | oraz A = [a;;] € M,(K), gdzie a;; = s(b;, b;). Cén <2} LZ b AMJ
) ~ vy
- XA Xy In
Yn L 5 2’7/\ T 1"'\2//‘
Warunki i) oraz ii) rownowazne sa stwierdzeniu, ze s(u, v) jest wielomianem jednorodnym stopnia 2
postaci )i, a;;z;y;, za8 macierz A jest macierza symetryczna.
R —h9a et
#lye\j 4 ‘l\jL

» Warunek iii) w powyzszej definicji rownowazny jest stwierdzeniu, ze macierz A jest dodatnio okreslona,
co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace gtowne macierzy A sg dodatnie,

lub réwnowaznie, gdy wszystkie warto$ci wlasne macierzy A sa dodatnie.

Minorem wiodgcym gtdwnym stopnia k macierzy A = [a;;] nazywamy wyznacznik macierzy
powstatej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem A,.
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\Ra) Y= D‘M“l\‘&jj
V4 ~ LV/D\VI\V{)
(W V < q}AV,\TMzVL*Usz)

1) Standardowym iloczynem skalarnym w/R™ nazywamy o : R” x R" — R taka, ze
Vu=(21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3"" 2y =191 + ...+ Ty
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E™.
CEE—— Eea——
2) V=C(a,b,R), (,.):VxV=R, VfgeV (fg)=][ fx)

——

Przyktlad 9.1.3. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

Calka oznaczona ma wilasnosé liniowosci. Ponadto [’ f?(z)dxz > 0, bowiem f?*(z) > 0 i
catka oznaczona zachowuje nier6wnos¢ staba.

NV =Rufz], (,.):Rofa] xRpfz] - R, x| -
meql 2 icoP xz)q(%) gdzie o < 21 < ... <z, liczby ustalone 0(”'”” (L V‘LXJ s

- — NY\ oovay (M
Rozwava@z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)g(—1)+p(0)q(0)+p(1)g(1). Wowczas
(p.p) = [p(=D)]"Fp(0)]* + [p(1)]* = 0. - 0 A

Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Wielomian stopnia co najwyzszej
drugiego, posiadajacy trzy roézne pierwiastki jest wielomianem zerowym.

peace
8V = Mysn(R), (). : Mysen(R) % Mynxn(R) — R, - A sad
VA, B € Myyn(R) (A, B) = tr(ABT) Lot y
S\ adk ‘J’?J i

Na mocy twierdzenia 3.1.14, méwiacego o wlasnosciach $ladu macierzy, mozna wywniosko-
wacé, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.4. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

i) Vuo,w eV Vo, €R s(u,av+ pw) = as(u,v) + Bs(u,w), p(\Q\)O)( wa
i) VYoe V. s(v,0y) =0, )

2
ii) Yu,v e V <s(u,v)> < s(u,u) - s(v,v)] nierdwnosé Schwarza

Niech V' = (V, +, R, ) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.5. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki: —_— Q“) B .
= (AT
) YoeV |p|>0 A |P|]=0<v=0y, | M= A | ,]
1 2 (2
i) YoeV VaeR |lav]=lal vl Hfm\ \l Uy

iii) Yu,v e Vo |lu+o|| < |[ul] + [|v]]. tzw. warunek trojkata (U (U, = \rL )(3 = ﬂuﬂ

Liczbe ||v]| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy przestrze-
nig UNOTMOWANG.
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Twierdzenie 9.1.6. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie |[|.||s: V — R

dane wzorem ,
YoeV ||vlls = Vs(vv) (v,v) ? e i 7 1\91/‘() nu
= s\wJarM{O

jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez tloczyn skalarny.
Whiosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowang. vV °UV

Przyklad 9.1.8. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R” ze standardowym iloczynem skalarnym. Dla
x = (21,29,...,2,) mamy ||z|| = /2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa w R".

=

zyktad 9.1.9. Uzasadnimy, ze odwzorowanie s : R? x R? — R dane wzorem s(x,y) =
7}( 11 — 22192 — 2xoy; Haoys la x = (12, 22),y = (y1,y2) € R? jest iloczynem skalarnym w
estrzeni R”. Ponadto obliczymy norme wektora v = (—1, 3).

=

METODA I : Sprawdzimy warunki z definicji iloczynu skalarnego.

QJY\ \'DNOS ¢ n&
AYTA TmUélinng
L—, |s(ax + Bz, y) = 13(az1 + Bz1)yr — 2(axr + Bz1)ye — 2(ws + Bz2)yr + (azs + Bz)ys =

= a<13x1y1 — 231Y2 — 222Y1 + 9621/2) + 5(132’11/1 — 221Y2 — 22001 + 222/2> =las(z,y) + Bs(z,y) = P

Zatem odwzorowanie s jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienna. Ponadto s(z,y) = s(y, ) ‘

oraz Y= (%q \ R A ')Df\» 0

s(z, ) 4a179 + 75 = dx170 + 3) = 975 + (221 — 12)? > 0 @

Dla dowolnych x = (29, 22),y = (y1,92), 2 = (21, 22) € R?, a, f € R mamy

Stad s(z,z2) =0 21 =0 A 2x1 — 29 =0 x = (21,22) = (0,0).
Y/

-METODA II : Skorzystamy z uwagi 9.1.2.
~((/\6’f\"Mh (2 ﬁV\th:j -ﬂﬁ%/ﬂ.[\) LoV . d “(;C\l Nl Tan LA rgan

@0 (¢

\ s(x,y) = 13z1y1 — 2m1y2 — 2x0y1 + xgyz Jest Wlelomlanem jednorodnym stopnia 2 postaci
> ori—1 iriy;. Rozwazmy baze By = 61 = 62 = . Macierz A Ta,j] gdzie a;; =
s(e;,e;) dla 4,4 = 1,2 ma posta¢ A = . Latwo zauwazy¢, ze| AT = A| Ponadto

A1 =13 > 0 oraz Ag =detA =9 > 0. Zatem ATjest symetryczna i dodatnio okreslona. Stad
Wmoskujemy, ze s Jest iloczynem skalarnym.

_Zz\T ¥
Obliczymy norme wektora v = (—1,3). Lra x2 ) | AN J LM
4

— | - 2 A
A 4,
L/ﬁ/qz}/‘ A ‘Am) z\HvH—\/svv V13(=1)2 —4-(-1)-3+32 =34 A
l \ - ﬂ%/c/\/n/"ZXzy}
9.2 Uklady ortogonalne ~2xayz vY92FT

Jesli nie wyszczegdlniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy norme
pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.
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Niech (V;(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V| ktérego dlugosé jest rowna 1
nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormowac, tj.
znalez¢ wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

Istotnie & := r jest wersorem, bowiem [[0] = ’ G ‘ = |mn| - 11l = o - ol = 1.

Miara kata miedzy wektorami ) D,
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi Wektorami Na 12
mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u,v € V' mamy /\/‘ 0y . ,G)
[, )] < VG uy /T, 0) = [full - flol| = Al <1 e A1 i < 1 0°>

Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ Héﬁ ﬁln jako cosinus Jednoznacznie okreslonego kata

€ [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a. Utozsamlamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem
(u,v)

£(u,v) = arccos —————. (

[lul] - [[ol|

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony. -

Przyklad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z], (.,.)), gdzie |(p,q) = p(0)q(0) +

>—

(u, v) = (0>v<0 ()()—2 542-4=18 )
lull = v/, u) = Vu(0)? + w12 = V22 + 2% = 2v2 <UD ;wa;((/w\l

ol = Vo, = 1[8v<o>12+[v< N = VET P = VT W&\ Ing
2V2-V41

£ (u,v) = arccos T = arccos

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory w,v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny
jest rowny zero. Piszemy wowczas v | v.

ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,jE{l,Q,...,n} 1F# ] :><U1’,Uj>20.

ii) Uktad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym i
kazdy wektor jest unormowany, czyli ~———— -
— du

Thadtl o
- _J O i
Vi, je{1,2,...,n} (vl,vj>—{1 LG <(\§b b» \ “\
Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora. Mo/ )\

1
(f, f)= ||f||2Zfirﬁsin%r:dyc:fiT #dmz [%x—lsin%c} L=

Przyktad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (., .)), gdz1e\f,\_ff\]
Sprawdzimy, czy wektory f(x) = sinx, g(x) = cosx sa ortogonalne/ortonormalne.
prah o (f,g) = ffﬂ sin x cos xdx = % ffﬂ sin 2xdx = [_Z coS 2x]i = i(

. —1-(-1))=0 %‘f.ﬁﬁ’
Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne. {L to n. ¢ oD S

W~
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Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V ou Lo & |lu+ol|* = |[ul)® + [|v]]*

Dowdd. [[u+vl[? = {u+v,u+v) = (u,u) +2(uv) + (v,0) "L [Jul2 + o] O

Twierdzenie 9.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo nieza-
lezny.

Whniosek 9.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny nie
zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonor-
malnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 9.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),eo = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

N
9 R,

|3

A o A
MOTYWACJA: Przestrzen E? ) * . \'Q N \V ?(wom“‘
baza ortogonalna Bj = (1 = (1,0,0),5 = (0,1,0),k = (0,0, 1)) W

Dla dowolnego wektoralv = (vy, vy, v,) mamy v, = v o1, v, =vo0 j’, VU, =V O k.

Z doktadnoscig do znaku skalary v,,v,, v, to mutmogOMWektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v,, - 7, Uy -j, v, - l;‘, to rzuty ortogonalne wektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio.

_ > A
‘75’(\?0Q I-4 % (\r/k’ﬂﬂ‘%) /.\.: oL Qry -

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, bo, ... ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni euklide-

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej 0

/ sowej (V,(.,.)). Niechv € V, v = [o, aa, ..., an)5. Wowczas
310)7 Vie{1,2,...,n} o= <”’bl2> v .
114 (\f}c _ U)fhbi.
Ponadto
(u,b1><w,b1) (u,b2><w,b2) <u7 bn><w7bn>

Vu,we Vo (u,w) = . ’
[1b1]]2 |[b2] |2 |6n]]2 ey ne

Whniosek 9.2.11. Jesli B = (bl,bg, . .,bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklidesowej ©° 0 ¥
(V,(.,.)) oraz V 3 v = [y, g, . .., ] g, tO WOWCZAS

Vie{1,2,....n} ;= (v,b;)

oraz

Vu,w eV (u,w) = (u, by)(w, br) + (u, ba)(w, by) + ...+ (u, by)(w,by).
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