Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V ou Lo & |lu+ol|* = |[ul)® + [|v]]*

Dowdd. |[u+|]? = (u+v,u+v) = {u,u) + 20 v) + (0,0) L= [ju])? + |2 O

\ Twierdzenie 9.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo nieza-

s lezny.
Y ¢ ww(\/\\f\l] Aow 0 s &M T Lsero oV

Whniosek 9.2.7. i) Uktad ortono malny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej ukltad ortonormalny (lub uktad ortogonalny nie
zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonor-
malnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 9.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e3 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).
rE

Wspolrzedne wektora w bazie ortogonalnej 1) t.d ) \R17 ~

A n N
MOTYWACJA: Przestrzen E3 g / \Q »3 \\'(4 D(L\/U‘O‘MA
W~

baza ortogonalna B} = (% = (1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0 0,1))
Dla dowolnego wektoralv = (v,, vy, v,) mamy v, = v o z Uy =00 ], V, =0VO0 k.

Z doktadnoscig do znaku skalary v, v,, v, to (WmutMOgOMWektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v,, - 7, Uy -5, v, - l;‘, to rzuty ortogonalne wektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio

QAR vy A Bot 6 F

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, bo, ... ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni euklide-
/’_.

/ sowej (V,(.,.)). Niechv € V, v = [o, aa, ..., an)|5. Wowczas
X .,
e S

<7 “’M’%*- v Lakn) obon
000" ‘mno\o/\ - Ht,\\swo\\m
O(ubg ) (w, ba) bub Y(w, by)

[ Tl Tl ehir e
Whiosek 9.2.11. Jedli B = (bl,bg, ooy by ) jest bazqw’@m_przestrzem eukdidesowej 0> 0 ¥
(V,(.,.)) oraz V 3 v = [y, g, . .., ] g, tO WOWCZAS

Vie{1,2,....n} o= (vb) oot = A

oraz
Vu,w eV (u,w) = (u, by)(w, by) + (u, bg)(w, ba) + ...+ (u, by)(w, by).
———E \A I\ LJ A \A v \'JL \'\\/\ W,
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Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 9.2.10 przyjac¢ ||b;|| = 1. O
Whniosek 9.2.12. Niech B = (bl, ba, . .. ,bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V (., .)) oraz \

niech v,w € V, v = [a, a9, ..., s, w = [f1, B2, . .., Buls. Wowczas baza B jest ortonormalna
wtedyitylko wtedy gdy (u,w) = 161 + asfs ... + a,f,.
whedy ityl y gdy (} 151+ asfs. .+ anf
Dowdd. Zauwazmy, ze (v, w) = (327, oubi, 357 Bby) = 3201 @i (bi, by) réwna sie 377 aif;
_ [0 A ac A
Wtedyltylkowtedy,gdy<bi,bj>—{ R E O i’[b ({\ Ldé»/@
\V/’—) Lo )

Dopelnienie ortogonalne

Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.

Definicja 9.2.13. Zbior S* :={v € V : Vz € S (v,z) = 0} nazywamy dopetnieniem ortogo-
nalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy tj. S = {z},
to zbiér S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 9.2.14. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa. % \}w}“b'\j\sz\w [ N U\:}W“ ,\B(oﬂ
i) Jesli wa_m(i}&trzeniad liniowa, przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznig liniows. APV

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbiér {u}* jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyklad 9.2.15. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonale d¢ u =
(1,0,1,0). 'L’,{ W L \j;?
0= (10,10 lruad) LWy~ ={wer? WLy,

N1echv— (z,9,2,t) € R*. Wowezas u L v < uov =0 @(x—i—z—() Zatem

= (x,y, —x,t) oraz }L {(z,y, —x,t) : z,y,t € R} —hn{(l 0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

- b X0 «wou»%
Definicja 9.2.16. Niech U bedzie podprzestrzenia hmow przestrzeni V. Jesli w € U™, to

mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.
/_/——//\_\—’ ~—

Uwaga 9.2.17. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, zas B = {by,..., b}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V'

wlU<&Vie{l,2,....k} wLb

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i € {1,2,...,n}

mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [aq,...,0ylg mamy (w,u) =
041<u<\,b1>+.. + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Q —
Przyktad 9.2.18. Roz@vaz’my V = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, g fo x)dzx, pod-
przestrzeii U = R, [x] oraz w = 622 =06z + 1. Czy w L U?
L— J

—_—
wlU=Rz]=lin{l,z}je wllAwlx /

(w, 1) = [;'(62% — 62 + )d:r:*2x3—3x2+1:|(1]—0
(w, x) :fol(G:U — 622 + x)dx = 32t — 22% + xQ}O 0  Zatem w L U. v’

v
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Wtasnosci dopetnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.2.19. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, U, jej podprzestrze-
niami liniowymi. Wéwczas:

1 U1CU2:>ULCU1J',

i)
ii) U+ = (linU)*4,
i) U C (U

iv) Jesli dim U < oo, to wowezas U = (U+)+. 2
9.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,} C V be-
dzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny {ci, ... ¢} C

V taki, ze lin{by, ... by} = lin{cy,...cn}- ' Kot (\C
Whniosek 9.3.2. i) Kazda skonczenie wymiarowa przestrzei euklidesowa rézna od {0} ma / \’\{\M\"\ Mb

baze ortogonalng i ortonormalng.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna uzu-
petié¢ do bazy ortonormalne;j.

anag & Qod LLU M

x Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Whiosek 9.3.3. Jesli B = <bl, by, ... ,bn) jest dowolna baza przestrzeni euklidesowej (V) (., .)),

to wowczas ciag wektorow C = (cl, Co, ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza ortogonalng tej
przestrzeni.

(b3, c1) (b3, ca)

C3 i — b3— C1— Co
[leal [lea|

Przyktad 9.3. 4 RozwaZmy przestrzen Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)g(—1) +

p(O) (0) + p(1)q(1). Dokonamy ortogonalizac)i bazy B = (1,7, ) )
/\\ 3

Nlech @2 = %@Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b o by =
+1-1

21Jegli U jest przestrzenia nieskorniczenie wymiarows, to rownosé na ogol nie zachodz1 Przyktadem moze byé
podprzestrzen U przestrzeni V = C([0, 1], R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo f(@)g(z)dx, postaci U = {f €
V : f(0) = 0}. Mozna uzasadni¢, ze UL = {0} i w konsekwencji U # (U+)+ = V.
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Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna. \o/\

_— o
I KROK: Niech_c_lj_g: 1. M“\ Lind o4 \\o 1\) QJVM( C"\@

IT KROK: Poszukujemy Co = b2 —|— acy, a € R. Dobierzmy « tak, 20c; =0. —
(/b PP B
Obliczamy 0 = cy0c; = (be+acy)ocy socita-(ciocy) = (=1-140-TFT-1)+a(l+1+1) = 3a.

Skad o = 0. Zatem ¢y = by = . (Moglismy to zauwazy¢ wezesnie;j.)
(\, <o, \\0 27 =0 M (LI\\I\&’\ \\01\\3\7 = Q/‘“[C"\C@
ITIT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = by + S1¢1 + [aca, B, P2 € R. lerzmy| 31

=0 =20

¢ 7ﬂ2 aka \l/
(}( bykgoclzf]orazlc?,ocz—o j & - O\ 1 %
Main T=Goa = (b3+ﬁlcl+ﬁiciiocl —530014-51(01001)—1"52(02001)—b3001+51||01|| =

———— -C
v (1 140-TH1 1)+ p -3, skad ot 2O NG .0 1\0/4\\ Cf\"z"o A
Lt Analogicznie 0 = ¢3 0 ¢; = (b3 + B11 F facs) 0 ¢3 = by 0 ¢y + Bi(c1 0 ) + By T o) = //(o .
\m‘\ b 0 3 + Balleal = 7(21);0‘%1 1) + B - ((—1)* + 0 + 12) = 28, skad f, = 0., R
< Zatem c3 = by — 3¢ = 2" — 5. < \
X A (c1 =1,¢3 = x,¢3 = 2% — 2) jest bazg ortogonalng. Q

‘ ADCA » ‘C o(w (37
||cl|| —\/1+1+ =3, ||ca]] ST = V3, ||03|| S I W
\MSO‘J) Baza ortonormalna jest uktad wektorow

P (= o — V8 4 o _ V2 g V60,2 2y _ v6,.2_ V6
C=a=n=% 2= a1 = 246G = =% =3 =9 -%)

Ry

Przyktad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Ry[x] z iloczynem skalarnym
\
(p,q) = p(=1)g(=1) + p(0)q(0) + p(1)g(1) oraz dwie bazy tej przestrzeni B =

(1,m,:c2) oraz
'C/_ d = \fc/_ﬁ /6 2_2_@2_@) —
1 27 2 -

3 z g = (e" = 3) =5 3
Dany jest wektor[ﬁ%i_%\/kj Obliczymy jego norme. MOD C l T W
1pl12 = [p(—=D)]2 + [p(01]2 + [P(DE = (V6 — 3v/2)% + (V6 + 3v/2)? = 12 + 36 = 48. Zauwazmy,
zeﬁ:_MZ_G\ﬂc/orazp—[OS\/_\/_] \/

Baza C' jest bazg ortonormalng, zatem ||p||> = (2v/2)% 4 62 + 22 = 48.

| ¢
\\?\\ L ¢ D
Baza B nie jest baza ortonormalna, dlatego tez ||p||* # (3v/2)? + (v/6)% = 24.)< \ \?

%amerzowa metoda ortogonalizacji

@/\\w Twierdzenie 9.3.6. Niech w, ..., u, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni E".
C@ Niech A € M,,xn(R) bedzie macierzg, ktorej kolejnymi wierszami sg wspotrzedne wektorow
Ui, ..., U, W bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje elementarne na wiep——
_ szach (bez zmiany koleinosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna doprowadzi¢ ja do postaci
G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna 75()71@. Wektory wierszowe tak otrzymanej
macierzy A" € M,,»,(R) sa ortogonalne w E".

Przyktad 9.3.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow b; = (1, —2,0), by =
(5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3. -

\V/ A myry\/\ A{"\%’V\
DKAT\AX —-’?T/G\P;} N AT A - A
5 (s

AN
Wb (T



-1 20
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1 |=46+#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem by o by =5 —10+ 0= —5 # 0.
1 5 BpA]
3 .
A-AT =] =5 51 49
é_:?z_l: s 51 4 o3 AT )
¢>§ L—5 51 49 {Y.(\lﬁ/"\‘
5 4 4|-3 49 57\J) b ¥ o
5 -5 -3 2 0 5 -5 —3|-1 20 Lo\t ?
[A-AT|A]= | =5 51 49 51| 510 46 46| 6 3 1
-3 49 57 4 4 | wtswn o0 46 20 2 44

5 5

L_(\(/ff\o
1
RN 0 46 46 6
2
5
Uktad ortogonalny c %T—ﬂ-@ =(( 6 3,1), -2 -1)3).
aprze a neJ maci zy otrzymujemy ||cy|[%, ||| 12, ||es]|?.

Jesli nie uzywaliSmy operacji a-w;, to n

Zatem [[e]| = V5, [[eal| = V46, ||es]| =

-1
5
)
0
1
= 3

\/423

9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 9.4.1. Operator liniowy m € End(V) dany wzorem

rﬁ% ’{dod(\’\/ YVoeV n(v)=u, gdzie v—ulU, LoV &
. — ) ”T’\C(ylnodl
nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U. Obraz
wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen U. T Aot
\/ / N au e% LO\O»))
(\rw:\/’ N ewt v na + o

o0 201-
\\9(\)\' e O oy Y H——L% 3 1\93

NM\N

Twierdzenie 9.4.2 (Jednoznacznosé¢ rzutu ortogonalnego). Jesli dimU < oo, to wowczas dla
dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego wektora na
podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl,bQ,...,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = w(v) =
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aq, g, ... 7ak]37 gdZie

(b1, b1)  (bi,bs) ... (bibp) || ™ (v, b1)
(by, b)) (ba,bo) ... (by,by) ag | _ | {vb2) 0
(b, b1} (Oksbo) o (b, bk) | |y, (v, by)
i) Jesli B = (bl, bo, . .. ,bk.) jest baza ortogonalng podprzestrzeni U, wowczas
<U7b1> <U,b2> <Uabk>
’U,:ﬂ'(Q}): bl+ b2+—|— bk
[1a][? 1022 [10x][?

iii) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortonormalng podprzestrzeni U, wowczas \/
j - £
VN \Q}\; w = m(v) = (v,b)by + (v,b2)by + ... + (v, b)by. \/
M/ AW =2 b 5 x (X< \L

b= g ol

(N b (bbs) - (ribe)
Maciers (ba,b1) (ba,bo) ... (ba, bg)
(beab) (bisbe) . (bib) YEAVY,
macierzg Grama uktadu wektorow (bl, by, ..., bk). (A’ \\»’"UU,M ‘0\0\) x’&&m

e
Whniosek 9.4.3. Niech V' bedzie przestrzemai\eukhdesowq, za$ U jej podprzestrzenia liniowa. ,.

Niech B = (bl, ba, .. bk) bedzie baza ortonormalnad podprzestrli iU, za$ A € M, x,(R) macie-

73, ktorej kolumnaml sa kolejne wektory bazy B. Wowcza dst reprezentacja macierzowa
projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U. ’Zj al u’n\ \ h,)

Y na
Qv vand . . sleckary (‘Uw - <ub A%”f’""\bg

Przyktad 9.4.4. W przestrzeni euklidesowej E* Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora v =
L\( =(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}. - 7
) - —
o . . 2 1 12 v <40
Zauwazmy, ze B := (b, by) jest baza U, bowiem r 11 - = 2. y
' 1\ A = ;\I’W
METODA I dion W= /1
ﬁz\nm wi=v—ulU e wlb=(211,2) Awlb=(,1-30 ~

L el —_
u € U, zatem istniejg o, p € R takle ze & = aby + Bby. Wowczas
E—

w = (1,1,1,0) — a(2,1,1,2) — L =30T=TT —2a — 3,1 —a— 3,1 —a+33,—2a) vy
R=\N—W=V =-x\,- ’?)w.

Otrzymujemy uktad dwoch rownan

0=(w,by)=1-2a—-p,1—a—-p,1—a+35,—2a)0(2,1,1,2) =4 — 10q,

0= (w,by) = (1-20—8,1—a—f1-a+35-20)0(11,-3,0 =1 118

Stad a = 5,5 = —= oraz ’\ w:/
M SX%V\A@,J\Oﬁ 1 S\LL‘CI?
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_ _ 12 _ _ - _
u=la, Bl =[5 —55ls = $br = 57b = (5,5, 5:3) — (G0 700) = (B0 8. 550 5) e
= \_J\ R NV
METODA 11 QA= SL\,\AO“ by e I 4
Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna. (&l¢ nic O(ﬂ;,\o/mr\ahrw) ~J 5 y;
Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) o ( 1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 9.2.10 mamy

—
\u= [%31‘3, %;’ﬁQhAle v, b;) = (u,b;), zatem u = [ﬁ%ﬁll%, fﬁ,jf% .. Obliczamy
<U b1> - (171717()) (27]—7]—72) 4 <’U b2> = (1a 5 4y © (1717_370) = —1 oraz ||b1||2 - 10’
||b2]|> = 11. Stad u =
Pl i oy

UWAGA: Gdyby baza B := (by,bs) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowac i w dalszych rachunkach wykorzystaé¢ znaleziong baze¢ ortogonalng
C .= (Cl, 02).

\/ ba::; s A\
©

= {0, by}, gdaie

METODA III
Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze¢ B. Niech B

<

2 L
o= i = A5(2,1,1,2),0 = q2p = S=(1,1,-3,0). Niech A = | YI° Vi | Macierza
L V1o
r 27 16 —4 2 7 ( ((B [ 39 7
% 5 % 5 u\/& ) 55
6 20 —19 1 1 17
. . 55 110 110 5 1 55
projekcji jest A . Stad AAT 1= )
=4 -19 101 1 37 *
(}(e ’\WD{M(( 55 110 110 5 0 55 X\,
C\L/\«Ov‘ 2 1 1 2 4
(ﬂw \(\M_&; 5 5 5 (\)-;(/\\A\y\\Q) L5

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzenn E? i jej baze B = (b, by, b3). Niech C = (cy, ¢9, c3) bedzie szukana baza

ortogonalng.
KROK I:
C1 = b1
KROK TI: IO T o
(ba, c1) 1 ,,( Ca Lilann o
- Cy 1= b2 — —2C1 = bQ - 7Tlin{(:1}<b1) AN ~a UM
Cy + o, “bo el —_— L

é’\/\/\x\ z;((OJ\cOVC\”\\f‘j 127 00”’/] ATEN
Vo naA ﬁ"’\



KROK III:

(bs 1) (b3, c0)

C3 = b3 — ||2 Cy = b3 — ﬂ-lin{(fl}(bfﬂ) - 7‘—1111{(:2}<b3) = b3 -

Tin{cy,c2} (U’&)

el les

9.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe

1 2 3 1 1
Przyktad 9.5.1. | 6 5 4 0=1|6
0 89 0 0
Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma diugosé v/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przej$cia mozemy zmieni¢ ich
dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktére pozostawia powyzsze Wlel

kosci niezmienione. 0(,6 k :1 = <~ @1/1/ A )

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € M, (R), jesli ATA = I, , to wowczas ATA AAT
Istotnie, z rownosci AT A = I, wynika, ze detA # 0 oraz AT = A™'. Zatem [ = AA™! = AAT. U

Definicja 9.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng, jesli

(lub rownowaznie AAT = 1I,,). _— M/f; AO
N P -1 2 2 A F\/l = j’ T

b\ Przyktlad 9.5.3. Macierz A = % 2 —1 2| jest ortogonalna. Cg ;’,) L

2 2 -1 )
e (A1)O11) \/ |
Twierdzenie 9.5.4. Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dmalamem a/ A
mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem O(n

Wniosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1. M A j—/— A
\ -
ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (jako wektory w

R™ wzgledem standardowego iloczynu skalarnego). Analogiczne stwierdzenie jest praw-
dziwe dla kolumn.

iii) Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne tej
przestrzeni. Wowczas macierz przejécia Pg_p jest macierzg ortogonalna. I odwrotnie, do-
wolna macierz ortogonalna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z réwnosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)?.. O
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Oczywiscie nie kazda macierz kwadratowa o wyznaczniku réwnym 1 lub —1 jest ortogonalna.
31 30

5 2}orazB:{0 %}

Latwo sprawdzi¢, ze detA = 1, za§ AAT # I. Podobnie detB = 1 i mimo tego, ze kolumny B

sa wektorami ortogonalnymi, to jednak BBT = [ 8 [l) ] # 1.
9

Przyktadami moga by¢ macierze A =

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Rozpatrujemy norme zadana przez iloczyn
skalarny.

Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy izometrig liniowq, jesli zachowuje
on odleglosé, tzn. spelniony jest warunek

Vu,v eV lp(u) — ()] = [Ju = vl|

Definicja 9.5.7. Zalozmy, ze dim V' < co. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy ortogonal-
nym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogonalna.

Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejécia miedzy dwiema bazami
ortonormalnymi jest macierzg ortogonalng oraz z faktu, ze macierze ortogonalne tworza grupe.
Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowanie liniowe, ktére przeprowadza
pewna (kazda) baze ortonormalng przestrzeni V' na baze ortonormalna.

Uwaga 9.5.8. Niech ¢ € End(V) bedzie izometrig liniowa. Wowczas
i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem.
ii) Spec(i) © {~1,1}

Dowad. 1) Jesli v € Kery, to ¢(v) = Oy, zatem ||p(v)|| = ||v|| = 0. Z definicji normy, ||v|| =0
wtedy i tylko wte v = Oy. Ponadto dim V' = r(¢), wiec ¢ jest surjekcja.
ii) Dla dowolnego v € V mamy ||p(v)|| = ||v]|=1-|jv||=|£1]-]|v|]]. O

Twierdzenie 9.5.9. Niech (V,(.,.)) bedzie skonicznie wymiarowa?? przestrzenia euklidesowa
oraz niech ¢ € End(V). Nastepujace warunki sa réwnowazne.

i) ¢ jest izometria liniowa.

)
ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yv € V' |[p(v)|| = ||v]|.
)

iii) ¢ zachowuge iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).

iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym

22Jedli V jest nieskoriczenie wymiarowa, woéwczas kazdy operator ortogonalny jest izometria liniows, jednak

nie kazda izometria liniowa musi byé operatorem ortogonalnym. Przyktadem moze byé przestrzen s ciggow
zbieznych z kwadratem, tj. takich rzeczywistych ciagéw liczbowych (ay)nen dla ktorych D07, a? < oo, wy-
posazona w iloczyn skalarny ((an), (bn)) = >.0o | anb,. Operator liniowy ¢(ai,as,as,...) = (0,a1,as,...) jest

izometrig liniowa, jednak nie jest ortogonalny, bowiem ¢ o p* # id, gdzie ¢* jest operatorem sprzezonym do .
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