Oczywiscie nie kazda macierz kwadratowa o wyznaczniku réwnym 1 lub —1 jest ortogonalna.
31 30

5 2}orazB:{0 %}

Latwo sprawdzi¢, ze detA = 1, za§ AAT # I. Podobnie detB = 1 i mimo tego, ze kolumny B

sa wektorami ortogonalnymi, to jednak BBT = [ 8 [l) ] # 1.
9

Przyktadami moga by¢ macierze A =

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Rozpatrujemy norme zadana przez iloczyn
skalarny.

Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy izometrig liniowq, jesli zachowuje
on odleglos¢, tzn. spelniony jest warunek —_—

Vu,v eV [lp(u) — ()] = [Ju — v]|

Definicja 9.5.7. Zalozmy, ze-d

Y, S
nym, jesli jego macierz @

Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejécia miedzy dwiema bazami
ortonormalnymi jest macierzg ortogonalng oraz z faktu, ze macierze ortogonalne tworza grupe.

V' < oo. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy ortogonal-
bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogonalng.
AN~

@AY

Uwaga 9.5.8. Niech ¢ € End(V) bedzie izometrig liniowa. Wowczas A -

i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem. \)>

y gendt \

ii) Spec(p) € {-1,1} J
Dowad. 1) Jesli v € Kery, to ¢(v) = Oy, zatem ||p(v)|| = ||v|| = 0. Z definicji normy, ||v|| =0
wtedy i tylko wte v = Oy. Ponadto dim V' = r(¢), wiec ¢ jest surjekcja. / 1
ii) Dla dowolnego v € V mamy ||p(v)|| = ||v]|=1-|jv||=|£1]-]|v|]]. O “\'? \M) \ l’]j‘
Twierdzenie 9.5.9. Niech (V,(.,.)) bedzie skonicznie wymiarowa?? przestrzenia euklidesowa
oraz niech ¢ € End(V). Nastepujace warunki sa réwnowazne.

e ™

i) ¢ jest izometria liniowa.

) i
ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yo € V ||p(v)|| = ||v]]. ’\ j ) \
| 2 j ¢ 2 \\/\.)/ \\

iii) ¢ zachowuge iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).

iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym

22Jedli V jest nieskoriczenie wymiarowa, woéwczas kazdy operator ortogonalny jest izometria liniows, jednak
nie kazda izometria liniowa musi byé operatorem ortogonalnym. Przyktadem moze byé przestrzen s ciggow
zbieznych z kwadratem, tj. takich rzeczywistych ciagéw liczbowych (ay)nen dla ktorych D07, a? < oo, wy-
posazona w iloczyn skalarny ((an), (bn)) = >.0o | anb,. Operator liniowy ¢(ai,as,as,...) = (0,a1,as,...) jest

izometrig liniowa, jednak nie jest ortogonalny, bowiem ¢ o p* # id, gdzie ¢* jest operatorem sprzezonym do .
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Whiosek 9.5.10. Izometrie liniowe zachowujq kqgty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u i v
wynosi «, to kat pomiedzy wektorami ¢(u) i ¢(v) réwniez wynosi a.

Uwaga 9.5.11. Jesli rozpatrujemy w R™ niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie

musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanoniczne;j.

Przyklad 9.5.12. Rozwazmy przestrzen euklidesows R? ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem op(z.y) = (—y, ) oraz dwie bazy przestrzeni R?,
bazg kanoniczng B = (61 = (1,0),es = (0, 1)) oraz baze C = (c; = (1,1),¢2 = (0, 1))
S—
Mozemy wypisaé reprezentacje macierzowe odwzorowania w.% /
-1 -1
A= M(BB) — (C,C):[ : 0}.

Sprawdzenie warunku #/1 W tym, czy ¢ jest prze-
ksztalceniem ortogonalnym, bowiem baza C nie jest baza drtonormalng rozwazanej przestrzeni

euklidesowej. ®

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Zatem
zZ réwnoécg@wynika, ze o jest przeksztalceniem ortogonalnym przestrzeni euklidesowe;j
R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Jest to rotacja o kat prosty w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara (a zatem jasne jest, ze zachowuje odlegtosci).

Przyklad 9.5.13. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm
¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometrig liniowg?

PR

L
Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Wy-

znaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

_(1) 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

r. | =10 -1 1| 1 -1
AA‘{M 01|71 2| AL
Zatem ¢ nie jest izometria liniowa.
—\

Otrzymujemy A = [

Przyktad 9.5.14. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R?, g) z iloczynem skalarnym

1 1 1
g: R? x R? — R, g(z,y) = 101 — sT1Y2 — =Toyy + oy, d

T = (:1;1,1:2),3/ = (yl’yz)

—_

oraz odwzorowanie p(y,T2) = (—x1+ 22, T2). Niech A = M, (B}, B}) = [ 0 -1 ] Baza kano-

1 0
niczna B} = (e; = (1,0), ez = (0, 1)) nie jest ortonormalna, bowiem g(e1, e2) = —1 # 0. Zatem
——— |
30|



\

ie mozna wnioskowaé, ze ¢ jest izometrig liniows.

7z warunku JAAT =T

\ Rozwazmy baze C = (¢1 = (1,0),¢2 = (1,2)) oraz B = M,(C,C) = [ (1) _f ]
——

- Baza C jest ortonormalna, bowiem
gler, ) =1=1=0, ||a]* = g(c1, 1) =1, Hca 2=g(cg,c0)=1—-1—-1+4+2=1.

-~ _2

T _
7, warunku BB*' = 9 9

przestrzeni euklidesowej (R?, g).

# I _mozna wnioskowaé, ze ¢ nie jest izometria liniowa w

(-2 ”)l‘{vzt/4\)>
[eal] = 1| 288 [[p(eo)[| = [[(=2, DIl = 4+ 1+ 143 # 1.

\1" —

Alternatywnie mozna zauwazy¢, ze

En

Zatem ¢ nie zachowuje normy.

Izometrie liniowe przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym

Jesli v = (vg,vy,0,) jest wektorem w R?, to symbolem v’ oznaczamy odpowiadajacy mu
———"

Ux a—
wektor kolumnowy | v, |. )(
v,
n=1
\\S’M jest linowe, zatem ¢(x) = ax, a € R
P jest izometria, zatem |x| = |ax| = |a| - |z| oraz@
Otrzymujemy dwie izometrie liniowe 1 = idg, czyll p;(z) = = oraz ¢, takie, ze po(zr) = —x.
—
n=2

Orientacja plaszczyzny

Jesli obrot osi Oz dookota punktu O o kat 5 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia Oy
odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéowek zegara, to mowimy, ze uktad jest pra-
woskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara, to lewoskretny.
O ptlaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze zostata zorientowana.

AY AX

N N

»

y

=<V

uktad prawoskretny uktad lewoskretny

Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio.
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Podejscie algebraiczne

7 zalozenia ¢ : R?> — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie standardowe;

A= [ cg ; ] € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz‘ detA = il.i
F

7 réwnoéci I =
-—

a’*+b* =||[a,b |
otrzymujemy uklad réwnan ¢ ¢+ d* =||[¢,d]|P =1 & (ﬁ‘L) ((ld) “ﬁcgo‘\f
ac+bd = [a,b] o [¢,d] = 0 (e L (qu ) (
Punkty (a,b), (¢, d) leza na okregu jednostkowym, zatemieje taki kat a,
ze a = cosa oraz b = sina. Wowczas na mocy warunku ortogonalnosci ac + bd = 0 mamy,
ze ¢ = cos (5 +a) :\—sinoz, d = sin(§ +a) :&sa lub tez ¢ = cos (37 +a) = sinq,
0

d = sin (37 + Er: — COSTT sumowujac, ==

) ke QD

1) W pierwszym przypadku detA = a? +b* ="1. Niech v = (z,y) = (r cos 3,7 sin 3). Obliczamy

o(v). E— — \LQ A= ﬂ\{

« L )

A [ T ] _ [ cosa —sina } { r COS ] ., [ cosacos B — sinasin 3 ] ., [ cos(a + ) ]
Y sina cosa rsin 3 sin av cos 3 + cos asin 3 sin(a + ()
Mamy do czynienia z rotacjg (obrotem) o kgt o wokol punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli
kat « jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R, lub Ay A
R(«). — 2
a‘
Macierzg obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara v
(obrotu o kat —a) bedzie R
. B | -
A1 AT [ cos sma} %
—sina cosa

Zauwazmy jeszcze, ze det(A —tI) = (a — t)* + b* 1 Spec(A) = @.
Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacyi uktadu wspotrzed-
nych.

Uwaga 9.5.15. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzednych i
obracaliSmy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). GdybySmy zmienili uktad na
lewoskretny, ruch odbywalby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie uzywa obrotu
osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje obrét osi o ten sam
kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazoéwkami zegara).
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y A ¥
_____________ P
- Ty ,
a X QX
>
X
Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.
polozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspolrzedne.

Wspohrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspolrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat a nazywamy obrot bez zmiany poczatku uktadu oraz
bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

::‘.‘;._.. ............. V1=(X1,y1) V1=(X1,Y1)

V<

¥ x

o(v1) = (1 cosa — yp sina, q sin « + y; cos @)
Przyktlad 9.5.16.
Lo S I identyczno$é, tj. rotacja o kat miary 0
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\n &
?fa o34 l (X\\J <“(}ﬁ\7“
(1) _(1)} _ = [ rotacja o kat miary 7 ('\C‘f\f)) o (”D\)é) :/O

Lo ] = _z ] rotacja o kat miary m

-

Y
01 [ x . Yy . . 3
10 ] Y ] = [ o ] rotacja o kat miary 5
sinil

p 1=
§?V-A A

_1 V3
Przyklad 9.5.17. Dana jest macierz A = 2 ] € Ms(R).

2
Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze Mracierz ta reprezentuje rotacje.
Znajdziemy kat obrotu. e — T

S\n < =

Poniewazt)gsggr::}(zatem « ma miare 3 7 lub % 3. Ponadto \Silj;_\_g_/zas sin 47r = — 23
Zatem jes w kierunku zgodnym z ruchem Wskazowek zegara o kat 37 lub (rownowaznle)

obrot w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o k@t ST 9‘

y=mz, m € R okat 7. —_— v oL

——

Twrd snd
f\:\‘c -w,-cx det(A —tl) =

Przyktad 9.5.1%. Wyznaczymy réwnanie prostej I’ powstatej przez obrot prostej [ o réwnaniu

Obliczamy 2’ = zcos ] —ysin ] = \[(:1: —y), y = zsin§ + ycos— = ﬁ(:}: + y). Dodajac i

odejmujac rownania stronarmfblfcﬁ?@: (a: + y)
rownanialy = max, otrzymujemy —z’+1y' = m(z’ +y) Zatem (1—

(
m)y'

prostej obroconej jest (m + 1)z + (m — )w
1 U\l/\u\ X

2) W drugim przypadku detA = —1. Ob iczamy

r +y). Wstaw1ajqc do
= 1—|—m )z'. Rownaniem
S

'1,\ S ’2’[\~ “
AL

(Z/L -y X
= (2

7 /n \,./N)
):—(a—t)(a+t)—b2:t2— v =1~ 1.

a—t b
b —a—t

Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W_bazie wektorow wlasnych
@@ Niech v = (x,y). Obliczamy wspotrzedne

macierz operatora ¢ jest postaci D =

¢(v) w bazie wektorow wlasnych.

(%, g)
o[3]=lo 2] 0] 5]
y 0 -1 -y |
_— N *-\-j )
Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A = P~ 1DP
gdzie P to macierz przejscia do bazy wektorow wlasnych. Zmiana bazy oznacza zmiane ukltadu

wspolrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspolrzednych (bo przeksztalcenie jest li-

niowe). Zatem A z jest symetrig ortogonalng wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez

punkt (0,0). Jaka to prosta?
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Ff

%)
Podejscie algebraiczne

e
Przypu$émy, ze [ jest prosta o r()wnaniu< y = tgl - x] Aby znalezé odbicie wektora v wzgledem 0~ L Y
[ postuzymy sie inng baza ortonormalng.Plerwszy wektor bazowy b, bedzie wersorem lezacym 5\
na prostej [, a drugi by bedzie wersorem do niego prostopadlym. Zatem by, = (cos 3, sin 3), by =

(—sin 3, cos 3). Istnieja skalary ci,cy € R takie, ze v = c1by + caby.)Obliczamy e

-4-2 \/f i
T cos f3 n —sinf | | cicosfB —cesinff | | cosf —sinf 1 \/

U gin Io] 2 cosfB| | aqsinfB+cycosB | | sinfB  cosf Co

Podobnie obliczamy ¢(v) =|c1b; — cabs. <

B cos 3 —sinf | | cicosf4cesinfB | | cosf inf || /
@(U)T_cl{sinﬁ}—cz[ cosﬁ}_[cisinﬁ—cjcosﬁ}_[ : — osﬁ}w
Stad ,
|4 *\“0>
v o=

| cosp sin 3 cosf sinf8 | o | cos2f sin28 | ¢
| sinf —cosf —sinf cosf v sin28 —cos2f 71} (X\

| =Y

. : i X
Czyli @« = 20 i maciergs\k?cf)s « S ] re—/\@
—S sino  —Cos«

%Z@\C m3¥§\47

o(v)T = [cosﬂ Sin,@:| [ cosff —sinpf

sinf3 —cosf sinf8  cosf3

prezentuje odbicie wzgledem prostej o réwnaniu ¥
y=1tgg - x.
v
Podejscie geometryczne w
(V)

AY LY
y=tgp-x
g S S
s : P
il B\ » = B’) rrrrrrrrr >
X P X

135



AY AY

.P ¢ .P y=tgp-x T ?oon e
,;---;':';': '-"-J'-‘V“'__"' Od\\o\' 0 g ‘;— -
e\ .PQ oY P - )

X ' X “a0 X

L 0 —| \3
1) Obracamy punkt o kat —f. y 4 v aw ?0"0\10‘ o - “7(

-A cosf3 —sinf3 - B cosf3 sinf3 A o i A \
QQ%\B sinf3 cosf3 - | —sin os 3 A77 A . L J
2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0. (1) _(1)

o 9 OV( cosf —sinf
| Wy '(\q' vy @ [ sin 3 Cosﬂ/
cosf8 —sinf 1 0 cosf sinfl |
sin 3 cosﬂ} {0 —1] [—sin,@ cos B a)
cos 3 sin (8 cosf3 sinf cos 2 sin 23 /
:[sinﬁ —cosﬁ] [—sinﬁ cosﬁ}z[sinQB —COSQﬁ:|' Q@L\
Wniosek 9.5.19. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokot punktu (0,0) o v\/"ﬂ(/l'

pewien kat lub symetria ortogonalng (odbiciem) wzgledem pewnej prostej przechodzace] przez
poczatek uktadu wspotrzednych. -

3) Obracamy punkt o kat £.

4) Otrzymujemy

Przyktad 9.5.20. Macierza symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —z jest macierz
[ 0 -l ] Otrzymujemy [ 0 -1 ] {x} = [ Y
-1 0| -1 0 Y -z |
P _—

Ay X_'
= _2 Qﬁ - F= )

5 / '\X\/' X

y=-X 1

xy

N

Przyklad 9.5.21. Wyznaczymy macierz izometrii liniowej ptaszczyzny bedacej symetrig orto-
gonalng wzgledem prostej y = 2x.

METODA I: Jesli tgB = 2, to wowczas sin § = \%, cos B = \/Lg Obliczamy
sin2f3 = 2sin fcos f = % oraz cos 23 = cos’ 3 —sin® B = —33. Otrzymujemy

cos 2/ sin28 | | —
sin28 —cos28 | ’

[SHN Y]
[SICSIN
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METODA II: Niech F oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem prostej
y = 0. Wowczas F' = R(B)FoR(—/). Poniewaz sin = \/lg, cosfB = \/Lg, zatem

A‘\;AT A

1 2 1 0 12 1 2 1 2 3 4
r_| 5 fH ” ff]:[f f”f ﬁH 35]

2 1 0 —1 2 1 2 1 2 _ 1 I

NG V5 V5 V5 V5 NG V5 NG 5 5

N

Uwaga 9.5.22. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich macierzy w
pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest nieruchomy, a
obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.

3 _sa A N T=—7
Przyktad 9.5.23. Dana jest macierz A = [ 3 3 ] € Ms(R). =
5 5
Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie. . J0 -
Znajdziemy o$ symetrii. — —— \

on -

Punkty na osi symetrii ieniaja swego potozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (z,y)

[:é 1[5 ;UD Qb | L

spelniajace rownanie

Otrzymujemy uktad réwnan { _ii i g?; z ;ny . @\\‘/Q Q -
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii. @

Uwaga 9.5.24. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjg, tzn. spekia Warunek@
Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wéwczas A2 = I lub inaczej A~F =4
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .ccoovvvvniiiiinnn

TEMAT: Przestrzenie unitarne

10.1 Definicja przestrzeni unitarnej i podstawowe wlasnosci
Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa. Dla dowolnego
a€C,jesi z=x+1y, x,y, € R, to wowczas Z = x — 1y.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V |— C nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem hermi-
towskim), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),

ii) Vu,vEV@,U) ZS(UTD

i) YoeV [s(u,v) >0 A s(v,v) =0 v=0y.

Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq unitarng. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisac
(u,v). —_

Uwaga 10.1.2. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unitarna.

Twierdzenie 10.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia unitarna. Wowczas
i) Vu,v,w eV s(u,v+w) = s(u,v) + s(u, w),

ii) Vuyve V. VaeC s(u,av) :@(u,v),
i) VYoeV s(v,0y) =0=s(0y,v),

Przyklad 10.1.4. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w C™ nazywamy s : C" x C" — C taka, ze
VU = (xla- . .,ZEn),U = (yla' . ayn> € Cn S(U,’U) = Z?:lzZE: xlm—l_ s +xny_n

N—

2) Niech [? bedzie zbiorem ciagéw (z;);en liczb zespolonych takich, ze ciag a, = > ;| 27 jest
zbiezny. Granice ciagu (a,)nen 0znaczamy symbolem > 7, 22. 1% jest przestrzenia wektorowa
ze zwyklymi dziataniami dodawania ciagéw po wspoélrzednych i mnozenia przez liczbe. Defi-

niujemy iloczyn hermitowski
<(Zi)i€Na (wi)ieN> = Z 2;W;.
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ks ne Rus L2 N0 ey
3) Niech C([a,b],C) =\{f : [a,b] = C| f— Clzadg@Jest to przestrzen wektorowa nad cialem C,

tj. zespolona przestrzen wektorowa. Jej elementami sa funkcje postaci f(t) = u(t) + iv(t), gdzie
u,v € C([a,b], R). Na przyktad f(t) =t +it?, t € [-1,1]. Definiujemy iloczyn hermitowski

- / F(t)g@dt. l

4) Zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzenl macierzy M . Niech A,B € M,(C), A =
[aij], B = [by].
(A, al%g* tr(AT(B
INES 1

Definicja 10.1.5. Macierza sprzezona do macierzy A = [a;;] € M,,x,(C) nazywamy macierz
B = [bij] € Mpxn(C), ktorej kazdy element jest liczba sprz¢zona do odpowiadajacego mu
elementu macierzy A, tj. b;; = @;;. Oznaczamy ja symbolem A.

2 0
Przyktad 10.1.6. Niech A = = 7 f51 i |. Wowczas A =
-~ —1—7 1+ 1 —

Twierdzenie 10.1.7.

i) A,B€ Myxn,(C) = A+B=A+B

5N

i) A€ Myxn(C)laeC = a-A=a-

iil) A€ Myxn(C)ABE My,(C) = A-B=A-B

iv) A=A T dla macierzy odwracalnej A
V) A€ Myn(R) = A=A _—

vi) detd = detA dla A € M,(C) <= 29

Definicja 10.1.8. Sprzezeniem hermitowskim macierzy A = [a;;] € M,x,(C) nazywamy ma-

cierz B = [b;;] € M, (C) taka, ze B = ZT, b;j = @j;. Oznaczamy ja symbolem@ Stosuje sie
réwniez oznaczenia( A7, A ~

-z -

0 1—7 =3
; ] Woéwcezas A* = 2 7+ 51
0 —1

1+1 2
-3 7-—51

Przyklad 10.1.9. Niech A = [

Twierdzenie 10.1.10. Niech A, B € M,,,,(C),C € M,«(C), a € C. Wowczas
i) (A+ B)* = A* +

i) (AC)* = C* A" li/ (VABS B/( Ad




i) (aA)* =a@A*
iv) (A7) =
v) Jedli n = m, to|detA*  detA oraz trA* = trA.

vi) Jesli n = m oraz o € Spec(A), to @ € Spec(A* )
== —— r
Definicja 10.1.11. Macierz kwadratowa A nazywamy macierza \ 5\3""‘0“1 Ang

i) hermitowskq, jesli A = A*,

ii) antyhermitowskq, jesli A = —A*, \/\W/\’V‘ o LR)L‘-L“

Jesli A = [a;;] jest macierza hermitowska, to oznacza to, ze a;; = @;;. W szczegolnosci dla
i = j mamy a; = a;. Innymi stowy elementy lezace na diagonali macierzy hermitowskiej sa

rzeczywiste. -
B A=A

qh o+
MO AR A
[sLo macea
%ci wlasne macierzy hermitowskiej sa rzeczywiste, co pozwala sformutowaé¢ nastepujaca o ?olo Ao~
defintcye: K X
Definicja 10.1.12. Macierz hermitowska A, (C) nazywamy dodatnio (ujemnie) okreslong, jesli

. o« . , . . . ——

wszystkie jej wartosci wlasne sa dodatnie (ujemne).

Przykladem macierzy hermitowskiej jest macierz(A = [

Uwaga 10.1.13. Jesli B jest bazg przestrzeni V', oraz u,v € V, u = (X1, T, ..., Tplp, v = '
(Y1, 2, -+, Ynls, to kazdy iloczyn skalarny jest postaci s(u,v) = XTAY, gdzie M?,m
=~ A—— ’
I Y1

L2 Y2 . l‘
X = |, Y = .| oraz A = [a;;] € M, (K), gdzie a;; = s(b;, b;). *

In Yn

Warunki i) oraz ii) w definicji iloczynu hermitowskiego réwnowazne sg stwierdzeniu, ze s jest
postaci s(u,v) = > ', a;;z;7; oraz macierz A jest macierza hermitowska.

Jesli s : V x V — C jest iloczynem hermitowskim, to wowczas s(v,v) = s(v,v), dla dowolnego
v € V. Innymi stowy s(v,v) jest liczba rzeczywista. Zatem warunek iii) w definicji iloczynu her-
mitowskiego ma sens. Jest on réwnowazny stwierdzeniu, ze macierz A jest dodatnio okreslona.

X R . ;
: ]- \ -\ 9 -z,0
f(z,w) = 21071 +izoWy —i21W3, NN7

Przyklad 10.1.14. Niech f : C?xC? — C dane bedzie wzo
gdzie 2 = (21, 22),w = (wy, wy) € C2.

(M 4o . hem i .

Odwzorowanie f jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienna.
Dla dowolnych «, 3 € C, z = (21, 22),w = (W1, ws),v = (v1,v2) € C? mamy

f@ w) = f((a21+5017 azo+vs), (wr, w2)) = (a2 HBvy )W +i(aze+ P )Wy —i(oz + vy )z =
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- af((zla 22)7 (wla w2)) + ﬁf((vla U2)7 (wly U)Q)) :@w) + Bf(%iuy \hﬁ(&

Macierz A = [ .
7 0

€ Ms(C) spelia warunek A = A*. V\""L(’\

Wartosci whasne macierzy hermitowskiej sa rzeczywiste (omoéwione w dalszej czesci wyktadu).

Sprawdzimy czy A jest dodatnio okresdlona, co réwnowazne jest stwierdzeniu, ze wszystkie jej

wartosci wlasne sa dodatnie.

Obliczamy Spec(A) = {\ = 1’2‘/5, Ao = %‘F’} Poniewaz A\; < 0, macierz A nie jest dodatnio

okreslona. Zatem f nie jest iloczynem hermitowskim.

Wiele stwierdzen jest analogicznych jak w przypadku przestrzeni euklidesowych.

Mozna udowodni¢, ze jesli (V,(.,.)) jest przestrzenia unitarna, to odwzorowanie
[I.I| : V — R dane wzorem Yo € V [ ||v|| = 1/(v,v), jest norma w przestrzeni V. Zachodzi
rowniez nierdwnosé Schwarza Yu,v € V- {u,v) < |Ju|| - [|v|]. -
((AMW\\A“)) ° [VMV}{V")) -

Przyklad 10.1.15. Rozwazamy w C? standardowy iloczyn skalarny. Dla danego wektora
(p,q,r) € C* mamy ||(p,q,7)|| = PP + qq + 17 = \/|p|> + |¢|* + |r|?. Obliczymy norme wek-

torau(%__’\} - u/'\T
/I
?éd; \?\fz. 1(3 —1,44,0)|| = /(3 —9)(3+1) — 162 = VO + 1 + 16 = V26 Ll (I iy

& hy -(JM'Q

4{ ’ rY Wektory w, v nazywamy ortogonalnymi, jedli ich iloczyn sKalarny jest réwny zero. Piszemy
wowczas u L v. Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy ukltadem ortogonalnym, jezeli
Vi,j € {1,2,...,n} i#j = (v;,v;) = 0. Uklad wektoréw nazywamy uktadem ortonormal-
nym, jesli jest uktadem ortogonalnym i kazdy wektor jest unormowany, czyli
0 iti OC'/JI del 1,

R PCUNO AL Vi, je{1,2,....n Vi, V) = Y =
(Y,\z/auTt/ﬂ‘ hora 0\35 J { } < ]> {1 =]

Kazdy ortonormalny uktad wektoréow jest IWZIW. Jesli przestrzeri wektorowa jest
Skoﬁczmwa, to kazdy ortonormalny uklad wektoréw mozna uzupetnié¢ do bazy or-
tonormalne;. I

Jesli B = (bl, by, ..y bn) jest baza ortonormalna przestrzeni unitarnej (V, (., .)), zas v,w € V,
to wowczas v = » . (v,b;)b; oraz (v,w) =Y " (v, b;) (b, w).

Zatem jesli B = (bl,bQ,...,bn) jest baza przestrzeni unitarnej (V,(.,.)), za$ v,w € V,
v =lag,ag, ..., a0l w=[f1, 5, ..., 05, to wowczas baza B jest ortonormalna wtedy i tylko
wtedy gdy (u,w) = a1 81 + @afs . .. + .

10.2 Macierze unitarne i normalne

Definicja 10.2.1. Macierz kwadratowa A nazywamy macierza \2‘ d;
a
i) normalng, jesli SQA* = A*A,/ -
/ o
X
ii) unitarng, jesliy AA* = A*A = I lub réwnowaznie A1 = A*. il f\ =A
’

A
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— A - 1
K= A A - /)(* = A
Uwaga 10.2.2. i) Kazda macierz rzeczywista symetryczna (traktowana jako macierz nad

cialem C) jest hermitowska, a kazda macierz rzeczywista antysymetryczna (traktowana
jako macierz nad ciatem C) jest antyhermitowska.

ii) Macierz rzeczywista ortogonalna (traktowana jako macierz nad cialem C) jest macierza

unitarnag. A A’( ;1 A AV - A ) A7 _ j’

iii) Macierze hermitowskie, antyhermitowskie, unitarne sa macierzami normalnymi.

iv) Kazda macierz zespolong kwadratowa mozna zapisa¢ jako sume macierzy hermitowskiej
i macierzy antyhermitowskie;j.

Przyktad 10.2.3.

A:[ b 1_i],A*:A,AA*:A2:[SEBZ. 3_63"]:3A <7 M= 1

I+ 2 —
Macierz jest hermitowska (a zatem normalna) ale nie unitarna. L

1 3 1 - /K( A =
B_ﬂ[il]’B_\/ﬁ[—i 1]’33_1 v/ 1 => AL
Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ale jest unitarna (a zatem normalna).

—— S

.. \ = K
C’:{ cosaisina },aeR,C:C*,CC*:I k/KPr ey

—i8Inmoa — COS

Macierz jest hermit(yka i un\it}na (a zatem normalna).

Loi] o[ 1 -2 L [2
b= [2 3}D [—z’ 3 }’DD—[—z' 13}

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani normalna, ani unitarna.
P — —

110 1 01 211
E=|011|,Br=E"=|110|,EEf=EFE=|1 2 1

1 01 011 11 2
Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani unitarna, ale jest normalna.

pAY =1 M(M)'Q%'

Twierdzenie 10.2.4. Jesli macierz A € M, (C) jest unitarna, to wowczas |detA| = 1.
< 0@,1, 0{%

Wyznacznik macierzy unitarnej to liczba zespolona o module réwnym 1, tj. lezaca na okregu
jednostkowym. W szczegolnosci oznacza to, ze macierze unitarne sa nieosobliwe.

<1092 N Q‘i’cl%lz

Twierdzenie 10.2.5. i) Zbior macierzy unitarnych stopnia n wraz z dziataniem mnozenia
macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg unitarng i oznaczamy symbolem U(n). Macierze
te reprezentuja izometrie liniowe przestrzeni V.
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