Jhell(w): odetA- 1Y

ii) Zbior macierzy unitarnych stopnia n o wyznaczniku réownym 1 wraz z dzialaniem mno-
zenia macierzy tworzy grupe. Grupe te nazywamy specjalng grupg unitarng i oznaczamy
symbolem SU(n).

iii) Niech B, B’ beda dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V, (., .)). Macierz
przejécia P = Pr_.p jest macierza unitarng. I odwrotnie, dowolna macierz unitarna jest
macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

10.3 Operatory liniowe w przestrzeniach unitarnych
Niech K =R lub K = C. Niech (V, (., .)v) oraz (W, (., .)w) beda przestrzeniami unitarymi nad

tym samym cialem K, zag ¢ : V"— W odwzorowanicin IMiowymn.
A e

Definicja 10.3.1. Odwzorowanie ¢* : W — V spelniajace warunek

YVweV,weW (@%\J)JWW = <U780*(yw)>\/

nazywamy odwzorowaniem sprzezonym do przeksztalcenia liniowego .

Twierdzenie 10.3.2. i) Jesli dla danego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W istnieje ¢,
2 * 2 o e— . o . P . T ———
to wowczas ¢* réwniez jest odwzorowaniem liniowym i jest jedyne.

ii) Jesli V oraz W sa przestrzeniami unitarnymi skoncznie wymiarowaymi, zas§ A = M, (B,C)
jest reprezentacja macierzows odwzorowania liniowego ¢ w bazach ortonormalnych B, C
przestrzeni V' oraz W odpowiednio, to wowczas M,-(C, B) = A*.

——

iii) Jesli V jest trzenig unitarna skoriczenie wymiarowa, to dla dowolnego odwzorowania

liniowego ¢[: V 4+ W istnieje p*.2
dd. ii) Niech B = (b1,...,b,), C = (c1,...,¢y) to bazy ortonormalne przestrzeni V' oraz
odpowiednio. Niech v € V,w € W beda takie, ze v = [z1,..., 2.5, W = [Y1,- .., Umlc-
T Y1
Oznaczmy X = S, Y = © | . Wowcezas
Tn Ym

(v, o*(w))y = (), w)w = (AX)TY = XTATY = XTAY. O

UWAGA: Operator sprzezony jest jedyny w danej przestrzeni unitarnej (zalezy on od iloczynu
skalarnego!).

Twierdzenie 10.3.3. Niech (V, (.,.)y) oraz (W, (., .)w ) beda przestrzeniami unitarymi nad tym
samym ciatlem K, zas p,1 : V — W odwzorowaniami liniowym, dla ktorych istnieja ¢*,y*.
Wowczas prawdziwe sa nastepujace roéwnosci.

i /(90+¢)* = + Y

W przypadku, gdy V jest nieskoriczenie wymiarowa, dla danego ¢ moze nie istnie¢ ¢*.
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i) (a-@)" =@ )¢
iii) (poth)" =y oy
.
) {(@")" =
Przyklad 10.3.4. Rozwazmy przestrzenie C? oraz C? ze standardowymi iloczynami skalarnymi

i standardowymi bazami B3, By, ktore to sa bazami ortonormalnymi.

Niech odwzorowanie liniowe ¢ : C* — C? dane bedzie wzorem
'\

d\\’\ﬂt @{’. <0 @21, 22) = (21 +iz9, (24 1)21, —3iz1 + \/522).

Na mocy twierdzenia 10.3.2 istnieje jedyne odwzorowanie liniowe ¢* : C* — C2. Podamy jego

1 1

wzor. Niech A = M, (B2, B}) € Msx2(C). Wyznaczamy A = | 24+4i 0 | oraz obliczamy
h

—3i V2

NIt 2-i 3
A |: _q 0 \/5 :| S szg((C).

onownie na mocy twierdzenia 10.3.2 {/ B}, B}). Zatem ¢* dane jest wzorem

©* (w1, we, w3) = <w1 + (2 = i)wy + 3iws, —iw; + \/§w3>.

?NO\JM‘O Nlo) —_—

Wezmy v = (1 + i, —i) € C? oraz w = (0,2 + 3i,mi) € C> . Wowczas
A

//____—\
: (p(14+14,—1),(0,2 4 3i, 7)) = ((2 + 1, 1;}—32',3 -3+ \/5)1), (0,'2\:&32',@:

L \\ = (1430)(2 = 30) + (3 = (3+ V2)i)(=mi) = 11 — (3+ V)7 +3(1 — )i

’ ANANAAA, —_—
or

(v, " (w))|= (1 +14,—1), " (0,24 3i, 7)) = (1 + 14, —1), (7 — 37 + 44, m/éz)) =

= (14)(7 = 37 — 4i) + (=i)(—7V2i) = 11 — (3 + V2)7 + 3(1 — 7)i.

W dalszej czescei rozwazamy juz jedynie endomorfizmy przestrzeni unitarnej (V, (., .)).

Definicja 10.3.5. Operator liniow

i) samosprzezonym lub hermitowskt

) A g
ii) antyhermitowskim, jesli ¢* = —¢,
Jawa p‘rm(-ouo\,
iii) unitarnym, jesli ¢* o p = p o p* =idy,
iii) normalnym, jesli p* o p = @ o Y*.

W przypadku rzeczywistym operator hermitowski (antyhermitowski) nazywamy symetrycz-
nym (antysymetrycznym), za$ operator unitarny to operator ortogonalny.
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Uwaga 10.3.6. i) Kazdy operator hermitowski, antyhermitowski badz unitarny jest ope-
ratorem normalnym.

ii) Jesli V jest przesrzenig skonczenie wymiarowa, to 9@%9@ € End(V) jest
hermitowski / antyhermitowski / unitarnv_/ normalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego

reprezentacja macierzowa w pewnej bazie ortonormalnej/przestrzeni V' jest macerza her-
mitowska / antyhermifowska /unitarig / normalng.

10.4 Unitarna diagonalizacja macierzy normalnych

Niech (V, {(.,.)) bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia unitarna. Jesli dla danego operatora
liniowego ¢ € End (reprezentowanego w bazie standardowej przestrzeni V' przez macierz A
istnieje baz_a—c_);rmtmomzalna B przestrzeni (V, (., .)), w ktorej macierz operatora ¢ jest diagonalna?
to mowimy wowczas, ze operator ¢ jest unitarnie diagonalizowalny oraz macierz A jest unitarnie
diagonalizowalna. Istnieje wowczas macierz unitarna P € U(n), bedaca macierza przejscia od
bazy standardowej do bazy B, taka, ze SP jest macierza diagonlang.

, Mot soa od edng’ bar
) ) ~ Unitgirn ( Olkano ;:n(/\m% dy d/\la. , 7>
Twierdzenie 10.4.1. Przy powyzszych zalozeniach, prawdziwe sg ponizsze stwierdzenia. 1 ﬁ Ofon,, )

™
i) Operator liniowy ¢ € End(V') jest unitarnie diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest on operatorem normalnym. Y,
j D y g -@to AA=ATA

ii) Macierz jest unitarnie diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest macierzg normalna.
24

[dom o ey Nt
Twierdzenie 10.4.2. i) art@peramra hermitowskiego sqézeczywiste.)Warto-
ste.

Sci wlasne macierzy hermi i€] (lub rzeczywistej symetrycznej) sa rzecz

ii) Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym ¢peratora hermitowskiego
(macierzy hermitowskiej lub rzeczywistej symetrycznej) sqéwzajemnle ortogonalne. }

ii) Kazdej WMO krotnosci algebraicznej k Eperatora hermitowskiegg (macierzy

hermitowskiej lub rzeczywistej symetrycznej) odpowiada k liniowo niezaleznych wektorow
wlasnych. =

Twierdzenie 10.4.3 (Twierdzenie spektralne dla operatoréw i macierzy hermitowskich).

24Macierze, ktore nie sa macierzami normalnymi, nie sa unitarnie diagonalizowalne. Nie oznacza to jed-
1 -2

nak, ze nie sg diagonalizowalne. Macierz A = 1 4

AAT = { _? _1; ] £ ATA = { g 2(2) ] Widmo macierzy A jest proste (A} = 2,\y = 3), zatem jest

} € M5(C) nie jest macierza normalna, bowiem

ona diagonalizowalna.

145



i) Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia unitarna, zas ¢ € End(V') operatorem hermitowskim.
Woéwczas istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni V', Ze macierz operatora liniowego
¢ w tejze bazie jest macierza diagonalna. Co wiecej, elementy tej macierzy sa liczbami
rzeczywistymi. S T

—_— T~ = j.f

ii) Dla kazdej macierzy hermitowskiej A € M, (C) istnieja macierz diagonalna D € M, (R)

oraz macierz unitarna P € U(n) takie, ze ~_
P =L ( ; (/AP :(*AP D.
? MT Mowimy wowezas, ze macierz A jest unitarnie diagonalizowalna %

Whniosek 10.4.4 (Twierdzenie spektralne dla rzeczyw'lstej macierzy symetrycznej). Dla kaz-

dej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz

ortogonalna Pja_r_i-\—' SW =
O(Mqonaln& {P*IAP :/]ifAP:D. :PP':’ 7_

I
Moéwimy wowezas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna 6. 27 :P - ? ’

Przypomnijmy, ze macierze A, B € M,(K) sq podobne, jezeli istnieje macierz nieosobliwa
C € GL,(K) taka, ze A = C~'BC. Jedli dodatkowo C' jest macierza unitarna (ortogonalna),
to mowimy, ze A jest unitarnie (ortogonalnie) podobna do B.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy unitarnych:
1) Znajdujemy wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wtasne.

2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym o krotnosci
algebraicznej réwnej 1.

3) Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej niz 1
dobieramy w taki sposéb, by bytly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.

Przyklad 10.4.5. Macierz A = € M3(R) jest symetryczna, a zatem ortogo-

nalnie diagonalizowalna. Obliczamy y4(t) = det(A — tI) = —t(t — 6).
Spec(A) = {\ =0, s =6}, przy czym ky; = 1, ky = 2.
T

——— P’

25Innymi stowy, jest unitarnie podobna do macierzy diagonalne;.
26Innymi stowy, jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalnej.
2TZauwazmy, ze z powyzszych twierdzeri nie wynika, ze symetryczne macierze zespolone sa (unitarnie) diago-

nalizowlane. Macierz A = [ 1 71Z ] € M5(C) jest symetryczna, jednakze nie jest diagonalizowalna. Jej jedyna

wartoscia wlasng jest A = 0, o krotnosci algebraicznej réwnej 2 i krotnosci geometrycznej réwnej 1.
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T 5 2 —1 T 0 3 0 -3 T 0
A-MD|yl=] 22 2|]|yl=]0olael| 22 2||yl=]o0
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0
x=z
Stqd{ Tty+z=0 . Zatem Ey = {(z, —2z,z),r € R}.

Wybieramy wektor wlasny v = (1, —2,1) i normalizujemy g \/ig(l, -2,1).] W&o~
;—

T -1 2 -1 T 0
(A=XI) |y | = 2 -4 2 y|=10|=2-2y+2=0.
z -1 2 -1 z 0

Zatem Eg = E(Zy —2,Y,2),y,z2 € R}.
Wybieramy wektory wtasne\v = (2,1,0

\w = (—1,0,1). W R? rozpatrujemy standardowy ilo-
czyn skalarny. Oczywiscie (u,v oraz (u,w) = 0. uwl v UL W

uklad {v,w} metoda Gra

“Schmidta. @ VW (2

Niech ¢; := v. Poszukujemy ¢y = w + acy, a € R. Dobierzmy « tak, by (¢, c;) = 0.
Obliczamy (ca, ¢1) = (w + acy, 1) =W, 1) + afer,e1) = (=24 0+0) + a4+ 1+ 0).

Skad 5a —2 =0, czyli o = 2 oraz ¢y = w + 2v = (—1,%,1).
—

Mamy (c1,c2) = 0. Normujemy Wektory@: ﬁ—i‘ = (%,\/Lg

Rozwazamy baze (1, ¢, ¢3). Macierz diagonalizujaca ma posta¢ P =

Mozna sprawdzi¢, 74 atem P € O(3) oraz P"'AP = PTAP =

v

Uwaga 10.4.6. Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ widziana jako
rotacja 0si uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byly one rownolegte do wektorow wtasnych.
Zobacz tutaj.
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A2V

Ex baza C=(u,v)

' WA -
Ex baza B4=(e1,e2) U Y=AX
P=PBZHC

% ,” y'=DX'

0 . = e
2

y e 0 ™

€1

Widmo remudie
Uwaga 10.4.7. i) Wektory wlasne macierzy hermitowskiej fia ogol sa zespolond zatem
unitarna macierz diagomatizijgca jest na ogol macierza zespolona.
ii) Rzeczywista macierz symetryczna jest macierza hermitowska, zatem jej wartosci wlasne
sa rzeczywiste. Poniewaz wartodci wlasne i sama macierz sa rzeczywiste, wiec wektory

wlasne mozna wybra¢ jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz diagonalizujaca jest
\N‘\\ rzeczywista macierza ortogonalna.

0“0‘ . 1ii) Macierze unitarne oraz rzeczywiste macierze ortogonalne mozna zdiagonalizowaé¢ przy
0) omocy macierzy unitarnej. Poniewaz wartosci_wlasne i wektor e_sa na ogot ze-

p
f\ spolone, macierz diagonalizujaca jest macierza unitarng, nie za$ ortogonalna.
N

Przyklad 10.4.8. Macierz obrotu jest rzeczywista macierzg ortogonalng. W ogdlnosci moze
by¢ zdiagonalizowana przez zespolona macierz unitarng.

cosa sina ()

Niech A= | —sina cosa 0 | € M3(C), gdzie a € R ustalone.
0 0 1 | ~em— —

cosae—1t  sina 0
det(A—tl)=| —sina cosa—t 0 |=(1—1t)((cosaw—1)?+sina?) =

. 0 0 1—t
(1—t)(1—2tcosa+t2):@ = t=0 V 1—2tcosa+t2=0
A=4cos*a—4d=4*sm“@, t=cosazxisina

\
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ekoQ 64(

1, Ao = cosa +isina, A3 = cosa — isin a}

COSOf—l sina 0 z 0 z(cosa — 1) +ysina =0
—sina  cosa—1 0 yvi=19|= —zsina+ (cosa— 1)y =0
0 O B 0 a

Jesli cosav = 1, wowezas sina = 0 oraz A = I (postaé¢ diagonalna).
Zalozmy, ze cosa # 1. Wowezas sina # 0 oraz y = —<S2=1g
s o

. 2 . 2 _
Stad asina + oo,  sintatlcosazl),  2eosaz2, () = g = ()

W konsekwencji y :m(i 235 2 € C dowolne. Wybie;gﬁly wektor wlasny v = (0.0.1).
e
9\4}3 ¢ x —isina  sina 0 x 0
(A=XI) |y | = | —sina —isina 0 y | =10
z 0 0 1 —cosa—isina z 0

Stad xsina + yisina = 0. Jesli sina = 0, wowcezas cosa = £1 oraz A ma postaé¢ diagonalng.
Zalozmy, ze sina # 0. Wowczas y = iz oraz z = 0. Wybieramy wektor wlasny v = (1,4, 0).

14 x isina  sina 0 T 0
My A=XD) | y | =| —sina isina 0 yl=10
z 0 0 1 —cosa+isina z 0
Stad xsina — yisina = 0. Jesli sina = 0, woéwcezas cosa = £1 oraz A ma postaé¢ diagonalng.
Zalozmy, ze sina # 0. Wowcezas y = —ix oraz z = 0. Wybieramy wektor wlasny w = (=1.14,0).

v

Uktad (u,v,w) jest baza wektorow wlasnych. Normujemy wektory bazowe @ = u, v = W =

\%U, W= h = ﬁw.)ZauwaZmy, ze uktad {@,0,w} jest uktadem ortonormalnym. - -
Istotnie (@, 0) = (i, @) = 0 oraz (0,0) =1-(=1)+i-i=—14+1=0.

1 0 0 V2
Macier? i € U(3), zatem P*I:P*:\%5 1 —i 0| oraz D =
0 T— -1 —i 0
0 0 V2 cosa sina 0 01 -1
PTAP =1 1 —i 0 —sina cosa 0] 0 i 1 |=
—1 —i 0 0 01 V2 0 0
1 0 0 0 0
= |0 cosa-+isina 0 = o 0 1.
0 0 cosa — isin o '
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PODSUMOWANIE

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+,K,-), u = (uy,...,u,) € Vo = (v1,...,0,) € V
oraz A = [a;;], U € M, (K)

K=R K=C
iloczyn skalarny iloczyn hermitowski
%#@Mdﬂol ) (u,v) = w1 + ... + upvy (u,v) = w7 + ... + U, o, CJ”‘A«/[
transponowanie sprzezenie hermitowskie
ATz ag]" = [ayq] A ag]" = [agi]
detAT = detA detA* = detA
macierz ortogonalna macierz unitarna
U Ul = =1 vu*=0*U=1
det& il |detU] =1
—
macierz symetryczna macierz hermitowska
A=AT A= A

Macierz moze nie mie¢ wartoéci wtasnych. Kazda macierz ma n wartosci wlasnych
(liczac z krotnosciami).

Macierz symetryczna ma Macierz hermitow
n rzeczywistych wartosci wlasnych. ma n rzeczywistych wartosci wlasnych.

10.5 Roéwnoczesna diagonalizacja pary macierzy
W tym paragrafie zaktadamy, ze V' jest skoriczenie wymiarowa zespolona przestrzenia liniowa.
Definicja 10.5.1. i) Mowimy, ze operatory liniowe ¢, 1) € End(V) na n-wymiarowej prze-

strzeni liniowej V' sa rownoczesnie diagonalizowalne, jesh 1sTiieje taka baza przestrzeni V,
2 . . o — 4 s . .
w ktorej macierze tych operatoréw sa rownoczesnie diagonalne.

ii) Mowimy, ze macierze A, B € M, (C) sa réwnoczesnie diagonalizowalne, jesli istnieje P €

GL,(C) taka, ze macierze P~'AP oraz P~'BP sa diagonalne.

Przyktad 10.5.2. Rozwazmy dwie macierze A, B € M,(C) postaci
-

[ 0 2 (31
=l o=l
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N
A jest diagonalizowalna, bowiem jej widmo jest proste Spec(A) = {\ = —2i, Ay = 2i}.
B jest macierza symetryczna o elementach rzeczywistych, jest wiec diagonalizowalna. Mozemy
wyznaczy¢ Spec(B) = {u = —3, 2 = 3}

——

Ponadto E), = linc{(4,1)}, E\, = linc{(—7,1)} oraz E,, =linc{(-1,1)}, E,, = linc{(1,1)}.
Zatem A i B nie sa réownoczesnie diagonalizowalne, gdyz nie istnieje taka baza przestrzeni C?,
ktora sktadataby sie z wektorow bedacych rownoczesnie wektorami wlasnymi A i B.

Zauwazmy, ze jesli dwa operatory liniowe ¢,9 € End(V) sa We
w pewnej wspolnej bazie przestrzeni V', nie koniecznie ortonormalnej, to woéwczas operatory
te sa ze soba przemienne lub inaczej moéwiac komutujg, tj. ¢ o 0 = 1 o . Istotnie, niech
B = (b1.bo,....b,) bedzie wspomniang baza (zbudowana z wektorow wlasnych) oraz niech
veViu=>3 " ab. Wowczas istnieja Ay, ..., \, € C takie, ze p(b;) = \;ib; oraz pu, ..., pu, € C

takie, ze Q(b; = fi:0;, dlai € {1,2,...,n}. Stad
Yo p(v) Z a; - (b)) = Z Q; Nié\ib) Z Q; A(,U’ibi
i=1 — i=1 i=1

Podobnie jesli macierze A, B € M, (C) sa rownoczesnie diagonalizowalne, to wowczas macierze
A1 B komutujg, tj. AB = BA. Istotnie, poniewaz macierze diagonalne komutuja, otrzymujemy

AB = (PP YHYAPP YB(PP')=P(P'AP)(P'BP)P' = P(P"'BP)(P 'AP)P~! = BA.

Twierdzenie 10.5.3. Niech V' bedzie skoiiczenie wymiarowa zespolona przestrzenia liniows.

i) Jesli dwa operatory liniowe o, 1 € End(V') sa ze soba przemienne, to wowczas dla dowol-
nego A € Spec(p) podprzestrzen wlasna E) jest i-niezmiennicza i operatory ¢,y maja
\ wspolny wektor wlasny.

ii) Jesli dwa diagonalizowalne operatory liniowe ¢, € End(V') sa ze soba przemienne, to
sa réwnoczesnie diagonalizowalne.?

6\

Dowgd. i) Niech A € Spec(p) oraz Ey = {v € V : ¢(v) = Av}. Dla dowolnego v € Ey mamy
p((v)) = P(p(v)) = P(hv) = Ap(v).

Zatem jesli v € E), to rowniez ¥ (v) € E), czyli E) jest 1-niezmiennicza.
\ Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry, kazdy operator liniowy na zespolonej przestrzeni

28 Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej skoniczonej liczby komutujacych diagonalizowalnych
P operatoréw liniowych. Zauwazmy, ze twierdzenie 10.5.3 nie méwi, ze dwa operatory liniowe, ktore sa ze soba
przemienne sa rownoczesnie diagonalizowalne. Méwi ono, ze dwa diagonalizowalne operatory liniowe, ktore sa

ze soba przemienne sa réwnoczesnie diagonalizowalne. Macierze A, B € Mz(C), A = [ (1) ? ], B = { (1) il’) }

komutuja, gdyz AB = BA = [ (1) ? ] Jednakze ani A, ani B nie jest diagonalizowalna.
———
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liniowej ma wektory wtasne. W szczegdlnosci ¢|g, € End(E)) ma wektor wlasny w € E), tzn.
istnieje p € Spec(v)) takie, ze ¥(w) = pw. Rownoczesnie p(w) = \w, zatem ¢, 1) maja wspolny
wektor wlasny. [

S& Aragennd o b
Whniosek 10.5.4. Jezeli dwie macierze hermitowskie (lub dwie macierze unitarne) A, B €
M, (C) komutuja, to istnieje macierz Z_C U(n) oraz macierze diagonalne Dy, Dp € M, (C)
takie, ze P"'AP = Dy oraz P"'BP = Dg .
—_—
Dowdd. Macierze hermitowskie (unitarne) sa macierzami normalnymi, a zatem sa (unitarnie)

diagonalizowalne. [

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy A, B sa hermitowskie, macierze D 4, D sg rzeczywiste.

1 01 3 —1 1
Przyktad 10.5.5. Niech A 0 00}|,B=|-1 01
1 01

1 13

BA, zatem 1stn1eJe mozna tak wybra¢) P € O(3) taka, ze

macierze P~ 1AP P~BP sa diagonalne. - B A \/ 7

——

Znajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A.

1—-¢t 0 1
xat)=det(A—tl)=| 0 —t 0 |=-t(1-t)2?+t=t*2-1)
1 0 1-—t¢
Spec(A) = {\ = 2, \y = 0}, krotnosci algebraiczne ky = 1, kg = 2
T T -1 0 1 T 0
A-MND) |y |=A=-2)]y | = 0 -2 0 y|=10]|=y=0, —z4+2=0
z z 1 0 —1 z 0

Podprzestrzen wlasna to By = {(z,0,z) e R®: z € R} =lin{(1,0,1)} 2
)

Wybieramy wektor wlasny ¢; = (1,0, 1) i normujemy go ¢} = Hi\l = \/Li(l, 0,1
x x 1 01 0

A=XD) |y | =4y 0 00 y =10 ]| =2+4+2=0,y — dowolne
z z 1 01 0

Podprzestrzen wlasna to By = {(z,y, —z) € R®: 2,y € R} =1in{(1,0,—-1),(0,1,0)}
/ 4J

Wybieramy wektory wlasne co = (1,0, —1),c5 = (0, 1,0) i normujemy je ¢, = HCQ = \/ii(l, 0,-1),

ca||

ch = cs.
3 3
—_—
MaCIGI‘Z, kt()reJ kolumnami sa Wersory z bazy ortonormalneJ C = (Cll, 6/2, Cg) przestrzem RB dia-

gonalizuje macierz A. Nie koniecznie jednak diagonalizuje macierz B.
o ———
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Znajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy B.
3—t 1 1
xg(t)=det(B—tl)=| 1 —t -1 |=(l-t*—-2t-2)
1 -1 3—-t
Spec(B) = {my = 4,15 = 1 — /3,43 = 1+ +/3}, krotnosci algebraiczne ky = ky = ks = 1
(widmo proste)

Wybierzemy teraz wektory wtasne macierzy B sposrod wektoréw wlasnych macierzy A. Wiemy

ze dla_dowolnego v € E;f‘l istnieje p € R takie, ze Bv! = pv?. W szezegdlnosci dla ¢, mamy
—— )
a1

1 4

V3 3 -1 1115 2
0 |l=]-1 01 0O |=10 1=

Y 1 1 4
nr“fA V2 L I S 7\

Zatem ¢} jest wektorem wlasnym odpow1adajqcym wartosci wtasnej pu; = 4.

Niech u,w to dwa wektory wtasne v odpowiadajace po,us. Wiemy, ze E:,w € EQ.ISQ zatem
o —_—7—

kombinacjami liniowymi postaci acs + bc3 b, —-%), dla pewnyvch a,b € R.

kad y = (1+v/3)z. /@
©)

B(c))" 4

(f ﬁ):
L -~
2 E%L 20—y
Dla yi5 = 1—+/3 otrzymujenty B Y —2x
—x r—2y e

Zatem E7 = {(z, (1 + V3)r, —1): T € R} = lin{(1,1 + v/3, —=1)}. Wybieramy wektor wlasny

dy = (1, 1 + /3, —1) i przyjmujemy d}, = Hdzll T\/§<1 1—i— \/§ —1).

x 20 —y
Dla i3 = 14+/3 otrzymujenfy B Y —2x skad y = (1—/3)
—x T — 2y
Zatem EZ = {(z,(1 — V3)z,~7j—=€ R} = lin{(1,1 - ~Wybieramy wektor wlasny
dy = (1,1 — /3, 1) mujemy dj = & = ———(1,1 —+/3, —1).
2= (1,13 2?}];\11@3 5= al = s bl T V3D
1 1" 1 pom A
V2 \er2vi  \6-23
Stad P = 0 \/16J:f/§ \/16:5/3 . Otrzymujemy P~'BP = PTBP

e
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