Twierdzenie 1.3.17. i) Kazda permutacje ¢ € S,, dla n > 1 mozna przedstawi¢ jako
zlozenie pewnej liczby transpozycji.

ii) Kazda transpozycja jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji liczb sasiednich.

Dowdd. i) Kazda permutacja rozklada si¢ na iloczyn roztacznych cykli. Kazdy cykl (a1, as, . . ., ay)
rozktada sie na iloczyn transpozycji w sposob nastepujacy

Lﬁ%@v ak)@ @k—l)-@%)(ahaz)- J %JQ(Q V\C

ii) Niech ¢ < j. Dla transpozycji (i, j) otrzymujemy nastepujacy rozklad

(i) =i+ 1)+ 1i+2)...0 -2, -G -1,)0—-2,7—1)...(i+1,i4+2)(3,i + 1).
W rozktadzie tym wystepuje 2(j — 1) — 1 czynnikow. O
S7o P

Uwaga 1.3.18. Rozklad permutacji na iloczyn transpozycji nie jest jednoznaczny.

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

Przyktlad 1.3.19. Rozwazmy permutacje o € S postaci 0 = (

Dokonamy rozktadu ¢ na iloczyn transpozycji. Otrzymujemy

o=(1,2,3,4,5) = (1,5)(1,4)(1,3)(1,2)

Dla dowolnych j, k € {1,2,3,4,5} mamy | (j, k)(j, k) = id, |stad

o= (1,2,3,4, 5) =(1,5)(2,3)(2,3)(1,4)(1,3)(1,2) = (1,5)(1,4)(1,3)(3,5)(2,4)(2,4)(3,5)(1, 2).

Definicja 1.3.20. i) Niech o € S,,. Mowimy, ze liczby j, k € {1,2,...,n} tworza inwersje
8 w permutacji o, jesli j < k oraz o(j) > o (k). —
4

ii) Permutacje o nazywamy parzystq, jesli o € Sy lub przy n > 1 liczba inwersji w permutacji
o jest parzysta.

iii) Permutacje o nazywamy nieparzysta, jesli liczba inwersji w permutacji o jest nieparzysta.

iv) Liczbe (—1)!, gdzie [ to liczba inwersji permutacji o, nazywamy znakiem permutacji i
oznaczamy symbolem sgn (o).

Liczba inwersji dla permutacji identycznosciowej to 0.
Zatem | sgn(o) € {—1,1} | Permutacja o jest parzysta wtedy i tylko wtedy gdy sgn(c) = 1.

Podobnie, permutacja o jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy gdy sgn(o) = —1.

"Wzér ten mozna uzasadnié¢ indukeyjnie.
8Niektorzy autorzy uzywaja okreslenia nieporzqdek.
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VAL el )=3 4

Przyktad 1.3.21. Rozwazmy permutacj¢ o € Sg postaci o = (\g " ng ;L 2 g )

Wygodny jest nastepujacy zapis, stuzacy zliczaniu inwers;ji. - -

liczba inwersji

341 5 6 2 2

4 1 5 6 2 2
- o

1 5 6 2 0

5 6 2 1

6 2 1

6

Mamy sze$¢ inwersji, zatem sgn(o) = (—1)% = 1 i permutacja o jest parzysta.

Zwiazek parzystosci permutacji z rozkladem na iloczyn transpozycji

Twierdzenie 1.3.22. i) Permutacje o oraz o(j, k) roznia si¢ znakiem. Podobnie permuta-
cje o oraz (j, k)o roznia sie znakiem.

ii) Tloczyn k transpozycji jest permutacja, ktorej znak jest rowny (—1)*.
S N

iii) Przy dowolnym rozkladzie permutacji o na iloczyn transpozycji parzystosé liczby czyn-
nikow jest zawsze taka sama i zgodna z parzystos$cia permutacji .

Wnhiosek 1.3.23. i) Permutacja o jest parzysta (nieparzysta) wtedy i tylko wtedy gdy jest
iloczynem parzystej (nieparzystej) liczby transpozycji.

ii) Dla dowolnego n € N, dowolnych 0,7 € S,

sgn(t o o) = sgn(7) - sgn(o).

W =
IS V)
— W
[N
S Ot
N O
S~—

Przyklad 1.3.24. Rozwazmy permutacje o € Sg postaci 0 = (

Otrzymujemy nastepujacy rozktad na cztery transpozycje.

YL N
0(@%@%)@3)(} 234 g)2(1,3)(2®6)=(1,3)(2,6)(2,5)(2,4)

Permutacja o jest parzysta.
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1.3.3 Pierscienie i ciala

Definicja 1.3.25. Zespot (A, o, ) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim dzialan
wewnetrznych o : A x A — A, x: A X A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o) jest grupa
abelowa, za$ dzialanie x jest laczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,c€ A (aob)*xc=(axc)o(bxc) N cx(aob)=(cxa)o(cxb).

Pierécien, w ktorym dziatanie x posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z jedynkq
lub z jednoscig. Pierscien, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy pierscieniem prze-
miennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+0b suma a-b iloczyn
e=0 zero e=1 Jjedynka
a' = —a element przeciwny a'=a"! element odwrotny
nao=a+...+a, n€N at=a-...-a
—_——— —
0-a=0 A =e=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...4+(—a) a®=a ' at
—_———
m n

Uzywajac powyzszej notacji, piszemy po porstu (A, +, ).

Definicja 1.3.26. Niech K bedzie zbiorem zawierajagcym co najmniej dwa elementy. Pieréciert
przemienny z jedynka (K, o, *) nazywamy ciatem, jesli °

— FIELD

Vae K\ {0} 3d' € K axd =1.

——
Uwaga 1.3.27.

i) (K,o,x) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy (K o) jest grupa abelowa (z elementem
neutralnym e, nazywanym zerem i oznaczamym jako 0) oraz|(K_\ {0}, %) jjest grupa
abelows i ponadto dziatanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o. 10

9Cialo to pierscien przemienny z jedynka (r6zna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0), w ktorym wszystkie niezerowe
(tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa odwracalne. Kazde cialo zawiera zatem co najmniej dwa
elementy, mianowicie 0 i 1. Zbiér elementéw niezerowych jest niepusty i tworzy grupe z mnozeniem.

OWarunek rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania pozwala rozrézniaé¢ dziatania mnozenia i dodawania.
Stad zamiast pisaé (a - b) + ¢ piszemy a - b+ c. Oznacza to, ze mnozenie wiaze argumenty silniej niz dodawanie.

HImplikacja z lewa na prawo jest oczywista. By dowies¢ implikacji w przeciwnym kierunku wystarczy zaob-
serwowaé, ze a * 0 = 0 x a = 0 dla dowolnego a € K. Rownosé ta wynika z wlasnosci rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania, mianowicie ¢ -0 =a-(04+0) =a-0+a -0, skad a -0 = 0. Analogicznie dowodzimy, ze
0-a = 0. Z przemiennosci i tacznosci dziatania x w zbiorze K \ {0} oraz z réownosci a * 0 = 0% a = 0 wynika
przemiennosé i taczno$é dzialania x w zbiorze K.
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ii) Jesli (K, o,x*) jest cialem, to wowczas grupe (K, o) nazywamy grupg addytywng ciata K,
za$ grupe (K \ {0}, *) nazywamy grupg multiplikatywng ciata K.

iii) W ciele mozna zdefiniowa¢ operacje dzielenia w sposob nastepujacy

%::a*b_l, a,be K, b#0.

Przyklad 1.3.28. i) !R, +, +) cialo liczb rzeczywistych

(R, +) grupa addytywna ciata
(R*, ) grupa multiplikatywna ciala

ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
pu——

iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ 7Z)

iv) (R[z],+,-) zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej = o wspoétczynnikach rzeczy-
wistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianéw ma strukture
pierécienia przemiennego jedynka.

v) (R(z),+,-) zbior wszystkich funkcji wymienych jednej zmiennej z o wspolczynnikach
rzeczywistych z dziataniami dodawania i mnozenia funkcji ma strukture ciata.

vi) (Z/pZ,+p,p), gdzie p e N, p > 2

+p,, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest ciatem 2 (tzw. ciato reszt modulo p). Jesli p nie
jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

450 1234 5[0 12,34
00 1 2 3 4 0/0 0000 526
. 112340 0 2 3 4
Z/sLtocialo o 1y 5 4 g 1 2|0 2 4(] 3
313401 2 034 2
40401 23 04 3 21) (00\59’

+4(0 1 2 3 4|0 1 2 3
-
0012 3 0[0 00 0 J‘Q:L‘
Z,/AZ nie jest ciatem 111230 110 1 2 3
/—Nwsmwl 21230 1 _2@
\
3301 2 3|0 |
T L\\Nvoo\\'\dc

12 Jest to przyktad ciala o skoiiczonej liczbie elementéw. Tego typu ciala nazywamy ciatami skoriczonymi lub
inaczej ciatami Galois.
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Definicja 1.3.29. Niech (A, +, ) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A,a # 0,b # 0 nazy-
wamy dzielnikami zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.30. W ciele nie ma dzielnikéw zera.

Dowdd. Niech (K, +,-) bedzie ciatem oraz niech a,b € K. Zalozmy, ze a-b = 0 oraz a # 0. Jesli
a # 0, to istnieje a! € K. Otrzymujemy

O=a'-0=a' (a-b_(a'-a)-b=1-b=h.

Zatem b=0. 0

Definicja 1.3.31. Niech (K, +, ) bedzie ciatem. Niech 1 oznacza element neutralny mnozenia,
za$ 0 element neutralny dodawania w ciele. Najmniejsza liczne naturalng n taka, ze

n-l=1+..+1=0,
—_——

nrazy

nazywamy charakterystykq ciata K i oznaczamy symbolem char(K). Jesli taka liczba naturalna
nie istnieje, mowimy, ze ciato K jest charakterystyki zero.

Mozna wykazac, ze charakterystyka dowolnego ciata albo jest réwna zero albo jest liczbg pierw-
szq p. Ciala Q, R, R(X) sa cialami charakterystki zero, zas Z/pZ jest cialem charakterystyki
dodatniej, mianowicie char(Z/pZ) = p. Kazde cialo o skoriczonej liczbie elementow jest ciatem
charakterystyki dodatniej. Ciala o nieskoriczonej liczbie elementéw moga mie¢ tak charaktery-
styke dodatnig jak i rowna zero. Przykladem ciata o nieskoniczonej liczbie elementow, ktorego
charakterystyka jest dodatnia, jest cialo funkcji wymiernych o wspotczynnikach z ciata Z/pZ.

R¥R={(ak): a ke RY
Przyktad 1.3.32. Sprawdz, ze zbior R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowa-
nymi ponizej ma strukture ciata. —

V(z1,u1), (22,y2) € R? (1, Y1)+ (@2, y2) = (1422, Y1+Y2), (21,91) (22, Y2) = (T122—Y1Y2, T1Y2F+T2Y1)-

- -

(C,+) jest grupa abelowa.

Dzialanie + jest wewnetrzne, laczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) € R?
za$ elementem przeciwnym do (xy,4;) € R? jest (—xq, —y1) € R%

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelowa.
Dzialanie - jest wewnetrzne.
przemiennos¢:

(35271/2) ) (951,91) = ($2$1 - y2917$2y1> = = (901902 — Y1Y2, T1Y2 + $23/1) = (mlayl) ' (902, 92)
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tacznosé: L =P
L= (a,b) - [(x1,11) - (72,92)] = (a,0) - (122 — y1y2, T1Y2 + Toy1) =

= (ar173 — ay1ys — br1ys — broyy, ax1ys + axoyy + br122 — by11p)
P =1(a,b) - (z1,y1)] - (2,92) = (az1 — byy, ayy + bxy) - (72, 92) =
= (az122 — by1 e — atrys — b1y, 411 — byrye + ayr e + brixs)
el. neutralny: e = (1,0)
V(xl,yl) e R? (170) : ($1;y1) = (1 w1 =0y, 1-y1 +0- xl) = ($17y1)

el. odwrotny do (z1,y1) # (0,0):

(w1, 91) - (a,) = (1,0) < (a1 — bys, ays + bay) = (1,0) < {xl e } ' { Z] = {(1)]

g1
I —Y
x3 +yf z3 + 7

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.

L= (a,b)-[(x1,y1)+(x2,y2)] = (a,b)-(x14x2, y1+y2) = (ax1+axs—by; —bys, ays+ays+br1+bxs)

P =[(a,b) - (x1,y1)] + [(a,b) - (x2,92)] = (ax1 — by1, ays + bx1) + (awy — bys, ays + bxs)

Definicja 1.3.33. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi. To—

15



Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych
> A (<0

Motywacja l
N%Z;—»@%RLC Q

n—n n— T z—(z,0) @

?Z,Zj O X2-2=0 r()v\;@nie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania +v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q — Q(v/2) — R
=

éwnanie o wspotezynnikach z R, jego rozwiazania +¢ nie naleza do R

ﬁa_ié)i‘g, beR}=C —
(C c1a}o algebr 1e_domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych (Wlelomlanowych) 0
wspotezynnikach z C naleza do C

2
[ = -/
b44~0

(QC\ ®

Zanurzenie R w C
Niech Q =R x {0} = {(z,0) : z € R} C R% Wowcezas (Q, +, ) jest cialem.
——— ——

wewnetrznosé: (1,0) + (2,0) = (21 + 22,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x129,0) € Q

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (21,0)
([El,O) . ([EQ,O) = (Z’lxg,()) = (1'22?1,0) = ([L’Q,O) . (fL’l,O)

lacznosé: [(z1,0) + (x9,0)] + (23,0) = (1 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 3,0 = (212273,0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (xy,0): (—x1,0) wzgledem +, (i,O) wzgledem -

+x )173, 0)

rozdzielnogé: [(21,0) + (22,0)] - (x3,0) = (21 + 22,0) - (23,0) = ((21 + 22
[(22,0) - (x3,0)]

= (212 4+ 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23,0)] +

Niech h: R — Q,{h( ) = (2,0) >Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze
h(zy + wg) = h(ﬂh)i x9) oraz h(xy - xg) = h(wl) h(zs). Q‘f"df\c 2

Utozsamiamy zbiory R oraz €2 i piszemy z zamiast h( ). ) ‘mr

=

(y ) 16
()
X



Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas L\/ (-/l IO)
k———-/ /

i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

L = =/
Coz=(2,9) = (2,0)+ (0,y) = (£,0) + (0,1)(y,0) = = + iy

Posta¢ z = x + iy, gdzie x,y, € R to tzw. postac kanom’c?nat (algggmiczna, Gaussa) liczby ze-
spolonej. Liczbe x € R nazywamy czeScig rzeczywistq liczby z 1 oznaczamy Rez. Liczbe y € R
nazywamy cze$cig urojong liczby z i oznaczamylﬂz-. Liczby postaci iy, y € R-ngiywamy czysto
Ur0jonymi.

2 = 29 & (Re21 = Rez; A Imz; = ImZQ)
Postac algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianéw zmien-
nej i, przy warunku 2 = —1.

(24 + (22,y2) = (1 + 22, 1 + yo

(21 + 1) + (22 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 1)
w S =TTTs — Y1Y2, T1Y2 + Tay1) | (21 +iy1) - (22 + 1y2) = (2122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T291)

Przyktad 2.1.1. (24 7i) — (4 — 2i0),

= —24 9
(3i).2+3i):@9i2i@f7i O(Z—/X (\j
=~
243i _ (243i)(2+50) 4410i4+6i+1542 *_ —11416i _ 11 4 16, —
257 (2—51)(2+57) 4—25¢2 @ 20T 29

. 7 = K=\
(x-\m) (x+(n)) = xz'tz(\/)?: XA : z ﬁﬁ

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.

Ge YK

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepionymi w
(0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz

Z1+Zo=(X1+X2) +i(y1+y2)
Iy=0+iy @-------mmoo- 1

: 5;’22:)(2"'3’2
‘ ;

= -
g/\f)(l,_&/ X1t+X2 (Re z )
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Definicja 2.1.3. Niecr\ z=x+1y % C, z,y e R.

i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja Z.

i) Liczbe rzeczywista \/x2,+ y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Almz

AImz li ‘

' Z=x+iy ) pZ=X+iy

IV Jroemmmemrmeeeneene e g ; Vv :
5 éﬁ .
: &/
B ’ :
X Re z = : /\ﬁ

_|y .......................... :_____ . ‘ >
Z=XHY=X-iy L‘\%/ X Re z C (Zl# +Zz

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 2z € C. Wowezas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 4 22) = Rez; + Rezg, Im(z1 + 22) = Imzy + Imzy ) _
- [2l=1Y
ii) Rez = 3(2+2), Imz=5(z—2)

(2) == >
A

NNt 2 =Z1+ 2, 21— 220=21—22, 21 22=21"2

X |Zl ZQ| = |Zl| |22|
X) |21 + 20| < |z1| + |22] (nieréwnosé trojkata) ‘|zl| —|2al| < |21 — 20
Dowdd. vii) (z + iy)(x — iy) = 2% — i%y? = 2® + y? = |2|?
viii) Rez = < |z| < /22 + 4% = |7|
) 1=Rel =R 2tz ) D R z1 + R 22 déf z1 22 WV) |z |z2] =
X = hel = he zitz2 ] € z1+22 € z1+22 — |z1t22 z1t+22 T Jatae] + |z1+22]
|21 + 2| < 21| + |22]
21| = le1—2a+20] < J1=2al |zl A J2] = [za—21+2] < Jza—21l 1] = [|oa] =2l | < 212

g
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2.2 Postaé trygonometryczna i wyktadnicza

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

|2\ =

(Zvg 20

-—

||

||

2 2
Niech z'= x + 1y # 0. Wowczas z = |z\<f7| + Zly?l) Poniewaz <£> + <i> = 1, wiec
-

istnieje kat ¢ taki, ze

AImz

L PZ=X+HiY

.

N\ i ’
gt 7 x

z = |z|(cos p +isiny).

X
COoSsQp= H
singp= %

-

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentéw liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gldwpym liczby z i oznaczamy argz.
Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2kn, k € Z. Przyjmujemy, ze argument
liczby 2 = 0 jest nieokreslony. Dowolng liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem przedstawi¢ w
postaci z = |z|(cosp + isinp), gdzie ¢ to jeden z jej argumentéow. Powyzsze przedstawienie

nazywamy postacig trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy 21 # 0,29 # 0, 21 = |z1|(cosa + isin ), zo = |22](cos f + isin §), to wowezas z; = 29

wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz = o +

7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

—/27 = 3i

z2="17
z="T(1+ 07)

.

T
¢ =0+ 2km
argz = 0

N 9
1L .o
z =T(cos0+isin0)

F(ne 0y =F b onlz)

z=—1

A= VTP =1

z2=1(0+(-1)-1)
{cosgon

sinp = —1

gz b ¢ LoaT)

A B g\ am(n ¥ owunj
—i=1(cos 3m + isinir

A (ooa (B

19
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Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej
Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |z2|(cos 5 + isin 3). Wowczas:
i) z1-20 = |z1] - [22] - (cos (a4 B) +isin(a + 3)),
ii) 2 = I—‘ (cos (a— ) + isin (a — B)),
iif) 2" = [z]" - (cosnep + isinny) tzw. wzor de Moivre’a

Dowdd. 1) zy - z9 = |z1] - |22|(cos a + i sin «)(cos B + i sin [3)

= |z1| - |22] ((cosacosﬁ — sin asin §) + i(sin acos 5 + Cosasinﬁ)>

~~

cos (a+p3) sin (\a,Jr,B)
ii) analogicznie

iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2% = z - z = |2|*(cos 2¢ + i sin 2¢).

Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [J

Przyktad 2.2.3. Przedstaw liczbe z = —sin {5 + i cos {5 W postaci trygonometrycznej.

METODA I: Poniewaz |z| = 1, zatem z = cos ¢ + isin ¢ dla pewnego ¢ € [0, 27).

{ €08 ¢ =(—sin 15 )< 0 =z I éwiartki

sin ¢ = cos;=> 0

Na mocy wzoréw redukcyjnych ¢ = 7 + {5 oraz z = cos (g + %) + 72 sin (% + =

METODA 1II: z # —Jsin {5 + i cos {5 = £33 smm +icos {5 =
(COS%—I—iSin%) (cos—+zs1n1—0) = cos (§+ )—i—zsm (%+%)

20
Przyklad 2.2.4. Oblicz (1423)"

14+iV/3 = 2 ‘[ )@COS +ising) 1—i= V2 <72 — Y2y

e @ cos 5.+ ) sin 5 + 5)) (V2 pos () +isin
' ¥ 20 Tl

(1) =25 om0 i (58 =27 o (57) - m (m

12

=210 (cos (127 — %) +isin (127 — %)) =21 (COS 3
-

Twierdzenie 2.2.5 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 25 € C.

Wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z120) = argz; + argzs + 2k, k € Z (k=01ub k= —-1)
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(Cos 10 + 7 sin 10)
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ii) arg(Z) = argz; — argz + 2k, k € Z (k=01lub k= -1)
2 s— , T B
iii) arg(z") =n-argz +2km, k € Z 7 -LF ’% | (.f

o

iv) Mgdy argz #0 — ';'. VY

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z-z) = argz +argz + 2km = 2argz + 2k.
Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze.
v) z -z = |2?| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argz + 2k, skad argz = =27 —argz O

Przyktad 2.2.6. argi = 7 arg(—1) == arg(—i) = 37

i=(—1)-(=i) = argiz T+ 31+ 2kr = 3r + 2kn dla pewnego k € Z, tj.|k = —1
- M -

Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej
gl
Dla ¢ € R definiujemy "¢ = cos ¢ + isin¢. Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0 mozna
zapisa¢ w postaci z = |z]|e'¥, gdzie ¢ to pewien argument liczby 2.
Y

Przyklad 2.2.7. a) €2’ = cos T +isinZ =0+ 1- i=4_

b) ™ = cosm +isint =—1+0-7 = " +1=0
najpickniejszy wzor w matematyce

Twierdzenie 2.2.8. Niech «a, f € R. Wowczas:
Z(a_"ﬂ) — 67‘0‘ . eiIB’ ei(a_ﬂ) et

1

iii) ei@t2km) = gl dla k € Z,

i)
i) (e’)F = ¢tk dla k € Z,
i)
iv) e £0, | =1.

Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dziatan na liczbach w postaci trygonometrycz-
nej.

iv) Mamy |e®| = |cosa +isina| = Vcos? a + sin® a = 1, zatem €' = 0 < cosa = sina = 0,
co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. [

Whiosek 2.2.9. Niech z = re?, z; = r1€’®, z, = rye’” bedg liczbami zespolonymi w postaci
wyktadniczej. Wowczas:

: _ (a+ zZ1 — T1pi(a—
i) 2120 = 1y’ (@4H) a="e (azB)

ii) 2k =rkeike, dla k € Z,
iii) "z = reé v

Dowdd. iii) Jeli argz = ¢, to arg?z = 21 — ¢, skad ™ =9)l = 2Te=¢t — ¢=¢ ]
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Wzory Eulera

e’ = cos p + isin ‘Imz
e~ = cos (—p) +isin (—p) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

el 1 e~ iv ) el — iy EUCSTELY RRETS .
coscp:T, 3111@:2—2,, peR. 4

. Obr()t' o kat ¢ \ QL\‘Y \ B

z=re"

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz rownanie 23 = (z)3.

Widzimy, ze z = 0 spelnia réwnanie. )

Zalozmy teraz, ze z # 0. Wowczas z = re'?, dla pewnych r € R.r >0
oraz ¢ € R. Zatem -

2 =27 N,yelz -0
e /-f "cdno )

T2 /rO2v) g A,

Rozwigzaniami sa punkt z = 0 oraz polproste o = %’T, ke€{0,1,2,3,4,5}.

Podsumowujac, rozwigzaniami s punkty nalezace do prostych y = 0, y = v/3z oraz y = —/3x.

Y =3 €Z Qﬂ:@
)

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca rownanie 2" = w, nazywamy pierwiastkiem
n-tego stopnia z liczby w.

Przyktad 2.3.2. Rozwigz réwnanie 2% = 8 + 6i.
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