Wzory Eulera

e’ = cosp +isingp Almz
e~ = cos (—p) +isin (—p) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

el 1 e~ iv ) el — iy EUCSTELY RRETS .
oSy =——(0—, Slng0:2—z,, v €R. e

Obrét o kat ¢
2 = re@

. el = peilaty)
z-eZ=re

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz rownanie 23 = (z)3.

Widzimy, ze z = 0 spelnia réwnanie. )
Zalozmy teraz, ze z # 0. Wowczas z = re'?, dla pewnych r € R, >0
oraz ¢ € R. Zatem -

) 2 =(2)

1/4.
1J\

3ﬂ{{ Z “edno

LZ rO2u) g 'Id.‘..)

Rozwiazaniami sa punkt z = 0 oraz polproste ¢ = %’T, ke€{0,1,2,3,4,5}.

Podsumowujac, rozwigzaniami s punkty nalezace do prostych y = 0, y = v/3z oraz y = —/3x.

K C

Yo=3 €Z Qﬂl@
T e ©)

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe 7(4 = A 7 G_ g
Pierwiastkowanie Z ¥ A A1 V"
Niech n € N, w € C beda ustalone. Z:’? K== ‘

dona
Definicja 2.3.1. Kazda liczbe 2z € C spelniajaca rownanie |2" = w, hazywamy pierwiastkiem

n-tego stopnia z liczby w.

Przyktad 2.3.2. Rozwiaz r()wnanie; 2? = 8 + 6i. C

M x ¢ 7“2 oA
oy WA= A

22



7%= R Ly

\,,m,n:)o‘"'

T dhe m\ﬂkladﬁd

1 sposéb: IT sposob: III sposob:
postac algebraiczna posta¢ wyktadnicza posta¢ algebraiczna
L—Zi%w:SJrGi 2= ele'”, w =846\ B+6i=0+6i-L=
2 ' ' =32+2-3-i+i’=

2 =w |2]2e? = w = |w|e™

(:r—i—z 8—|—6z = (3+1)? ,.Z”"
72 + —84—@1 |w| =10
~ |
$

\V AN - — - - _3_
}@é‘\. 21;y— “%&N)c\\&oo\ w=38+ 61 =10 z2=3+1V z 3

X’“\é‘sv 6gdyy—0 to z = x, 2% # 8 + 61) oz—arcsm—

@ x_§7y%—y =38 22 |Z t(%d—l()e ‘Z‘ /‘O IR
V82 —9=0 A =100 2¢_a+@ W
P=1y==+l1 mcsmg + km lZ\€ iR
z=34iVz=-3—1 z =+/10e*, k € {0,1}

Z/\ Z :‘(Z/\ [a(ﬁf\’\

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cosp + isingp), to wowczas rownanie
2™ = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwigzania te maja postac

- 2% ok
zk:{ﬁ(cosu—kisingo—i- W), k=0,1,...,n—1. To
1 " SAn &
()’ 5 Dowdd. Niech z = p(cos o + i sin ar), wowezas
A I p"(cosna +isinna) = r(cosp + ising) < . Otrzymu-

a——
Jemyzk—@cosak—i—zsmak) gdzuaozk:"p“k7T k=0,1,...,n—1_0 v k'“(ﬁ ‘,(’:f_
Symbolém {/w oznaczamy zbior Wszystklcﬁ rozwigzan rownania. Zatem m

{‘/E:{ze(C:z":w}:{zo,Z1,...,Zn—1}- &:m} f:/%_;z‘i

"\ )
Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2z 20 = /8 —iv/24. (v RS A tan _ _ |
Niech z = p(cos @ + isin «) oraz w = \/_ — i\/24. f Odl?”/ 0)¢
Obliczamy |w| = V32 = 4y/2, skad w = 4v/2(3 — L2 v3i). Zatem
2 7

5 5
Z=w & p°(cosbatisinba) = 4v2(cos (—F)+isin(—%)) < { 50— —Z 4+ 2%kx, ke {0,1,2,3,4)
Stad p = V2, ay = -+ %/mr oraz z, = V/2(cos ay, +isinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespoly- ¢ 2R 1qan
nej
Liczby =z, 21, ..., 2n—1 bedace rozwiazaniami réwnania 2" = w sta-

nowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o rodku z =0
i promieniu /r. ~
—
T s .- 27
‘\, en ’ \/L /\\_, P /
7= \’L{ C ? \10\ ’ 23

\w\
%4
e 21w € Y




Przyktad 2.3.5. Rozwiaz rownanie 2* = (v/3 —i)2=

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2y, 21, 29, 23. Beda one wierzchotkami kwa-
e ————————————
dratu.

4 N
Ao (wa-iye (A
Niech(zo = (v3 = i)*}= 3v/3 — 9i — 3V/3 + i = 8

Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrot o kat 7, co odpowiada mnozeniu przez

Z_eig
21:ZO'i:8, ZQZZl'iZSi, 1’3:ZQ'i:—8
—_
Im z /
8\

&
. . | W5 +1on = U
TN V\ JON% g -’;- O \_)Z/ \'/Z
0 N

SEVEN

‘2R
/\—L/TZ SZ/\T/}Zo' ~&u ) - -8 = /g
-8i Rdo g/\ /Zo (

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie réownan w R i w C

w R w C
Vo =3 VO ={-3,3}
v/—1 nie istnieje V—1={—i,i}
Vi=1 \/‘ { 1,1,—i,4}
Va? = |z Va2 = { 25 (o

Roéwnania wielomianowe EZ = N
Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n. /l 7 o R O
———————— .
W(z)=cpz" +cn12" P+ ... +crz+cy, cpy..oycn €C, ¢y #0 C
_J

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zo) = 0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu W
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z0) P(2).

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — zy, otrzymujemy W(z) = (z — 2z9)P(2) + const. Stad
Wi(z)=0 < W(z)=(2—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe 2z, € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli

istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — 20)"P(z) oraz P(z) £ 0.

To s [uT nic c’wm
Przyktad 2.3.10. Niech W (z) = 2® — 2% — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) = 2%(z —
HD-—G-1)=>=-1)E*-1)=(=-1)*=z+1).
Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

|

¢ Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodafniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w C,

liczac z krotnosciami. — —E—
Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech zq, 25 ..., 2, to jego wszystkie pier-
wiastki o krotnosciach ki, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry i
twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ... + k,, = n oraz P PN
-~ A
“% \ . W)= (rmz)f - (z— ) (z— ). O FOZKEAD o
< ¥ ,,\.VM y, - - - C=YN N\
1 (9
it 6jmian kwadratowy az?+bz+c=0, abceC, a#0 (1;/34610 2N ZAC/DW )

&/ Obliczamy A = b? — 4ac € C ora \/_ {-4,6}. 5
’L ¥|\/O

1, \J\\ Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rozne pierwiastki zespolone z; =

iL
’&

\\’l« Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = zo = 5>
a:/\ qa =4 Z4 * C: )
Przyklad 2.3.13. Rozwiaz réwnanie 2% + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 442 — 12 = —16 = 162 VA = {4, 4i}.
Niech § = 4i, wowczas z; = —32 oraz : 29 = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zg € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W'.

Dowdd. Niech W (2) = a,2™ + 12" + ... + a1z + ag, ag, - .., a, € R, a, # 0. Udowodnimy
twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie, ze W (zy) = 0. Wowczas

—1 1
a2y + an_12y  + ...+ a1z20+ao=0)= ay2] +an12] +...+a1z0+ap=0

= Anzd + an_120 Ly 4@z +ag=0.

Poniewaz ay, = ay, zatem W (%) = a)Z0) Y+ an_1(Z2)" '+ ...+ @120 +ag=0. O

-—
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Whiosek 2.3.15. Wielomian stopniainieparzystego o wspolezynnikach rzeczywistych, ma przy-

najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

A—Séda@ (ﬂ /7\/\‘7

Przyktad 2.3.16. Rozwiaz rownanie 2° — 32% + 62 — 4 = 0.

P Y +3 -(') '33
0=(z—1)(Z.2___%;4—2 )=(-D(z-1?+3]= (-1 —1)* - (\fl)]
=(z—1)(z—1—3i)(z — 1+ /30

rozwigzania z; =1, 2 =1+ V3i, z3=1—+/3i, @

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz rownanie 2* + (2 4 1)2% + (7 + 2i)22 + (12 + 1)z + 6 = 0, wiedzac,

ze zy = 21 jest jednym z jego rozwiazan. WNSod U Crgnn v AT S
— TARLLL A MO LA f a
(2 =20) (2% + (2 + 30)2% + (1 + 6i)z + 3@) —0 Ry NI ¢
(z = 20)(z + 1) (22 + (14 3i)z + 3z’) (2= 20)(2 + 1)%( +3i) = 0
rozwigzania z; = 21, 29 = 23 = —1, 24 = —31¢
= — —
‘ _ 2 -
Wzory Viete’a (mvuo\ao A (AVINY¢ m=2 ? : J(;b/)é ¢,£_ -
) “ 1
Twierdzenie 2.3:18. Niech W € Clz|, W(2) = ¢,2" + ¢ 12" + ... + 12 + co, gdzie ¢, # 0 Co
ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) rq,...,r, € C. Wowczas n=12 C A
')‘/\‘}’X‘L = "C_"—L.
cn(ri+re+...41) = —Cha

Cn [(7"17“2 +rirs+ ..o+ rrn) + (rars +rora+ . Frery) + .+ rn,lrn} = Cp_2

CT1Ta .. Ty = (—1)"co
(o
Dowdd. Niech W (z) = ¢,(z —11)(2 — 1) - ... - (¢ — r). Wymnazajac, otrzymujemy X ¥a2T o c
W(z) =co[(=1)"rire oo omy + (=1)" g oz (=) sy 2
B B e O I R A S Tk S UUTI 0 FLa z"} O

a b I Z
Przyktad 2.3.19. Wielomian W(z) = 22° — 52° + ¢z — 5, ¢ € R ma pierwiastek 2, = 1 — 2i.
Wyznacz pozostate pierwiastki oraz wartos¢ wspolczynnika c. -

Wielomian ma wspo6lczynniki rzeczywiste, zatem z; = 1 + 2i. Sq s T‘,e Nves it
Oznaczmy a = 2, b = —5, d = —5. - 1, % T

Na mocy wzoréw Viete’a otrzymujemy 2y + 2o + 23 = 2 -2 =
Zatemy soraz W(3)=1—-2+£-5=0 = c=12.
p——_ 3 S N
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2.4 Interpretacja geometryczna 2\
\
Niech z = x4y, 21 = 1 +1y1, 22 = T2 +1y2 beda liczbami zespolonymi w postaci algebraiczne;j.

Niech 7 € R, > 0. (2| odiegToic 2 od O

1) |z1 — 29| odleglosé z; od 2
- (21 + 1) — (22 + i) | = /(21 — 22)% + (11 — 12)?

\Q’ q?\ od\c(:Toad 2 eod D

2) |z —2z|=r réwnanie okregu o $rodku z; i promieniu

l'Z’%\” \X"\:‘O"&\c\ (X'5)4~V’j\: ) ()cl‘l,)‘l;,\,‘? =4 5\: 5
7=/

r=lz—z)+y—n)il=vE—u)?+y—-—n)? = rP=(@-—5)+{y—n)’

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola
Almz A A
> a8 >
Rez Re z Rez
3) |z — 21| = |z — 22| / réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; i 2
Aimz Almz

punkty
rowno-odlegte 243
b

Z7

4

| o

RE.‘Z / // Re z : - 2*3 L /
24// <

/)Wwd\vx\ np. [z — 1] < |z — 2 — 34|
blrey ko 2r= A
4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie ¢ € R ustalony, to polprosta.
—

Przyktad 2.4.1.
argz = 4 arg(z —1—1i) =% T <argz < 3w

27
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Y-Zo Zo-“ haY
| | ALY o < 27
brgge 4 b9 )5 L Larqy =
Amz AImz | )
/
/ 3 <
SN\ AT
{;(3 - @ u - '\ L -
_T Re z Re z T Re z
7
0(”\\:23«,,\0"3 arg(z —2) = 3 arg(#) = 5
ﬁlmz Alimz
le. “J\
en | .
Jem ) { Cﬂ‘\ . j’//l
A Re z

j 'y (U)
D—7 5

) Zbior {z € C: arg(Z:)

v+ (y+1)i  [r+(y+ 1) [x— (y—1)i

_x

= Z} to tuk na okregu.

2
A

’Z:X*tyj Rew = Tmaw 2

2?4 (y — 1)

———
o~

2+ (y—1)?
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..cccovvvveveennnnnnn..

TEMAT: Macierze i ich wtasnoSci. Wyznacznik macierzy.

o . PLERESIA  — ovge et
_ 3.1 Macierze i ich wlasnosci \i N = (

j ‘ - $ = "W — "
X CvaNiechK:RlubK:C' U >)\ s —— @
o

a— — m ) _fuo\ravh/ﬂf‘k :
Definicja 3.1.1. Funkcje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy (0(
macierzq (rzeczywistg gdy K = R, zespolong gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach. “)V\{ N

Wartosci a;; nazywamy wyrazams lub elementami macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy sym-
bolem [@;;mxn-

eVl

Ciag a1, aso, . . ., a;, Nazywamy i-tym wierszem macictzy A, zas ciag ayj, asj, . . ., ay; Nazywamy

j-tg kolumng macierzy A. m (YV\/

Oznaczmy symbolem zbiér wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach i ele-
mentach z K. Gdy m™=, piszemy krocej M,,(K). Macierz A € M, (K) nazywamy macierzq
kwadratowq stopnia n. -

< o
Dla A, B e Man(K), A= [aij], B= [blﬂ] mamy
A=B & Vie{l,2,....m} Vje{l,2,...,n} a;; = by;.

1 -1 2 =2

‘
Przyktad 3.1.2. A€ M;(R), A=|3 -3 4 4 D oNremT
- 5 56 6] UL ke
1 2 3
BeMs(R), B=|45 6| o pdrtoon swrm»ﬂ b
—-— 7 8 9
72
K 00 ...0
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
- oo ...0]
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Typy macierzy
Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowg A =
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j
b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla i > j
c) trdjkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j
\ﬁ\f'l 6\°J) Oznaczmy:

K& W\WDn(K ) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n

~« 0\(‘ _TY(K) zbior macierzy trojkatnych gornych stopnia n

W TP (K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n
=N

Przyktad 3.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n

[a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

i 0] - 0 : \R 7™
L= | ON\NO I = 3)(1) D= 0\N\0 GD3(K)/© )(\/\I\V\@\A

K | | 0 0
A=10 cTS(K) B= 0| e TP(K) g

_O ) —3_ _ 3 (\/\Kl&v\ \k\ﬁ\\/

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,,,«,,(K), A = [a;;], B = [b;;].
C:A+B, C = [Cij] EMan(K)7Cij:CLi]’+ i _—

T —— ———— w

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € KA € My, (K), A = [a;].
C=«- A, C= [Cz'j] S Man(K), Cij = MZ]

Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A— B=A+ (—B
e —_—

e Mnozenie macierzy: Niech A € A@ (@],
C=A-B,C=lgl € ) Cij Zk 1 alkbkj
Dla r € N oznaczamy A" A

A
A’ A = A r—razy

e Transponowanie: Niech A € M., (K), A = [ay]

C = AT, C = [Cij] € Mnxm(K).a—’Czj = Qy;

am—

2 ey eN A l_
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Przyktlad 3.1.5.

01
l _
A:[12 2 2|, ] D:{lo}
11 3 4
@,n; - .zxz 22
Jakie miozenia sa wykonalne? WYZnhacz C—-2D, % AT AB, BA, D
oop_[2 11 F-T0]_ 1)
2 5 || 34 |2 | -4
|% % 9 K
LoAT = {g ]
A 3 3
|1

D = AB € My(R) schemat Falka 1=1-0+2-2+3-(-1)

(A1,9) 19 241)

B> A

=@ O WaeS- 2y A0 Tl

G = BA € Ms(R) Wr\o ¥b=20 AB # B /
_.4)—\/,6 "

D? =D -D € My(R), CA € Myy3(R), zag AC jest niewykonalne

1 4 —2 -1
C’DGMQ(R),DCGMQ(R),CD:[B 20] DC = { i 23} CD #CD

Wilasnosci dziatlain na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, f € K. Woéwczas prawdziwe sa nastepu-
jace ré6wnosci. —

i) A+tB=B+ A ?f\(’w‘“"”‘(

(A+B)+C=A+(B+C) T40n A/A/(-//\)
A+0=0+A G,nw&m\/\j

1)

1)

1) ) L
iv) (@+8)-A=a-A+8-A A= Lﬁb?f\ — A= 5

) @

1)

i

1ii

A%

- (A+B)=a-A+a-B
vi) (a-B)-A=a- (8- A)

Whniosek 3.1.7. (M,,x,(K),+) jest grupa abelowa.
R
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K. Jesli
dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci. -

(AB)C' = A(BC) Tacinc Nie va¥ Qrm,tn-m’tnnf
(

A+ B)C = AC + BC ~_ oow>wona'(
iii) A(B+C) = AB+AC’>

d wIr.X4
"Zi{\flmm ADF PA

iv) a(AB) = (aA)B = A(aB) Aod guant’ A A7 — . [49
N\, “ A= L3a) F7LO0
v) Al (’/S’M’\’\ ‘ =
nQ 5¢ P> o
vi [A A cadt Al /\@ N
Whiosek 3.1.9. i) (M,(K),-) jest polgrupa nieprzemienna z jedynka. AL //:) ’k

ii) (M,(K),+,-) jest piersieniem nieprzemiennym z jedynka.

Ponizszy przyktad pokazuje, ze (M, (K),+,-) nig/jest ciatem,)bowiem w zbiorze macierzy
kwadratowych stopnia n o elementach z ciala K istni€ retrriky zera.

Przyklad 3.1.10. Rozwazmy macierze A, B € My(R), A = [ :1 3 ], B = [ g g ] Obli-
-_
czamyBA:{__lg ?g}orazAB:{g 8 . 'C,(
, A-Ov B=0 £
AL, =Q -» T lo o
Twierdzenie 3.1.11. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech « € K, r € N

Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

(

(

(@A) =a- AT A
( %\ ® 5

?74"\ 2 <Y

(ontW V) JA)T = (AT) —-
LJ\‘“O)/ \ /P( F\ /\ /\ 3 1 ‘
@’ AT K o) Daea B
Definicja 3.1.12. Niech A = [a;] € M sK ). Sumq elementow na przekatnej ayy +ase+. . . +anp
nazywamy Sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

0 0 A - k“&tdm#oud ‘
Przyklad 3.1.13. tr | 2 0| =1-74+3=-3
7\ 0 —
cvact [ SLAD

Wlasnosci §ladu macierzy
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Twierdzenie 3.1.14. Niech A, B € M, (K), a € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace row-
nosci.

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

ili) tr(al) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.15. Jesli A, B € M,,xn(K), to wowczas tr(ATB) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Definicja 3.1.16. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy !5 = AT ]

b) antysymetryczng, gdy A = —AT

Twierdzenie 3.1.17. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej i antysymetrycznej.

Dowdéd. \A = B + C, gdzie@ = %(A + AT)) C = %(A - AT!, B = B”, C = —C". Ponadto
T T
BT = [{(A+AT)| = }[(A+ A7) = L(AT + (AT)T) = L(A” + A) = B. Analogicznie

sprawdzamy, ze CT = —C. O

=N -1
WD [
Przyklad 3.1.18. A= ,ﬁ.“j“'v acierz symetryczna -
‘w
Lm0
B = magcierz antysymetryczna =z ¢\o - -
-6 0 ™ y \Oﬂ/\ AN bZ”L" b’ll

Definicja 3.1.19. Macierz utworzona z macierzy A;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

An | A || A

Agy | A | ... | Ay

A1 | Ao | -+ | Ao
nazywamy macierzq blokowq. Macierze A;1, A, . . ., Ain stojace w i-tym wierszu macierzy bloko-
wej musza mieé¢ te same liczby wierszy, zas macierze Ay, Agj, ..., A, stojace w j-tej kolumnie
muszg mieé te same liczby kolumn.
3.2 Wyznacznik macierzy
Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy liczbe
detA € K okreslona nastepujaco: —
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e gdy n =1, to detA = ay;

o gdyn>2,todetA=3" (- )”%LljdetAlJ =
= ( 1)1+1a11detA11 —|—( 1)1+2a12detA12 -+ . ( 1)1+n(11 detAln,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
[/

-
; a; a2 ... QAip
| a5 A91 22 ... dAgn
detA = det A= . )
Ap1 Ap2 ... Qpp

-3 2
detA = (—1)1+1a11det1411 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (-3) =17
——— N

Przyklad 3.2.2. A= [ Lo ]

B = 2 1 —6 detB = (—1)1+1a11det311 + (—1)1+2a12detB12 + (—1)1+3a13det313 =
-3 +6 8
1 —6 2 —6 2 1
_1~’ 6 3 ‘—(—2)-‘ 33 ’+3-‘ P ‘_—59

Metoda Sarrusa (tylko dla wyznacznikéw stopnia 3!)

NS 24(260);3+ (-3) - (-2) (50)

Ser R
L—-;/i 2 —[3~1~(—3)+(—6)~(—6)~1+8~(—2)'2]:—59
s10? > = —

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n — 1 otrzymanej

poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go symbolem
M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"7 - M;; € K.

1 =22 3
Przyklad 3.2.4. B=| 11 17 16
-3 —6 80
1 3 1 3
B32— 11 16 Mgg—dethg— ‘ 11 16 ‘ 16 33 =-—17

Diy = (—1)3¥2Myy = 17



